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Die linearen Transformationen der Hermite’schen 
y- Function. 


Von KéniasperGeR in HEemeLBerG. 


Hermite hat zuerst auf die Wichtigkeit eines bestimmten, von 
Jacobi gefundenen Werthes von Ggund Vc, fiir zahlentheoretische 
und algebraische Untersuchungen aufmerksam gemacht, wenn c? den 
Modul eines elliptischen Integrales und ¢,? dessen Complement  be- 
deutet, und diese Ausdriicke, wenn man mit t den Modul der zuge- 
hérigen #-Function bezeichnet und 

q = ent 
setzt, folgendermaassen definirt: 
(1) 2... 9@ ahem yt. fF iets 








€ 

@) -.--¥0=—V4 = Goat ate | 
Fiir den Fall der linearen Transformation der elliptischen Functionen 
hat derselbe ferner die Werthe der den sechs Fundamentaltransfor- 
mationen entsprechenden g-Functionen bei Gelegenheit der Auflésung 
der Gleichung 5" Grades ohne Beweis mitgetheilt*) und ich habe in 
meiner Bearbeitung der Transformation der elliptischen Functionen **) 
den Beweis derjenigen vier Grundformeln, welche ich in der Theorie 
der Modulargleichungen brauchte, durchgefiihrt. 

Da nun einerseits die Herleitung der allgemeinen dort angefiihr- 
ten Ausdriicke nicht ganz ohne Schwierigkeit ist, andererseits aber 
auch der von mir zum Beweise derselben eingeschlagene Weg zur Auf- 
stellung all’ der iihnlichen in die Theorie der elliptischen Transcen- 
denten eintretenden Kunctionen, wie sie in der Theorie der (U, V)- 
und der Multiplicatorgleichungen vorkommen, ausreicht, so will ich 
mit Beziehung auf meine oben angefiihrte Schrift den Beweis dieser 
Formeln hier genauer entwickeln. 

*) Hermite, sur la résolution de l’équation du cinquiéme degré. 

**) Die Transformation, die Multiplication und die Modulargleichungen der 
elliptischen Functionen , Leipzig, Teubner 1868. 
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Ich habe gezeigt, dass, wenn man simmtliche Liésungen der 
Gleichung: 
(3) a, b, — a, by = 1 
nach dem Modul 2 in sechs Klassen theilt, mit ¢ den gegebenen 
und mit & den durch die Transformation 
C=aaK+a,aik 
(4) Leet © cox 
bestimmten Integralmodul bezeichnet, worin 
C,C, K, kK 
die in bekannter Weise definirten vollstindigen Integrale bedeuten, so 
dass, wenn man mit t und tv die Moduln der zugehérigen #-Functio- 
nen bezeichnet, die Relationen statthaben 
by + Oy 
a+ae’ 
fiir die sechs linearen Transformationsfille zwischen den Integralmo- 
duln die folgenden Beziehungen existiren: 
I. a=1, a, =0, b, =0, b, = 1 (mod. 2) 


— ima, by ima, a, 


(6) Vk=e * Ye, Yhy=e * Ye, 


ll. a =0, a, =1, & =1, 6, =O (mod. 2) 


by — aot 
F FP cee of 
(5) Pony a,t — b,’ 





t‘= 





—am - — GQ +a b+a,b) , 
(7) Vk=e * Ye, Vk, =e* ee "Ve 
‘ Tl. a,=1, a, =1, =O, b, =1 (mod. 2) 
ima, b, in 
- 1 a, (a, + 4%) 1 
(8) Vk =e 4 Ve ? Vk, ane” y'¢ 
IV. a =1, a, =1, = 1, 6b, =0 (mod. 2) 
a imta,b, ; _ a OP RE 1 
(9) yk=e* YP, Yk=e Fs 
V. a =1,;, a,=0, 6, =1, b, =1 (mod. 2) 
—imla, b, ila, a 
7 c wT. + 
(10) ykme* Ve, Vhme® 9. 
VI. a =0, a, =1, b, =1, b, =1 (mod. 2) 
—ina, a —in 
ee eae 1 age (dq ay $ ay bh, + b, — 2a, b,) fe 
(11) Vk =e Ve,’ Vk, =e } rit 


und endlich finden mit Benutzung der obigen Definitionen fiir die g- 
und y-Function die nachfolgenden Gleichungen siatt: 


( » (—2)=4(), v(—-)=9(@) 


g(e+l)=es viet I= Th; 


w(t)? 


- » 


Ueber die Hermite’sche g-Function. 3 


es wird sich nunmehr darum handeln, die Werthe dieser g-Function 
fiir die sechs oben angefiihrten Fille der linearen Transformation her- 
zuleiten. 

Ich will zuerst zeigen, wie man jede lineare Transformation von 


\ 
der Form My ay 


by by 
durch die Anwendung einfacher linearer Transformationen, fiir welche 
die Ermittlung der g-Function keiner Schwierigkeit unterliegt, auf 
die einfachste Transformation 











1 0 
0 1 
zuriickfiihrt *). 
Denkt man sich niimlich den rationalen Bruch “ so in einen 


Ms 
Kettenbruch entwickelt, dass das erste Element desselben eine positive 
oder negative ganze Zahl .oder Null ist, simmtliche folgenden Theil- 
nenner aber ganze positive Zahlen, die Theilziihler die positive Kin- 
heit sind und die Anzahl der Stellen des Kettenbruches eine ungerade 
ist (was stets zu erreichen, da, wenn es nicht der Fall sein sollte, 


‘ : 1 
statt des letzten Theilnenners 2, der > 2 ist, nur z— 1+ => zu setzen 


. a . 
ist), so mag ~* die Form haben 
0 


(13) “ —~p+tis 
My q+ t+. 


t ? 
worin p positiv, Null oder negativ ist, je nachdem a, positiv und 
grosser als a,, oder positiv und kleiner als a, oder endlich negativ 
ist.**). 

Betrachtet man nun vorliufig nur diejenigen Werthe von }, und 
b,, welche durch den vorletzten Niherungswerth dieses Kettenbruches 
geliefert’ werden und daher auch der Gleichung 


ty b, — a,b, = 1 


*) Der Satz von der Méglichkeit dieser Zuriickfiihrung ist, wenn auch in etwas 
anderer Form, als es im Folgenden geschieht, zuerst von Herrn Kronecker (Mo- 
natsberichte der Berliner Akademie 1860) ausgesprochen worden. 

**) Man darf a) positiv voraussetzen, weil man im entgegengesetzten Falle nur 
fiir alle vier Transformationszahlen das Zeichen zu iindern hiitte; ferner kann man 
die Fille a, = 0, a) = 0 gleich von vornherein von der folgenden Betrachtung 
ausschliessen, da sich deren Transformationsausdriicke, wie spiiter gezeigt wird, 
unmittelbar aus den Gleichungen (12) ergeben. 

1 * 











+ 
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geniigen, so werden sich, wenn man die Niiherungswerthe des Ketten- 
bruches folgendermaassen bezeichnet: 





pM, 

= 
pat+i_ mM, 

q 2 
r(ipqt+i+p_ mM, 
rq+i1 N; 


u. s. w., wie unmittelbar zu sehen, durch Zusammensetzung der ein- 
zelnen linearen Transformationen die nachfolgenden Gleichungen er- 
geben : 


















































a a 1 Bikh —ap+ta|=|a —a,M,+a,N, 
by b || 0 1 15 —bp+, bh —bh M+), N, 
a —a,M,+a,N, 1 + i a+a,M,q—a,Nq —aM,+4,N, 
by —b,M,+5,N,||—-¢ 1 [bo +6, M,q—b,N,q —b M,+),N, 
i a, M, — a, N, —a M, +a, N, . 
hal b, M, — b, N, — b, M, + b, N, 
a, M, — a, N, —a,M,+a,N,||1 —-r 
b, M, — b, N, —b, M,+ d, N, u 1 
= | a M, —a,N, — r (a, M, — a, N,) — a, M, + a, N, 
b, M, — b, N, — 7 (b, M, —b, N,) —b, M, + 6, N, 
es. a, M, — a, N, — a M, +a, N, 
ra b, M, — b, N, — by M, + b, N, |’ 








u. s. w., und da die Anzahl der Elemente des Kettenbruches eine un- 
gerade ist, so wird die zuletzt erhaltene Transformation die Form an- 











nehmen 
a My =~ Be Nu — & Moei41 + a, Nox 
by Mx — b, Nx — by Marys +d, Nowy 
oder da der vorletzte Naherungswerth die Werthe b, und bd, liefern 
soll, 
ay b, — ay by —4a+a,a|=|1 0 
by b, — b, by — by a, + b, ay 0 1’ 











somit die einfachste lineare Transformation, die eine Identitit liefert *). 


*) Ich bemerke, dass der obige Satz von der Reduction der Transformation 
aM a y. | 
b 0 1 


bestehen bleibt, auch wenn b, und 8, nicht jene durch den Ziihler und Nenner 
des vorletzten Nikerungsbruches gegebenen Werthe bedeuten; es geht nimlich das 


auf die einfachste Fundamentaltransformation 











| 


i 


v 








da 








r 
JS 
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Wird nun der Modul einer #- Function mit ¢ bezeichnet und eine 
Transformation von der Form 


0 1 


auf denselben ausgeiibt, so geht das transformirte g, wie man leicht 
aus den folgenden, den Gleichungen (12) entnommenen Beziehungen 





a 


on akin (2k+1) ia q(x) 
(14) p(t +2k)—€8 g(t), incense. 
b(e+2k)=¥(0), v(r+2k+ 1 =F 
ersieht, in 


iSite 9 (t) ade, 
(15) (7 Sr) = v(— aM “2 =)= v(—p— = " ’ 
g(t)? ungerade 


iiber; wendet man dagegen auf den Modul ¢ die Transformation 
1 0 
age 








an, so ergiebt sich 
qin 
(6) 9 (=2>) =p q+ —}o* 7 Os wenn 4 gerade, 


wz 9 (t) 
Swe? 
Gehen wir nunmehr zur Betrachtung des ersten Falles iiber, in welchem 


a =1, a, =0, b, =0, b, =1 (mod. 2) 


wenn qg ungerade. 


° a « . . . . 

ist und unterwerfen — der Bedingung, dass es sich in einen Ketten- 
- ‘0 

bruch von nur drei Elementen von der Form 


letzte Transformationsschema, da die allgemeinen Werthe von by) und b, in der 


Form 
b, = No + My, b, = Mx, 4+ ma, 
dargestellt werden, in 








ay (b, — ma,) — a, (by — may) — My A, + a, a | =/|1 0 
b, (b, — ma,) — b, (by — may) — by a, +d, a | m 1 
iiber, welche durch Anwendung der Transformation 
1 0 
| —m 1 
die Fundamentaltransformation 
: -@ 
0 1 


liefert. Wir behalten jedoch der Einfachheit wegen die obige Darstellung bei 
und werden spiiter die Werthe von b, und 0, verallgemeinern. 
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Som ss 
bali) P+ q +- 
entwickeln lisst, so wird, wenn 
Do — At sla , 
a at — by ~s 
gesetzt wird, weil 
—a—r(pqt+)+tpep b&b =pat+l 
%=—rqt+il b =4 
ist, g gerade sein miissen, wiihrend p und r zu gleicher Zeit gerade 
oder ungerade sind. Man ersieht nun aus den Gleichungen (15) und 
(16) unmittelbar, dass, wenn p und r gerade sind, die erste Trans- 
formation den Werth @ (t’), die zweite 


es (vr), 
die dritte denselben Werth liefert, so dass 
’ b, — 
(17) ot) = 9 (MHF) = es HC) 


wird; sind dagegen p und ry ungerade, so sind die der Reihe nach 
durch die drei Transformationen gelieferten Werthe der g- Function 


die folgenden 
bot a 1 —b in 


1 =e , 
9)’ ¢* S@)’ es pr), 
so dass sich 
by im 
(18) 9 (7) = p (25) = 6 8 g(t) 
x 


ergiebt. 
Um nun fiir die Ausdriicke (17) und (18) eine gemeinsame Form 
zu erhalten, leitet man aus Gleichung (6), namlich 


yk = vi, 


durch Wurzelausziehung die romney Gleichung ab: 


—itanb. 
(19) p (®=—%*) = se 3s or), 


a,t— d, 


—t8% % 





worin € die positive oder negative Kinheit bedeutet; es ergiebt sich 
somit fiir den ersten Fall, in dem p und r gerade waren, 


bot (gq. 1) 
&€=ameés& ? 
und da die Congruenzen 


by = a + 1 (mod. 4) und a, — 1 = 0 (mod. 4) 
by = a + 1 (mod. 2) und a, — 1 = O (mod. 8) 


zu gleicher Zeit stattfinden miissen, so folgt 
(20) eee (Z), 








s 


a Pac = FF At - 


ms 
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und ebenso im zweiten Falle, in welchem p und r ungerade sind: 
— oe (+1) 

und daher wegen. Bestehens der Congruenzen 

at + 1=0 (mod. 4) und b, =a,—1 (mod. 4) 

a +1=2 (mod. 4) und = =4, — 1 (mod. 8), 
wiederum 

a - —1 

(21) emo es *=(2). 
Wir erhalten somit fiir diejenigen a, und a,, fiir welche die Ketten- 


bruchsentwicklung von ‘ nur aus drei Gliedern besteht, wenn 6, und 
0 


b, den Ziihler und Nenner des vorletzten Naiherungsbruches bedeuten, 
und diese vier Zahlen zu dem ersten linearen Transformationsfall ge- 
héren, den Ausdruck 


by —a ig 
(22) (2-9), 
und unter denselben Bedingungen fir die fiinf andern linearen Trans- 


formationen, wie unmittelbar zu sehen, die nachstehenden Beziehungen 
den Fiillen (7) bis (11) entsprechend: 








(23) p (ae) = (F) et” HE) 
ca) o (2=H2)— (2) ean 

(25) p (=F) — eres 

26) op (BSE) a mnEEe 

(21) » (2248) a(S) oo 


Es soll nunmehr die Richtigkeit dieser Formeln fiir alle Werthe von 
a, und a, durch den Schluss von » auf n-+ 1 nachgewiesen werden 
und zwar beschranke ich mich auch hierbei auf die Herleitung des 
Ausdruckes (22), indem die Behandlung der andern Fille genau die- 
selbe bleibt. 

Sei also zuerst fiir solche an a, bo, 5,, fiir. welche 


(28) =p» +o 


a 


‘a 
r+1 
Pg, 


b, und b den Zahler ‘und Nenner des vorletzten Naherungspruches 



























ey se ~ ne ea 
- = 
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bedeuten und die Anzahl der Theilnenner eine ungerade ist, die zwi- 
schen den transformirten g-Functionen stattfindende Relation, wenn 
jene vier Transformationszahlen zu dem ersten linearen Transfor- ’ 
mationsfall gehéren, die folgende: 


o (=F) = (2) oS oe, 


so soll nachgewiesen werden, dass auch dieselbe Relation statthat fiir 
diejenigen Transformationszahlen a,’, a,’, b,', b,’, fiir welche 


(29) f= pt oy. 


b, und b,’ den Zihler und Nenner des vorletzten Niiherungsbruches 
darstellen und iibrigens auch den Bedingungen des ersten Transfor- 
mationsfalles geniigen. Es folgen niimlich aus der Vergleichung der 
beiden Kettenbriiche (28) und (29) unmittelbar die Beziehungen 


b/ = ta, +, b,’ = ta, + by 
a, =u (ta, + b,) +4, a, =u(ta, +h) +a, 
und es wird daher, da a, und b, der Voraussetzung nach ungerade, ‘ 


a, und by gerade sind und die neu eintretenden Transformationszahlen 
ebenso beschaffen sein sollen, ¢ und uw gerade sein miissen, und die 
zur weiteren Reduction auf die einfachste lineare Substitution erfor- 
derlichen Transformationen 4 
1 0 | | 1 —w 
—t# 1); |90 1 
werden somit bei Benutzung der Gleichung (22) den folgenden Aus- 
druck fiir die aus allen Transformationen resultirende g-Function 
liefern : “ 


_ 
2 ) — « Soe by — ay t 


es 8 © bo = 05) = 9 (2) 








Ay 
oder da 
a — a , , 
2 -° =u also ay = a — ub, 
dy 
ist, 
@?—1_ . ita by C ar , 
——— zi = 0 — % >) 
e 8 e 8 es ( a A t 
? a, t— by 9 (7), 
worin 


C=t—2a,/b, uth, uta? 4 Bay by tu— b,’?u— b,’* tw? =0 (mod. 16), 
und daher 
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by’ ay 1 @ ) — imag’ by 
alban a 8 . ep 
» (ea,  (t); 
und zu demselben Resultate gelangt man, wenn man a,, @,, bo, 0, 
die den fiinf andern Transformationsfillen entsprechenden Transfor- 
mationszahlen bedeuten liisst, fiir welche die Richtigkeit der Glei- 
chungen (23) bis (27) nachgewiesen ist, wenn nur a), @,', by’, b,’ in 
den ersten Transformationsfall gehéren. 
Nun kénnen wir uns aber auch von der Beschriinkung frei ma- 
chen, dass }, und ), Zihler und Nenner des vorletzten Niherungs- 
a . - . . . . 
werthes des Kettenbruches — sind. Setzt man niimlich in die Glei- 
0 
chung 
Dy — .*) a @ ) = zo 
e 8 t 
? a,t — dy On  (t) 


t + 2k fiir tr, wobei k eine beliebige ganze Zahl bedeutet, so erhiilt 
man mit Benutzung der Gleichungen (14) 


Dy —- Gy (t + 2k) 2 =e ‘ obs 2 —isiuby * 2kia 
(ly <tah —s) — (=) € 8 (t+2h) = (—)e 8 s y (t), 


oder da 
2k a? = 2k (mod. 16) 


(by — 2k dg) -— a t - us Ay (by — 2k a) 
? (|, t — (b, — 2k a,) = ({) es e yp (t) 


d. h. aber 
by — ty t — 
P at —_— db, )= (=) « @ (t) 


fiir alle }, und b,, welche der Gleichung 


ist, 


a,b, — a,b, = 1 


geniigen, da alle Werthe von }, und b,, wenn sie dem ersten Trans- 
formationsfalle angehéren sollen, in der Form enthalten sind 
5 ) 


b, — 2kha, b, — 2ka,, 
vorausgesetzt, dass b, und i selbst jene Ziithler und Nenner des vor- 


letzten Niherungsbruches “! ' bedeuten. Genau ebenso folgt die all- 


gemeine Giiltigkeit der oP (23) bis (27). Es bleibt somit 
nur noch die Frage zu erledigen, welche Form der Ausdruck fiir die 
trausformirte g-Function annimmt, wenn Zihler und Nenner des vor- 


a . 
letzten Niherungsbruches von —* nicht in den ersten Transformations- 
0 


fall gehéren; unter dieser Annahme miissen jedoch die vier Trans- 
formationszahlen, da b, nicht gerade sein kann, den fiinften Fall der 
linearen Transformationen ergeben und es wird daher fiir diese die 
Gleichung statthaben 
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by — Mt Pee 9(t) 
at—b,) y(t) 
Wird nun hierin t — a — 1) statt t gesetzt, so erhiilt man 
bo—ay [r—(2k—1)]\ __ oe » [e«—(2k—1)] im ayby_ (9—I)in 
a, [t— (2k—1)]—b = o[e—@k—i)) ° © 8 p(t) 
oder da 


— (2k — 1) =a,?— 1 — (2k — 1) a,? (mod, 16), 
(Le + (2k — 1) a] — i *) = (= x My [bo + (24 — 1) aol 9 (r); 


a, t — [b, + (2k — 1) a) 
nun sind aber offenbar alle in der Form 
b+(2k—la , + 2k—l|)a, 
enthaltenen Zahlen simmtliche Lésungen der Gleichung 
a,b, —a,b, = 1, 
welche dem ersten Transformationsfalle zugehéren, und es ist somit 
die allgemeine Giiltigkeit der Gleichung 


p (=H 8) = (2) HF 9) 


it—)b, 





erwiesen , und dasselbe folgt fiir die iibrigen Ausdriicke (23) bis (27). 

Ich fiige schliesslich noch die Transformationsformeln der y- 
Function bei, die aus den Gleichungen (22) bis (27) mit Hiilfe der 
Formel 

1 
» (— ~) = v(t) 

unmittelbar abgeleitet werden kénnen; sie lauten nach den oben niiher 
bezeichneten Transformationsfillen geordact folgendermaassen : 


y (at) =F) es" or 
v (t=) = (2) eS" g(x) 
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Die mehrdeutige Beziehung zweier ebenen Gebilde 
aufeinander. 


Von Cur. WIENER in CARLSRUHE. 


Die eindeutige Bezichung zweier ebenen Gebilde aufeinander, 
bei welcher einem Punkte der einen Ebene im Allgemeinen wiede 
nur ein Punkt der andern entspricht, bietet den einfachsten Fall in der 
Collineation, einer Verwandtschaft ersten Grades, bei welcher einer Gera- 
den der einen Ebene wieder eine Gerade der andern entsprechend 
gegeniibersteht. Daran schliesst sich, als zweiter Fall, die Verwandt- 
schaft zweiten Grades an, bei welcher einer Geraden der einen Ebene 
ein Kegelschnitt der andern entspricht. Dieser Fall wurde von Stei- 
ner,*) Magnus, **) Seydewitz, ***) Hirst, +) Reye, ++) und An- 
deren behandelt. Cremonajj7}) dehnte die Theorie der eindeutigen 
Beziehung am weitesten aus, indem er einer Geraden in der einen 
Ebene eine Curve von beliebiger Ordnung in der andern Ebene ent- 
sprechen liess. 

Was die Art anbelangt, auf welche die Punkte der beiden Ebenen 
aufeinander bezogen wurden, so ist es entweder die rein analytische 
— so bei Magnus —, oder es wurden projicirende Geraden nach ge- 
wissen Leitlinien gelegt, welche beide von einander getrennte Ebenen 
in entsprechenden Punkten schnitten — so von Steiner und Crer 
mona in seiner ersten Abhandlung —, oder es wurden in einer Ebene- 
zwei Punkte entsprechend genannt, welche auf demselben Strahle aus 
einem festen Punkte liegen und einander in Bezug auf einen festen 
Kegelschnitt harmonisch zugeordnet. sind — so von Hirst —, oder es 
wurden die Punkte einer Fliiche zweiter Ordnung von zwei verschie- 


*) Systematische Entwicklung u. s. w. 8. 251—295. 
**) Crelle’s Journal, Bd. VIII., 1832, 8. 51—63. 
***) Grunert’s Archiv, Bd. VII., 8. 113—148. 
+) Proceedings of the royal society, 1865, S. 92—106. 
+t) Zeitschrift fiir Mathem. u. Physik, 11. Bd. 8. 280—310. 
+++) Memorie dell’ Academie di Bologna. 2. serie, tom Il., 8. 621—630 und 
tom. V. 8. 3—35. 
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denen Punkten derselben Fliche aus auf zwei Ebenen projicirt — so 
von Reye —, oder es wurden die Punkte jeder Ebene als Durch- 
schnitte der Strahlen je zweier Strahlenbiischel betrachtet und die 
Punkte beider Ebenen durch Projectivitaét der Biischel aufeimander be- 
zogen — so von Seydewitz —, oder es wurden die Curven eines 
Curvennetzes in der einen Ebene den gesammten Geraden in der an 
deren Ebene entsprechend gesetzt, das Netz aber durch Annahme von 
mehrfachen Punkten in der Basis so gebildet, dass zwei Curven des- 
selben ausser in den Basispunkten nur noch einen Punkt gemein hat- 
ten, und dieser dann entsprechend genannt zu dem Schnittpunkte der 
Geraden in der anderen Ebene, welche jenen beiden Curven des 
Netzes entsprechen — so von Cremona in seiner zweiten Abhand- 
lung —. 

Im Folgenden beabsichtige ich eine mchrdeutige Beziechung zweier 
ebenen Gebilde aufeinander herzustellen und zu untersuchen, wobei je- 
dem Punkte in der einen Ebene und allen ihm zugeordneten Punkten, 
die ein System bilden, ein eben solches bestimmtes System einander 
zugeordneter Punkte der andern Ebene entspricht. Ein System von 
Punkten soll als die Gesammtheit oder ein irgendwie begrenzter Theil 
der Schnittpunkte zweier Curven angesehen werden, wovon jede einem 
Curvenbiischel angehért. Die Schnittpunktsysteme der beiden Ebenen 
sollen aber dadurch aufeinander bezogen werden, dass durch Projecti- 
vitiit ein Entsprechen der Curven der Curvenbiischel in beiden Khenen 
hergestellt wird. 


Ein festes Punktsystem in einer Ebene. 


1. Ein System von n Punkten in einer Ebene, welche zusammen- 
gehérig sind und einander zugeordnet oder conjugirt heissen sollen, 
kann als die Gesammtheit, oder als ein Theil der Schnittpunkte zweier 
Curven betrachtet werden. 

Bilden sie die Gesammtheit der Schnittpunkte, so besteht, wenn 
p und q die Ordnung der einen und der andern Curve ausdriickt, die 
Bedingung 
(1) n= pq, 


wobei », p, q ganze positive Zahlen bedeuten. Wenn die » Punkte 
des Systems willkiirlich gegeben sind, muss ausserdem die Bedingung 
erfiillt sein, dass » gleich oder kleiner ist, als die Anzahl der Punkte, 
welche eine Curve vom p'*® und eine vom q'” Grade bestimmt, oder 
es muss 


2) nZhp(p+3) ud nZhq(q+3). 
Um durch diese Ausdriicke die méglichen Fille zu bestimmen, unterschei- 
den wir, ob p und gq gleich oder ungleich sind. Fiir den Fall p = q 
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= Yn diirfen die n Punkte eine Curve der p' Ordnung nicht voll- 
stiindig bestimmen, damit beide Curven nicht zusammenfallen und die 
Schnittpunkte nicht unbestimmt bleiben. Es muss daher 


(3) n<tp(p+3), wenn p=YVn. 
Daraus folgt P<tp(pt+83) 
oder p < 8. 


Fiir den Fall, dass p und g ungleich, sei p die kleinere beider Zah- 
len. Ks ist. nach (2) 


n<=tp(p+s3), wenn p< Yn. 
Daraus folgt wieder P<tp(p+3) 
oder s < @. 
Also in beiden Fallen muss p’< 3, oder es kann nur p=2 oder 
p= 1 sein. Weiter ergiebt sich aus (1) und (2) 


PY< +P (p+ 3) 





oder qgzet?. 
Daraus folgt fiir p=2,q< 5, 
fiir p=1, q<2. 


Und da gS p, so ergeben sich nur folgende 3 mdglichen Fille: 


p=2, q=2, nom 4, 
p=i, q=2, n=2, 
p=1, q=1, n=l. 


Das heisst: Damit n willkiirliche Punkte in einer Ebene als die ge- 
sammten Schnittpunkte zweier Curven angesehen werden kinnen, muss 
n einen der Werthe 1, 2, 4 besitzen. 

Sollen die » Pupkte des Systems nicht willkiirlich sein, so ergeben 
sie sich auf so viele Arten als die Schnittpunkte zweier Curven, als 
es Arten giebt, m in zwei ganzzahlige Factoren p und gq zu zerlegen. 
Ist » eine Primzahl, so muss p= 1, g==m werden, oder die Punkte 
miissen auf einer Geraden liegen. 

Wird nicht gefordert, dass n Punkte die sdémmtlichen Schnittpunkte 
beider Curven sind, so lege man durch die » Punkte eine Curve von 
der p'* und eine von der gq‘ Ordnung, welche aber auch fiir den 
Fall pq nicht zusammenfallen. Von ihren pq Schnittpunkten neh- 
me man nun m aus, so dass n=pq—m ist. p und gq konnen dabei 
beliebig hohe Werthe annehmen, indem m mit ihnen wiichst. Bei 
beweglichen Punktsystemen wird dieser Fall wichtig; es kénnen dabei 
die m Punkte dadurch von den pq Schnittpunkten ausgenommen wer- 
den, entweder dass sie fest bleiben, oder dadurch, dass sie eine be- 
zeichnete Curve beschreiben. 
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Ein veriinderliches Punktsystem in einer Ebene. 


2. Ein System von » Punkten in einer Ebene, welches als das 
Schnittpunktsystem zweier Curven bestimmt ist, findert sich nach ei- 
nem gewissen Gesetze, wenn sich die bestimmenden Curven nach ei- 
nem gegebenen Gesetze aindern. Dieses letztere kann eindeutig oder 
mehrdeutig sein. Eindeutig ist es, wenn durch einen gegebenen Punkt 
des Systems die » — 1 zugeordneten Punkte eindeutig bestimmt sind ; 
mehrdeutig, wenn zu jedem gegebenen Punkte mehrere Gruppen von 
n — 1 zugeordneten Punkten gehéren. Wir wollen nur von eindeu- 
tiger Bestimmung sprechen und erreichen dieselbe, indem wir sowohl 
die Curven von der p'*", als die von der qg'** Ordnung schon von vorn- 
herein so weit bestimmen, dass jede derselben durch die zugefiigte 
Bedingung, sie solle durch einen gegebenen Punkt gehen, vollstiindig 
und eindeutig festgestellt wird. Um solches zu erreichen, mégen alle 
jene Curven von der p'" Ordnung durch eine Anzahl gegebener fester 
Punkte gehen, welche um 1 kleiner ist, als zur Bestimmung noth- 
wendig, d. i. durch $ p (p + 3) — 1 Punkte; mit andern Worten, 
sie mégen ein Curvenbiischel p'* Ordnung bilden. Desgleichen mi- 
gen die Curven von der q'*" Ordnung alle durch } q (¢ + 3) — 1. ge- 
gebene feste Punkte gehen, d. i. ein Curvenbiischel g'* Ordnung 
bilden. 

Die $ p (p + 3) — 1 festen Punkte, durch welche alle Curven 
des Biischels p' Ordnung gehen, heissen die Basis dieses Biischels 
und mégen durch A bezeichnet sein. Zwei Curven des Biischels haben 
aber p* Punkte gemein, und es ist bekannt, dass auch die iibrigen 
Curven des Biischels durch dieselben p? Punkte gehen. Daher wird 
die vollstiindige Basis durch p*? Punkte gebildet, von denen } p (p+ 3) 

- 1 willkiirlich, die tibrigen }$ p(p—3)-+ 1 aber durch diese be- 
stimmt sind. Durch jeden Punkt der Ebene, dem nicht zur Basis ge- 
hért, geht eine, aber auch nur eine Curve des Biischels. Kommt ein 
zweites Curvenbiischel g'* Ordnung mit der Basis B hinzu, so bestimmt 
eine beliebige Curve des ersten mit einer beliebigen des zweiten ein 
System von » = pq Schnittpunkten. Die n — 1 Punkte, welche emem 
beliebigen Punkte D zugeordnet sind, liegen auf den durch D gehen- 
den Curven beider Biischel. 

Kommen in der Basis mehrfache Punkte vor, so beachte man, 
dass ein gegebener kfacher Punkt ebenso bestimmend auf eme Curve 
wirkt, als 4 k (k + 1) einfache Punkte. Ks besteht daher fiir die 
Summe dieser Werthe, genommen iiber alle willkiirlich gewihlten Ba- 
sispunkte, der Ausdruck 

EEk +1 =p (p+3) — 1. 


Da ferner in einem fk fachen Punkte der Basis zwei Curven k? Punkte 
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gemein haben, so besteht fiir die Summe der k? genommen iiber alle, 
nicht nur die willkiirlich gewihlten, Basispunkte der Ausdruck 
2 ik? = p?. 

3. Ein besonderer Fall eines Punktsystemes tritt ein, wenn der 
beliebige Punkt D, zu dem die zugeordneten Punkte gesucht werden, 
in einen Punkt einer Basis fillt, z. B. in den Punkt A, der Basis 
A. Dann gehen alle Curven des Biischels A durch A,, wihrend die 
durch A, gehende Curve des Biischels B eine bestimmte b, ist. Alle 
Curven des Biischels A mit b, bestimmen aber alle Punkte der b,, 
so dass einem Punkte A, der einen Basis A alle Punkte derjenigen 
Curve b, des andern Biischels B zugeordnet sind, welche durch A, geht. 
Dagegen sind einem bestimmten Punkte von b, nur bestimmte andre 
Punkte dieser Curve, zu denen stets A, gehért, zugeordnet. 

Das durch einen Punkt D bestimmte Punktsystem wird zu einer 
ganzen Curve, wenn die durch D bestimmten Curven beider Biischel 
ganz zusammenfallen, wozu es ndthig ist, dass p = gq und dass jede 
durch D gehende Curve des einen Biischels auch durch alle Punkte 
der Basis des andern geht. In diesem Falle sind jedem Punkte dieser 
Curve alle andern derselben zugeordnet. 

Fiillt ein Punkt der einen Basis mit einem Punkte der andern zu- 
sammen, so ist das diesem Punkte zugehirende Punktsystem offenbar 
die ganze Ebene beider Biisehel; und umgekehrt, zu dem Punktsysteme 
jedes Punktes der Ebene gehért der gemeinsame Punkt beider Basen. 

4. Wenn das Punktsystem nicht aus allen Schnittpunkten zweier 
Curven besteht, also » kleiner als pq ist, so kann man die iibrigen 
Schnittpunkte, deren Anzahl 
(4) Nf m= pg —n 
ist, dadurch bestimmt ausnehmen, dass man sie zu festen Schnitt- 
punkten macht, sie also den beiden Basen angehiéren liisst. 

Betrachten wir zuerst den Fall, in welchem die Curven in allen 
Punkten der Basen einfache Punkte besitzen, oder wie wir uns kiirzer 
ausdriicken wollen — alle Punkte der Basen einfach sind, so ergiebt 
sich die Bedingung, dass m nicht grésser ist, als die Anzahl der 
Punkte derjenigen Basis, welche die geringere Punktezahl besitzt, 
oder welche zum Curvenbiischel der niederen Ordnung gehoért. Hier- 
durch: wird die Anzahl der Arten, auf welche man Systeme von x 
Punkten herstellen kann, beschrinkt, und die Grenzen wollen wir fest- 
stellen, und zwar vorerst ohne die Bedingung, dass » Punkte eines 
Systems willkiirlich angenommen werden diirfen. 

Es kénnen aber p und q gleich oder wungleich sein. Im ersteren 
Falle ist nach (4), indem m > 0, 


(5) q=p , p>n. 
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Da in diesem Falle beide Basen gleich viele Punkte besitzen, aber 
sachgemiiss nicht alle zusammenfallen diirfen, muss m oder pg — n 
oder p? — n kleiner als die Anzahl der willkiirlichen Punkte der Basis 
sein; oder es gilt 

(6) pe—n<tp(p+3)—1. 


List man diese Ungleichung nach p auf, so erhailt man 


p<48+/p8n-H+ 1). 

Das negative Vorzeichen bei der Wurzelausziehung aus einer Un- 
gleichung muss selbstverstiindlich wegbleiben. 

Wir kénnen daher die Ansiitze (5) und (6) auch so schreiben: 
(5*) q=p, PSVn, 
(6*) p<48+/78n+ 1). 
Durch dieselben ist p fiir p = q zwischen zwei Grenzen eingeschlossen. 
Den héchsten in (6*) znlissigen Werth wollen wir mit p, bezeichnen. 

Im andern Falle, dass p und q ungleich sind, mag durch p der klei- 
nere beider Werthe bezeichnet sein. Dann kénnen alle Punkte der 
Basis des Curvenbiischels von der p** Ordnung mit Punkten der an- 
dern Basis zur Deckung gelangen, oder es kann m oder pg—n< 


$ p(p + 3) —1 sein. 


Es gelten dann die Ansitze 


(7) q>P, pqasn, 

(8) pqa—n<tp(p+3)—1; 
oder 

(79) q>P, q>> 

(8*) q<i(p+3)+". 


Wir wollen zuerst zeigen, dass die obere Grenze fiir p im Falle 
p <q nicht hoher als im Falle p= gq, nimlich p,. Setzen wir in 
(6) p =p, +4, worin a eine ganze positive Zahl, grésser als Null, 
so kann der Ungleichung nicht mehr Geniige geleistet werden, weil 
p, der grésste Werth von p ist, der ihr geniigt. Es ergiebt sich 


daher 
(A + 4) (mA +4) -—eSt(y +4) (MH +448) —1. 
Setzt man andrerseits p = p, + a in (8) ein, so wird (p, + a) q—n 
<4+(p, +4) (p, + a+ 3)—1. Die Verbindung beider Ungleichun- 
gen liefert ce a 
1<Pi +a oder q<p. 
Es besteht aber schon die Bedingung g > p. Da sich beide wider- 
sprechen, so ist es unzuliissig p > p, fiir den Fall g > p zu nehmen. 
Untersuchen wir sodann, ob mit dem Maximalwerthe p, von p 
ein gq verbunden sein kann, das > p, oder ein g == p, + b, wobei 
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b eine positive ganze Zahl. Da p, der grésste zuliissige Werth von 
p in (6), so geniigt p =p, + 1 nicht mehr und es wird 


(y+ 1)?—2St(m+0) (14+ 4) —1. 
Ferner gilt, sobald wie hier p, und b positive Zahlen, stets 
bp, —2p, —1 >—p,—2. 
Die zwei letzten Ungleichungen addirt, liefern 
YP: (Pp, +6) —u> tp, (m+ 3)—1. 
Setzt man andrerseits p =p, und q = p, + b in (8) ein, so er- 


hilt man 
P; (Py, + 6) —n< tp, (p, +3) —1. 


Die beiden letzten Formeln widersprechen sich; es ist also unzulissig, 
mit dem gréssten Werthe p, von p einen Werth von q zu verbinden, 
der grésser ais p, ist. 
Mit Werthen von p dagegen, die kleiner als p, sind, kénnen 
Werthe von q, die grésser als p,, verbunden sein. 
Wir fassen’ diese Ergebnisse zusammen und sagen: 




























Sollen n Punkte in einer Ebene als die beweglichen Schnittpunkte der 
Curven eines Curvenbiischels von der p'" und eines von der g' Ord- 
nung angesehen werden, welche nur einfache Punkte in den Basen be- 
sitzen, ist p< q und fallen m Paare von Punkten beider Basen zusam- 
men, so sind die genannten Grissen durch die Ausdriicke (4, 5, 6, 7, 8) be- 
grenet. Insbesondere kann p keinen grisseren Werth, als den in (6) 
oder (6°) zuldssigen p, erhalten, und der mit p=p, zu verbindende 
grosste Werth von q ist =p,. Nur fiir p <p, kann q > p, werden. 
Durch diese Grenzbedingungen stellen sich beispielsweise fiir 
n=1,n=2, n=3 folgende einzigen Méglichkeiten heraus: 


n p q m 
1 1 1 0 
‘ 1 2 1 
a 2 2 3 
2 1 2 0 
1 3 1 
‘i 2 2 2 
‘ 2 3 4 
s 3 3 7 
3 1 3 0 
- 1 4 1 
_ 2 2 1 
‘ 2 3 3 
i 3 3 6 


Mathematische Annalen III. 
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Die Fille fiir » = 1 driicken aus, dass ein einfaches Punktsystem, 
wenn die Basen der Curvenbiischel einfache Punkte sind, nur auf 3 
Arten hervorgebracht werden kann, namlich 1) durch zwei Strahlen- 
biischel mit auseinander liegenden Basen; 2) durch ein Kegelschnitt- 
biischel und ein Strahlenbiischel, dessen letztere Basis in einen der 
Basispunkte des erstern faillt; 3) durch zwei Kegelschnittbiischel, de- 
ren Basen drei Punkte gemein haben. Bei n= 3, wofiir p, = 3, 
zeigt der Fall p—=1, = 4, dass fiir p < p,, ¢ > p, werden kann. 

Sollen die » Punkte eines Systems willkiirlich angenommen wer- 
den diirfen, so muss durch sie eine Curve p'* und eine q'* Ordnung 
gelegt werden kénnen. Ist p < q, so ist die letztre Bedingung erfiillt, 
wenn die erstre es ist. Daher ergiebt sich bei p < q fiir die untre 
Grenze von p noch folgende Bedingung 


$p(p+3)Sn oder pS}$(—3+4+/8n+9) 
Fiir p= 4q dagegen darf eine Curve p'* Ordnung durch die » Punkte 
nicht bestimmt sein, weil sonst die von der g'" mit ihr zusammen- 
fiele; es muss dann 


tp(p+3)—1S5n oder pS}(—3+/8n-+ 17). 

5. Die Vielfiltigkeit der Arten, ein System von n veriinderlichen 
Punkten durch zwei Curvenbiischel zu erzeugen, wird ins Unbegrenate 
gesteigert, wenn man mehrfache Punkte in die Basen der Biischel legt. 
Da ein gegebener /facher Punkt ebenso viele Bedingungen lie- 
fert als $4 (k-+ 1) gegebene einfache Punkte, durch welche eine 
Curve gehen soll, so muss die fiir alle willkiirlich angenommenen ein- 
fachen oder mehrfachen Basispunkte gebildete Summe jener Ausdriicke 
in k der Anzahl der willkiirlich angenommenen Basispunkte gleich 
sein, wenn diese alle nur einfache waren, oder es muss 
(9) Z4k(kK+1)—h$p(p+3)—1. 

Wird dann durch / der Grad der Vielfachheit eines Punktes der Ba- 
sis des andern Curvenbiischels ausgedriickt, so gilt ebenso 

(10) E414 1)—4¢(¢4+3)—1. 

Kommt nun ein kfacher Punkt der ersten Basis mit einem /fachen 
der zweiten zur Deckung, so sind darin // Schnittpunkte vereinigt, 
daher gilt, entsprechend der Gleichung (4) 

(11) m= Tkl=pq—n. 

Hierin erstreckt sich die Summe auf alle Punkte, welche beiden Ba- 
sen zugleich angehéren. Damit eine solehe Deckung méglich ist, 
miissen im allgemeinen diese Punkte solche sein, welche wenigstens 
in der einen Basis willkiirlich angenommen werden kénnen. Zugleich 
ist die Anzahl der mehrfachen Punkte durch die betreffenden Siitze 
begrenzt. So kann bekanntlich eine Curve von p'* Ordnung nicht 
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mehr als 4 (p — 1) (p — 2) Doppelpunkte besitzen, oder eine solche 
mit einem (p — 1) fachen Punkte ausserdem keinen mehrfachen 
Punkt aufweisen.*) Es ist nun leicht nachzuweisen, dass fiir jedes be- 
liebige die p und q einer Grenze nicht unterworfen sind. Die Art 
der mehrfachen Punkte kann eine sehr mannichfaltige sein; fihren 
wir,jenen Nachweis fiir einen bestimmten Fall, so ist er tiberhaupt 
gefiihrt. Es sei dies der Fall, in welchem die Basis des Curvenbii- 
schels von der p'*" Ordnung einen (p — 1) fachen Punkt besitze, wih- 
rend die iibrigen Punkte derselben einfach sind. Sei 2 die Anzahl 
der willkiirlich anzunehmenden, so liefert die Gleichung (9) 


$(p—1)p+e=4p(p+3)—1, 


xr=2p—1. 


oder 


Die Basis des Curvenbiischels gq‘ Ordnung besitze entsprechend einen 
(q — 1)fachen Punkt, so ist die Anzahl der iibrigen einfachen Punkte 
derselben 2q — 1, oder grésser als die des erstern Biischels, wenn wir 
q>~p annehmen. Bringt man nun die beiden vielfachen Punkte und 
ausserdem ¢ Paare einfacher Punkte der Basen zur Deckung, so lie- 
fert die Gleichung (11) 


(p—1)(q—-—1)+2=—pq—n, 


z=pt+tq—l1—n. . 
Da nun jedenfalls x solcher Paare méglich sind (im Allgemeinen 
noch mehr), so ist es zulissig zu setzen x S ¢ oder 


2p—1>spt+q-—1-n, 


oder . 





oder 
n>4q— Pp. 

Man iiberschreitet also nicht die Grenze der Zulissigkeit, wenn 
man p und q beliebig gross macht, dabei aber ihre Differenz nicht 
grésser als » werden liisst. 

Fiir andre Arten von Deckungen vielfacher Punkte wiirde man 
ebenso die Méglichkeit der unbegrenzten Grésse von p und q erkannt 
haben. 

In diesen Fallen kénnen » zugeordnete Punkte stets willkiirlich 
gegeben sein, indem man nur p und qg so gross zu wiihlen hat, dass 
eine Curve jedes Biischels durch diese Punkte geht. 

Als Beispiel sei der Fall angefiihrt, in welchem ein einfaches 
Punktsystem (n=1) durch zwei Curvenbiischel 3'** Ordnung (p—=q=3) 
erzeugt wird. Der willkiirliche Theil der Basis jedes Biischels besitze 
einen Doppel- und 5 einfache Punkte (f =1—2,1, 1, 1, 1, 1) 


*) Salmon, treatise on the higher plane curves. 1852. S. 31. 
Q* 
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und es sei ein Doppelpunkt der einen Basis je mit einem einfachen 
der andern und ausserdem die iibrigen einfachen Punkte zur Deckung 
gebracht, so dass sich decken 


ken? ,1,1,1,1,1 
mit ? =1,2, 1,1,1,1. 

Daraus ergiebt sich ° 
Jsk(kK+1)—38+1+4+1+14+1+4+1=8, 
Oe ie ee eBay 
Skim 24241414141 an 8, 
tp (p+3)—-1=—4¢@+3)—1 = 8, 
pq—n=3-3—1 == §, 


Diese Werthe in die Gleichungen (9), (10), (11) eingesetzt, leisten 
denselben Geniige. Zugleich ist bei einer Curve 3'** Ordnung ein Dop- 
pelpunkt, wie angenommen wurde} wirklich méglich. 

Einer ganzen Reihe von Punkten oder einer Curve ist ein andre 
Curve zugeordnet. Dieselbe bedarf aber keiner besonderen Untersu- 
chung, da sie spiiter als besondre Art einer entsprechenden Curve er- 
scheinen wird. 


Mehrdeutige Beziehung zweier ebenen Gebilde aufeinander. 


6. Sollen zwei ebene Gebilde @ und @ mehrdeutig aufeinander 
bezogen werden, so wollen wir darunter verstehen, das Bildungsgesetz 
eines veriinderlichen Systems von » Punkten in der Ebene @ und das- 
jenige von m Punkten in der Ebene « festzustellen und beide derart mit- 
einander zu verbinden, dass jedem Punkte in a und damit auch dem durch 
diesen Punkt bestimmten Systeme von » Punkten ein bestimmtes Sy- 
stem von »’ Punkten in @ und umgekehrt als entsprechend zugeschrie- 
ben wird. 

Indem nun das System von » Punkten durch ein Curvenbiischel A 
von p* und eines B von gq‘ Ordnung, und ebenso das System von n’ 
Punkten durch ein Curvenbiischel A’ von p'** und eines B’ von gq’ 
Ordnung festgestellt wird, muss, wenn die ganzen Punktsysteme ein- 
deutig aufeinander bezogen werden sollen, eine eindeutige Beziehung 
der erzeugenden Curven angegeben werden. Dies geschieht, indem 
das Curvenbiischel A in @ auf dasjenige A’ in «@ und B auf PB ein- 
deutig durch Projectivitét bezogen wird. Dabei kénnen drei Curven- 
paare von A und A’ und drei solche von B und B, oder es kénnen 
drei Paare von Punktsystemen, oder drei Paare von einzelnen Punkten 
in @ und @ willkiirlich als entsprechend angenommen werden; jedem 
vierten Punktsysteme in der einen Ebene entspricht dann ein einziges 
bestimmtes in der andern. 
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Zwei in der genannten Weise aufeinander bezogene ebene Systeme 
« und @’ wollen wir mit a (Ap, Bq) und a (A’p’, Bq) bezeichnen. 

7. Einem Punkte A, der Basis A des einen Biischels in « ent- 
spricht diejenige Curve b,’ des Biischels B’ in a’, welche der durch A, 
gehenden Curve b, des Biischels B entspricht. Denn durch A, geht die 
einzige Curve b, des Biischels B und alle Curven des Biischels A. 
Diesen entsprechen die einzige Curve 0b,’ des Biischels B’ und alle 
Curven des Biischels A’, welche durch ihre Schnitte alle Punkte der 
b,’ als dem A, entsprechend bestimmen. Das Uebereinstimmende gilt 
von den Punkten aller Basen. 

Solche Curven, welche Punkten in der andern Ebene entsprechen, 
heissen Hauptcurven, und Punkte, denen Curven in der andern Ebene 
entsprechen, heissen Hauptpunkte. Die Basispunkte sind Hauptpunkte, 
jedoch, wie wir sogleich sehen werden, in manchen Fiillen nicht die 
elnzigen. 

Kommen zwei Curven a, und b, der beiden Biischel A und B zur 
Deckung, wofiir p = q sein muss, und bezeichnen wir diese Doppel- 
curve mif c, so enispricht der ¢ in @ ein Punktsystem C’ in a’, wel- 
ches der Durchschnitt der jenen Curven a, und b, entsprechenden Cur- 
ven a,’ und b,’ ist. Da das Punktsystem C’ einer Curve ¢ entspricht, 
so sind C’ Hauptpunkte, wenn auch keine Basispunkte, und c ist eine 
Haupteurve. 

Fallt ein Punkt einer Basis mit einem der andern in D zusam- 
men, so gehen alle Curven beider Biischel durch D; diesen entspre- 
chen alle Curven der Biischel A’ und B’, welche alle Punkte der 
Ebene @ als dem D entsprechend bestimmen. Einem gemeinsamen 
Punkte D der beiden Basen entspricht daher die ganze andre Ebene. 


Entsprechen von Curven. 


8. Sate. Einer Curve d von der r'*" Ordnung in einem ebenen Ge- 
bilde « (Ap, Bg) entspricht in einem auf a bezogenen ebenen Gebilde 
a (A’p’, Bd) eine Curve d’ von der r (pq + qp’)'" Ordnung. 

Beweis. Derselbe stiitzt sich auf den Satz der Correspondenz von 
Chasles,*) welcher so lautet: ,,Wenn man auf einer Geraden zwei 
Reihen von Punkten P und P’ hat, derart, dass einem Punkte P, a 
Punkte P’ entsprechen, und einem Punkte P’, 6 Punkte P, so ist die 
Anzahl der Punkte P, welche mit entsprechenden P’ zusammenfallen, 
gleich « + £.“ Der entsprechende Satz gilt auch von zwei concentri- 
schen Strahlenbiischeln in einer Ebene. Unter ,, Entsprechen“ ist hier 
eine Abhingigkeit von einander durch algebraische Formeln oder durch 
Construction vermittelst algebraischer Curven verstanden. 





*) Comptes rendus, t. 58, p. 1175 (1864), 
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In unserm Falle wihle man auf einer beliebigen Geraden in a’ 
einen beliebigen Punkt und lege durch denselben eine Curve a’; der- 
selben entspricht eine a, welche die d in rp Punkten schneidet. Durch 
jeden derselben geht ein b, und diesen rp Curven entsprechen ebenso 
viele b’, welche die beliebige Gerade in rp . q Punkten schneiden. So- 
mit entsprechen vermittelst d jedem Punkte einer a’, rpq’ Punkte von 
Curven b’, und ebenso jedem Punkte einer b’ auf jener Geraden rqp’ 
Punkte von a’. Es decken sich daher nach dem Satze der Correspon- 
denz rpd + rqp =r (pd +p’) Paare entsprechender Punkte; die- 
selben sind aber Punkte der @. Daher driickt jene Zahl die Ordnung 
von d@ aus. 

9. Satz. Geht eine Curve d in einem ebenen Gebilde « (Ap, Bq) 
durch Hauptpunkte, so zerfillt die in einem auf a bezogenen ebenen Ge- 
bilde « (A'p', Bq) thr entsprechende Curve d in Curven niedrer Ord- 
nung; und zwar gehirt fiir einen der d angehirigen k fachen Punkt A, 
der Basis A die kfach zu zahlende entsprechende Hauptcurve b,' als 
Bestandtheil der d an, fiir einen solchen Il fachen Punkt B, der Basis 
B die | fach 2u ziihlende entsprechende Hauptcurve a,’, fiir einen Haupt- 
punkt C die entsprechende Haupteurve c’. 

Beweis. Indem der laufende Punkt von d durch A, geht, nimmt 
b die durch A, gehende Lage b, und b’ die entsprechende Lage der 
Hauptecurve b,° ein. Die Curve a dagegen nimmt Lagen ein, deren 
Tangente in A,, indem der laufende Punkt von d nach A, riickt, 
mit der Tangente von d zusammenfiallt, dann unbestimmt ist, so dass 
ihr die Lage jeder durch A, gehenden Geraden zukommt, wiihrend sie 
bei dem Austritt des laufenden Punktes von d aus A, wieder mit der 
von d zusammenfallt. Wie oft sie jede dieser Lagen einnimmt, bleibt 
unbestimmt, wena wir nicht d als die Grenzlage einer Curve betrach- 
teten, welche urspriinglich nicht durch A, geht und dann stetig hin- 
einriickt. Dann nimmt jene Tangente eine Drehung bis zur Umkehr 
ihrer Richtung vor, oder sie nimmt jede Lage eimer durch A, gehen- 
den Geraden einmal ein. Dabei wird aber, weil A, ein / facher Punkt 
von a ist und daher jeder Lage von a, k'Tangenten in A, zukommen, 
jene Richtung der beweglichen Tangente nach und nach die Lagen 
der & Tangenten an jede a annehmen, wobei jedesmal die dadurch be- 
stimmte a eine und dieselbe Lage einnimmt. Es wird daher die Curve 
a, kmal jede ihrer Lagen einnehmen, ebenso die entsprechende a’, 
so dass die letztre k mal durch jeden Punkt der Ebene @’, also auch i mal 
durch jeden Punkt der Hauptcurve b,’ geht. Daher entspricht dem A, 
die kmal geziihlte Hauptcurve b,’ als Bestandtheil von d’, und zahlt als 
Curve von der k. q" Ordnung. — Bestimmt man nach dem Verfahren 
der vorigen Nummer die Ordnungszahl des Bestandtheiles von d’, welcher 
der d mit Ausschluss des Punktes A, entspricht, so erhilt man 
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r (pq + ap’) — kq’, was mit der obigen Ordnungszahl zusammen wieder 
r(pqd + qp’) fiir die gesammte Curve.d' giebt, gemiiss der vorigen Nr. 

Kbenso entspricht einem /fachen Punkte B, von B, durch den 
d geht, die Ifach zu ziihlende Hauptcurve a,’, als Curve der / p’'™ 
Ordnung. ; 

Geht d durch einen Hauptpunkt C (Nr. 7), durch welchen also 
zwei Curven a und b gehen, deren entsprechende a’ und 0’ in der 
Hauptcurve ¢’ sich decken, so gehért c’, dem C entsprechend, als Be- 
standtheil zu d’, deren Ordnung im Ganzen nicht geindert wird. Die 
Eigenthiimlichkeit, welche hier eintritt, ist nur die, dass auf der im 
Beweise der vorigen Nr. benutzten willkiirlichen Geraden, auf der eine 
Reihe von Punktsystemen von je p’ Schnittpunkten mit einer a’ einer 
Reihe von Systemen von je q’ Schnittpunkten mit einer 6’ entspricht, 
fiir p’ = alle p” Punkte eines Systems der einen Reihe mit den q’ (=p’) 
Punkten des entsprechenden Systemes der andern Reihe zusammen- 
fallen, wodurch sich natiirlich die Gesammtzah] der sich deckenden 
Paare entsprechender Punkte nicht indert. 


10. Satz. Geht eine Curve d in einem ebenen Gebilde « (Ap, Bq) 
durch einen Punkt D, welcher ein kfacher der Basis A und zugleich 
ein, l facher der Basis B ist, so zerfillt die in ginem auf a bezogenen 
ebenen Gebilde a’ (A’p’, Bq’) thr entsprechende Curve d in einen line- 
aren Theil von der |r (pq + ap’) — (ka + lp’)\'" Ordnung und in 
die ganze Ebene «, welche als Bestandtheil von d wie eine Curve von 
der (kq’ + lp)" Ordnung zdahit. 

Beweis. Dem Punkte D der d entspricht nach Nr. 7 die ganze 
Ebene a’, welche daher einen Bestandtheil der d bildet. Die Ord- 
nung des iibrigen linearen Bestandtheils von d’ ist dadurch erniedrigt; 
um aber die Ordnung der gesammten Curve d@’ nach Nr. 8 angeben 
zu kénnen, kann man die Ebene a wie eine Curve zihlen, deren 
Ordnung durch die Zahl angegeben wird, um welche sich die Ord- 
nungszahl des linearen Theiles von d’ erniedrigt. Wir bestimmen die 
Ordnung dieses linearen Theils, der also der d mit Ausschluss von 
D entspricht, indem wir durch einen beliebigen Punkt einer beliebigen 
Geraden in @ eine a’ legen; ihr entspricht eine a, welche d ausser 
in D in rp — k Punkten schneidet. Durch diese gehen eben so viele 
b, denen eben so viele b’ entsprechen, und diese schneiden jene Gerade 
in (rp —k)q Punkten. Andrerseits entsprechen auf jener Geraden 
einem Punkte einer b’, (rg —1)p’ Punkte von a’. Daher kommen 
(rp —k)¢ + (rg—) p =r (pd + ap) — (kd + |’) Paare entspre- 
chender Punkte zur Deckung, und dies ist die Ordnungszahl des li- 
nearen Theiles von d. Die Ebene a’ zihlt daher wie eine Curve von 
der (kg + lp’)'" Ordnung. 
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Zusatz. Geht die Curve d urspriinglich nicht durch D und riickt 
dann durch stetige Verschiebung nach D, so besteht die Grenzgestalt 
der entsprechenden d in zwei Curven, wovon die eine in obigem Satze 
als linearer Theil von d’ bezeichnet wurde, wihrend der andre eine 
Curve von der (kq + lp)" Ordnung ist und allen ‘unendlich nahen 
Punkten bei D entspricht. Diese letztre Curve gehért jeder d an, 
welche als Grenzgestalt der Entsprechenden irgend einer durch D 
gehenden d betrachtet wird, und sie ist von dem Grade und der Ge- 
stalt von d ganz unabhingig. Um dieselbe zu bestimmen, beachte 
man, dass hier, wihrend der laufende Punkt von d durch D geht, die 
entsprechenden Curven a und b, welche durch jede Lage des laufen- 
den Punktes zugleich gehen, gemeinschaftliche Tangentenrichtungen 
haben miissen. Man nehme nun in «& auf einer beliebigen Geraden einen 
beliebigen Punkt an, lege dadurch eine a’; ihr entspricht eine a, die 
in D, k Tangenten besitzt. Daher giebt es k entsprechende b, d. h. 
solche mit gemeinschaftlicher Tangente in D. Diesen entsprechen i 
Curven b’, welche kq Punkte auf jener Geraden bestimmen, die einem 
Punkte einer a’ entsprechen. Ebenso entsprechen einem Punkte einer 
b’, lp’ Punkte einer a’. Daher giebt es hq’ + lp’ Paare sich decken- 
der entsprechender Punkte und so hoch ist auch der Grad der Curve, 
welche allen unendlich nahen Paunkten bei D entspricht. 

An die Stelle dieser Curve tritt die Ebene, wenn man d und d’ 
nicht als eine Grenzlage betrachtet. Bei dem Hereinriicken von d 
nach D tritt dann eine Unterbrechung der Stetigkeit ein. 


11. Satz. Einer Curve d von der r= Ordnung in einem ebenen 


Gebilde « (Ap, Bq) entspricht in einem auf « bezogenen ebenen Ge- - 


bilde «’ (A’p’, Bq’) eine Curve d’, welche durch alle Hauptpunkte geht 
und dabei in einem k’ fachen Punkte A, der Basis A’ einen k’rq fachen 
Punkt besitet, in einem V fachen B,’ der Basis B einen U'rp fachen, in 
einem Punkte D’, der zugleich ein k facher der Basis A’ und ein I fa- 
cher der Basis B’ ist, einen r (k'q + Up) fachen, und in einem Haupt- 
punkte C’ einen rp (= rq) fachen. 

Die Tangenten an d in einem Punkte A,’ sind zugleich die Tan- 
genten an diejenigen Curven a’ in A,', welche der durch A,’ gehenden 
b,’ vermittelst d entsprechen; in einem Punkte B,’ der Basis B’ sind es 
die Tangenten an diejenigen Curven b' in B,, welche der durch B,’ 
gehenden a,’ vermittelst d entsprechen; und in einem gemeinsamen Punkte 
D' beider Basen diejenigen Geraden, in welchen Paare von Tangenten 
an a und b’, die sich vermittelst d entsprechen, zur Deckung gelangen. 

Beweis. Der Erzeugenden b,’, welche durch A,’ geht, entspreche 
b,. Dieselbe schneidet die d in rg Punkten, und durch diese gehen 
eben so viele a, welchen eben so viele a entsprechen. Es sind dies 
die jener b,’ vermittelst d entsprechenden a’. Jede der a’ hat in A,’ 
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einen k’ fachen Punkt, wird also daselbst von 5,’ in k’ Punkten, alle a’ 
daher in k’rqPunkten geschnitten. Daher ist A,’ ein k’rg facher 
Punkt von d’; und die k’rg Tangenten an d’ sind offenbar dieselben 
wie diejenigen an jene rq Curven a’. 

Kin Punkt D’ entspricht zunichst nach Nr. 7 der ganzen Ebene 
«, also jedem Punkte von d. Um aber zu bestimmen, wie oft die der 
d entsprechende Curve d’ durch D’ hindurchgeht, muss man untersu- 
chen, wie oft der ausserhalb D’ laufende Punkt der d durch D’ hin- 
durchgeht, d.h. wie oft die sich auf Punkten von d schneidenden 
Curven a’ und Bb’ einen dem D’ unendlich nahen Punkt bestimmen, 
oder wie oft diese a und b’ gemeinschaftliche (reelle oder imaginire) 
Tangenten in D’ besitzen. Dieselben sind dann auch Tangenten 
an d. 

Nun bilden alle Tangenten an die Curven a’ in D’ ein Strahlen- 
biischel A,’ und alle Tangenten an die Curven b’ in D’ ein mit jenem 
concentrisches Strahlenbiischel B,’. Zu jedem Strahle aus A,’ gehért 
eine einzige von ihm beriihrte Curve a’; dieser entspricht eine a, wel- 
che d in rp Punkten schneidet. Durch diese sind rp Curven 6 
bestimmt, denen eben so viele Curven b’ entsprechen; und diese be- 
stimmen — da D’ ein I facher Punkt einer jeden b’ ist — [rp Strah- 
lei des Biischels B,’, welche veris:itelst der Curve d dem erstgewiihl- 
ten Strahle aus A,’ entsprechen. Andererseits entsprechen vermittelst 
d einem Strahle aus B,’, k’rg Strahlen aus A,’. Daher haben nach 
dem Satze der Correspondenz (Nr. 8) beide Biischel hk’ rg +Urp= 
r (k’'q + Up) einander vermittelst d entsprechender Strahlen gemein. 
Kin eben so vielfacher Punkt der Curve d’ ist D’. 


Kommt fiir p = q eine Curve a mit-einer } in ¢ zur Deckung, so 
entsprechen der c die Hauptpunkte C’ (Nr. 7). Jeder derselben wird 
so oft von d@ durchlaufen, als ¢ von d geschnitten wird, nimlich 
rp (=yrq)mal. Ein so vielfacher Punkt von d’ ist C’. 


12. Satz. Einer Curve d von der re Ordnung in einem ebenen 
Gebilde « (Ap, Bq), welche durch einen Punkt D geht, der zugleich ein 
k facher der Basis A und ein lfacher der Basis B ist, entspricht in 
einem auf « bezogenen ebenen Gebilde « (A’p', Bq’) eine Curve d’, de- 
ren linearer Theil in einem k’ fachen Punkte der Basis A’ einen 
k’ (rq — 1) fachen, in einem V fachen Punkte der Basis B’ einen V (rp — k) 
fachen, und in einem Punkte, der zugleich k’ facher von A’ und V facher 
von B’ ist, einen [r (k’'qg + 1’p) — (kl + IK)| fachen Punkt besitet. 

Beweis. Der Curve 6’, welche durch einen i’ fachen Punkt der 
A’ geht, entspricht die Curve b, welche d in rq Punkten schneidet. / 
dieser Punkte sind in D vereinigt, und diesen entspricht die Ebene 
e (Nr. 7 und 10). Die iibrigen rg — / Schnittpunkte bestimmen eben 
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so viele Curven a, denen eben so viele a’ entsprechen, und diese schnei- 
den }’ in jenem ihnen allen zugehérigen i’ fachen Punkte der Basis 
A’ zusammen in i’ (rq — 1) Punkten. So viele Punkte besitzt daher 
auch der lineare Theil von d@’ in D’. 

In einem zugleich k’ fachen Punkte von A’ und [ fachen von BD’ 
bestimmt eine Tangente an eine a’ eine a’. Dieser entspricht eine a, 
welche die d ausser kmal in D noch (rp — k) mal trifft und dadurch 
eben so viele Curven } bestimmt; diesen entsprechen eben so viele 
Curven b’, welche in D’, I’ (rp — k) Tangenten besitzen, die der ge- 
wihlten Tangente an eine a vermittelst d entsprechen. Ebenso ent- 
sprechen einer Tangente an eine b’, k’ (rq — 1) Tangenten an a’. Da- 
her giebt es nach dem Satze der Correspondenz (Nr. 8) I’ (rp — k) 
+ K (rq —) =r (K’q + Up) — (KI + UK) Paare sich deckender 'Tan- 
genten an Entsprechende-a’ und b’, und da diese nach Nr. 12 auch 
Tangenten an d@’ sind, eben so viele an die d’, welche in D’ einen 
so vielfachen Punkt besitzt. 

13. Zwei ebene Systeme a und « sind dann bestimmt auf’ einan- 
der bezogen, wenn in @ die Basen A und B und in a’ die Basen A’ 
und B’ von Curvenbiischeln gegeben sind, sowie drei Paare sich ent- 
sprechender Curven der projectivischen Biischel A und A’, und ebenso 
drei Paare der B und B’. Die letztre Bedingeng wird auch erfiillt, 
wenn drei Punkte FE, F’, G in der einen Ebene und drei diesen ent- 
sprechende LE’, J’, G in der andern angenommen sind, derart dass 
E’ zm demjenigen Punktsysteme in a@ gehért, welches dem Punkte EF 
in @ entspricht, und ebenso bei F und G; jedoch mit der Riicksicht, 
dass keme 2 von den 3 Punkten in einer Ebene demselben Systeme 
angehoren. 

Soll ferner eine Curve d’ bestimmt sein, welche einer solchen d 
von gegebener Ordnung yr entspricht, so miissen ausser jener allge- 
meinen Beziehung der Ebenen auf einander zuniichst s = 4r (r + 3) 
Punkte der d’ gegeben werden. Diesen entsprechen nimlich eben so 
viele Punktsysteme in @, wovon jedes aus » Punkten besteht. Durch 
s Punkte, zu denen aus jedem der s Systeme einer gehért, ist dann die 
Curve d von der r* Ordnung bestimmt, und durch diese d’ nach dem 
Gesetze der Beziehung. Es leuchtet nun ein, dass nur fiir » = 1 die 
sPunkte in @ auf eine einzige Weise bestimmt sind; sonst aber ist 
dies auf mehrerlei Art méglich und die Anzahl der Weisen wird durch 
n ausgedriickt. Dann muss, damit d’ bestimmt ist, eine der n* még- 
lichen Curven d, welcher d@’ entspricht, bezeichnet sein, etwa dadurch, 
dass ein weiterer Punkt dieser d und ihr entsprechender in @ als der 
d’ angehoérig bestimmt wird. Dieser Punkt in e’ ist natiirlich nicht 
beliebig, sondern der Bedingung unterworfen, dass sein entsprechen- 
der in @ auf einer jener »’ méglichen Curven d liegt. 
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Will man die Projectivitit der Curvenbiischel A und A’, sowie der 
B und B' sogleich durch angenommene Punkte der d und d feststellen, 
so kann dies nie durch weniger als drei Paare entsprechender Punkte 
geschehen. Ist d oder d' eine Gerade, so geniigen drei Paare; die drei 
Punkte sind aber in @ oder e@’ nicht willkiirlich, sondern miissen auf 
einer Geraden liegen. 

14. Unter der mehrdeutigen Bezichung zweier ebenen Gebilde ist 
die ecindeutige als besonderer Fall einbegriffen. Das einfachste Beispiel 
wird gebildet, wenn man p=q=—p' = q'=—1 setzt, so dass n=n'=—1 
wird und einem 7 = | ein +’ = 2, sowie einem = 1 ein-r = 2 ent- 
spricht, d. h. einer Geraden in der einen Ebene ein Kegelschnitt in 
der andern. Es ist dann ein Strahlenbiischel A mit dem A’, und ein 
Strahlenbiischel J mit dem BP’ projectivisch. Den zusammenfallenden 
Strahlen in AB=ec entspricht ein Hauptpunkt C’, der Geraden 
A’'B’ = ein Hauptpunkt C. Jede Curve d’, die einer solchen d ent- 
spricht, geht durch die drei Hauptpunkte A’, B’, C’, und jede d, die 
einer d’ entspricht, durch die drei Hauptpunkte A, B, C. Wir verlas- 
sen diesen Fall, denn er ist von den in der Einleitung genannten 
Mathematikern als geometrische Verwandtschaft zweiten Grades oder 
als schiefe Projection oder unter einem anderen Namen untersucht 
worden. 

Betrachten wir etwas niiher den einfachsten Fall einer wirklich 
mehrdeutigen Bezichung. Es sei p=q=—1, p =1, ¢ =2, so ist 
n=1, n’ —2; d.h. einem Punkte in «@ entsprechen zwei Punkte in 
«, und einem Punkte in «’ entspricht ein Punkt in ae A und B sind 
Strahlenbiischel, deren Basen je ein Punkt bildet; A’ ist ein Strahlen- 
biischel mit einem Punkte, B’ ein Kegelschnittbiischel mit 4 Punkten 
in der Basis.. Nach Nr. 7 entspricht nun dem Basispunkte A ein 
Hauptkegelschnitt b,’, naimlich derjenige, welcher dem Strahle BA =}, 
aus B entspricht; und dem Basispunkte B die Hauptgerade a,, niim- 
lich diejenige, welche dem Strahle A B= a, aus A entspricht. Da 
diese Strahlen a, und b, aber in AB=c zusammenfallen’, so tritt 
der besondre Fall der Nr. 7 ein, dass ¢ eine Hauptgerade ist, welcher 
Hauptpunkte C’ entsprechen, nimlich das Paar von Schnittpunkten des 
Hauptkegelschnittes b,’ mit der Hauptgeraden a,. Jede Curve d’ in a’, 
welche einer Curve d in @ entspricht, geht durch 7 Hauptpunkte, 
nimlich durch A’ (1 Punkt), B’ (4 Punkte) und C’ (2 Punkte). Diese 
7 Punkte haben jedoch keine willkiirliche Lage gegen einander, son- 
dern die beiden C’ liegen mit dem einen A’ auf einer Geraden und 
mit den 4B’ auf einem Kegelschnitte. : 

Ist r = 1, so ist » =1-1+4+1-2=—3, d.h. einer Geraden ina 
entspricht eine Curve dritter Ordnung in e’, welche durch 7 feste Punkte 
geht. Da die beiden Strahlenbiischel A und B, welche die Gerade d 
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erzeugen, projectivisch sind, so sind es auch das Strahlenbiischel 4’ 
und das Kegelschnittbiischel B’ untereinander, und wir kommen da- 
durch auf diese bekannte Erzeugungsweise von Curven dritter Ord- 
nung.*) Die Basispunkte A’ und B’ bestimmen sich aber nach Nr. 11 
als einfache Punkte der Curve dritter Ordnung. Jedem Punkte E der 
Geraden d entspricht ein Punktepaar E” der Curve d, welches mit dem 
Punkte A, auf einer Geraden und mit den 4 Punkten DB’ auf einem 
Kegelschnitte liegt, so dass, wenn ein Punkt eines solchen Paares 
willkiirlich angenommen wird, der andre dadurch bestimmt ist. 
Einem Strahlenbiischel in «, dessen Mittelpunkt EZ, entspricht ein 
Curvenbiischel dritter Ordnung in a’, dessen Basis durch die 9 Punkte 
der A’, B’, C und E’ gebildet wird. Jene 9 Punkte bestimmen also 
eine Curve dritter Ordnung nicht, was auch schon daran ersichtlich, 
dass man durch dieselben auf 2 Arten eine solche Curve legen kann, 
die in eine Gerade und einen Kegelschnitt zerfallt: 1) die Gerade A’C’, 
den Kegelschnitt BE” und 2) die Gerade A’ EF’, den Kegelschnitt BC’. 
Wechselt der Punkt E, so wechselt das Punktepaar FE’, wie denn auch 
zwei verschiedene Curvenbiischel dritter Ordnung stets 2 Paare der 
Basispunkte verschieden und nur 7 Punkte gemeinschaftlich besitzen. 


Einer bestimmten Geraden d in a, welche durch 2 Punkte FE und 
F bestimmt ist, entspricht eine bestimmte Curve dritter Ordnung d’ 
in a’, welche ausser durch die 7 festen Punkte A’, BY, C’ noch durch 
2 Punktepaare E’ und F” bestimmt ist. Wird von jedem dieser bei- 
den Punktepaare ein Punkt willkiirlich angenommen, welche beide 
aber weder mit A’ auf einer Geraden, noch mit B auf einem Kegel- 
schnitte liegen diirfen, so ist dadurch sowohl jeder zugeordnete Punkt, 
als auch die Curve dritter Ordnung d’, als auch die ihr entsprechende 
Gerade d bestimmt. 


Geht die Gerade d durch die Basis A, ist sie also ein Strahl a, 
so zerfallt d’ in die entsprechende Gerade a und in den Hauptkegel- 
schnitt b,,— BC. Geht d durch B, ist also ein Strahl b, so zerfallt 
d’ in den dem 6 entsprechenden Kegelschnitt b’ und in die Haupt- 
gerade a, = A’C’. Geht d durch A und B, ist also die Hauptgerade 
e = AB, so zerfallt d’ in die Hauptgerade a, — A’C’ und in den 
Hauptkegelschnitt b,/ = BC. 


15. Umgekehrt entspricht einer Geraden d’ in « eine Curve dritter 
Ordnung d in « (Nr. 8). Dieselbe hat in A einen Doppelpunkt (Nr. 11), 
der 3 Bestimmungsstiicke liefert. Jedem Strahle a entspricht vermit- 


*) Ueber die Erzeugung von Curven durch projectivische Curvenbiischel nie- 
drer Ordnung siehe: Essai sur la génération des courbes géométriques, par E. 
de Jonquiéres. Mémoire de l’académie des sciences. Tome 16. 
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telst d’ ein Strahl b, es befindet sich daher auf demselben ausser dem 
Doppelpunkte noch ein Punkt von d. Dem Strahle b entsprechen ver- 
mittelst d’ zwei Strahlen a, es befinden sich daher auf demselben aus- 
ser dem einfachen Punkte B noch 2 Punkte von d. Nimmt man ei- 
nen Punkt FE in a@ willkiirlich als Punkt der d an, so ist dadurch in a 
ein Strahl aus A und einer aus B bestimmt, denen in a’ ein Strahl 
aus A’ und ein Kegelschnitt durch B’ willkiirlich als entsprechend zu- 
gewiesen werden kann, wenn — wie wir annehmen wollen — die Be- 
ziehung beider Ebenen nicht vorher durch drei Paare entsprechender 
Curven A und A’ und dreier eben solcher B und PB’ festgestellt ist. 
Jener Strahl aus A’ und der Kegelschnitt durch B’ bestimmen zwei Punkte 
EE’, deren jeder dem FE entspricht. Alle Curven dritter Ordnung durch die 
Punkte A, B, FE, welche 3-+-1-+1=5 Bestimmungsstiicke liefern, ent- 
sprechen daher einem der beiden Strahlenbiischel aus dem beiden Punk- 
ten EL’. Nimmt man einen weiteren Punkt F' von d willkiirlich an, so 
sind dadurch zwei weitere zusammengehorige Strahlen aus A und B 
bestimmt, denen wieder ein beliebiger Strahl aus A’ und ein belie- 
biger Kegelschnitt aus B’ als entsprechend zugewiesen werden kén- 
nen; ihren beiden Durchschnittspunkten F” entspricht F. Jede Curve 
dritter Ordnung durch A, B, FE, F entspricht nun einer der 4 Gera- 
den, welche einen der beiden Punkte EL’ mit einem der beiden F” ver- 
bindet. Wiihlt man eine derselben als d’ aus und nimmt auf ihr einen 
willkiirlichen Punkt G’ an, den man als den eutsprechenden eines in 
« willkiirlich als auf d gelegen angenommenen Punkt G ansieht, so 
ist jetzt die Curve dritter Ordnung bestimmt. Denn zuniichst sind 2 
mal 3 Paare von Curven der Biischel als entsprechend einander zuge- 
wiesen, also die Beziehung beider Ebenen festgestellt. Ferner schnei- 
det die Gerade d’ jeden der drei durch E’, F", G’ gehenden Kegel- 
schnitte aus B’ noch in einem zweiten Punkte E,’, F’, G,’, wodurch 
die 3 entsprechenden Punkte E,, F',, G, von d bestimmt sind, die 
auf den Strahlen BE, BF, BG liegen. Von d’ sind daher durch A 
3 Bestimmungsstiicke und durch B, FE, F, G, E,, F,, G, deren 7, 
zusammen 10 gegeben, wodurch die Curve dritter Ordnung iiberschiis- 
sig bestimmt ist. Man bemerke aber, dass die Punkte nicht alle will- 
kiirlich gewihlt wurden. Die willkiirlich gewihlten A, B, E, F, G 
enthalten 3+ 1+ 1-+1-+ 1 = 7 Bestimmungsstiicke und diese mit 
dem Bildungsgesetze stellen die Curve fest. 


Zugeordnete Curven. 


16. Die am Ende der Nr. 5 erwihnten zugeordneten Curven be- 
diirfen keiner neuen Untersuchung, indem sie als besonderer Fall der 
entsprechenden Curven in aufeinander bezogenen ebenen Gebilden an- 
gesehen werden kérinen. Man erhiilt naimlich in « dié einem Punkte 
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D zugeordneten Punkte, wenn man von den Schnittpunkten der durch 
D gehenden erzeugenden Curven a und b den Punkt D selbst aus- 
nimmt. Bezieht man nun @’ auf « derart, dass die Curvenbiischel A’ 
und A, sowie die B’ und B unter einander congruent sind und beide 
dieselbe Lage gegeneinander besitzeu, so kann man «@ mit @ derart 
zur Deckung bringen, dass die iibereinstimmenden Basen sich decken, 
wodurch dann jeder Punkt D von einem Punkte des entsprechenden 
Punktsystems D’ gedeckt wird. Einer Curve d entspricht dann eine 
soleche d’, welche aus d und ihrer zugeordneten Curve, die mit d, be- 
zeichnet sein mag, besteht. 

Durch unsre Annahme haben wir p’ = p und ¢ = q gesetzt; ist 
daher d von der r'*" Ordnung, so ist nach Nr. 8 die Ordnung von ¢’, 
2rpq, und daher die von —d,, r (2pq — 1). Die in einem ebenen Ge- 
bilde « (Ap, Bq) einer Curve d von der °° Ordnung zugeordnete Curve 
d, ist daher von der r (2 pq — 1)" Ordnung. Dieselbe zerfallt nach 
Nr. 9 und 10 in Curven von niedrer Ordnung, wenn d durch Punkte 
der Basen geht. Nach Nr. 11 und 12 geht d, durch alle Punkte der 
Basen A und B_und besitzt in einem kk fachen Punkte von A einen 
krq , und in einem /fachen von B einen /Irpfachen Punkt. 


Dadurch ist ein einfaches Mittel zur Construction von Curven von 
beliebiger Ordnung gegeben. Indem man einen der Schnittpunkte 
zweier Curven, wovon die eine einem Biischel p', die andre einem 
solchen q'** Ordnung angehért, auf einer Curve r'** Ordnung hingleiten 
lisst, erzeugen die iibrigen Schnittpunkte eine Curve von der r,'°" Ord- 
nung, wobei 7, =r (2pq—1). Soll z. B. r, —3 werden, so kann 
man p=1, ¢q=2, r = 1 setzen und erhilt eine Curve dritter Ord- 
nung mit einem Doppelpunkte in dem Mittelpunkte des Strahlen- 
biischels. 


Anwendung auf die Auffindung geometrischer Siitze. 


17. Aus bekannten Sétzen iiber Curven niedrer Ordnung lassen 
sich durch die mehrdeutige Beziehung von ebenen Gebilden auf einfache 
Weise Stitze iiber Curven von beliebig hiherer Ordnung ableiten. 

Als Beispiel wollen wir den Satz wiihlen, dass die Tangenten an 
einén Kegelschnitt auf zwei festen Tangenten desselben projectivische 
Punktreihen bilden. Es mag daraus ein Satz iiber Curven dritter Ord- 
nung hergestellt werden. 

Nehmen wir die Beziehung von Nr. 14 an, setzen also p= 1, 
q=1, p =1, ¢ = 2, so entspricht einer Geraden d in «@ eine. Curve 
dritter Ordnung d’ in a@’, welche durch den Punkt A’, die 4 Punkte 
JB und das Hauptpunktepaar C’ geht. Einem Kegelschnitte ¢ in « 
entspricht eine Curve sechster Ordnung ¢’ in a’. ~Geht aber e durch 
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die beiden Basen A und B, so zerfallt (Nr. 9) e in die Hauptgerade 
a, (Nr. 14), in den Hauptkegelschnitt b,’ und in ‘eine Curve dritter 
Ordnung e,;. Da die aus a,’, b,’ und e, zusammengesetzte ¢ in A 
und B (Nr. 11) Doppelpunkte, a,’ und 6,’ daselbst einfache Punkte 
besitzen, so muss auch e,’ daselbst einfache Punkte haben. Sodann 
geht e¢,’ nicht durch das Punktepaar C’ (= a,’ 6,’); vielmehr enthilt 
e,, von dem Kegelschnitte 5,’ ausser der Basis B’ diejenigen beiden 
Punkte, die auf dem Strahle aus A’ liegen, welcher der Tangente an 
e in A entspricht; und auf dem Strahle a,’ enthiilt e,° diejenigen bei- 
den Punkte, die auf dem Kegelschnitte aus B’ liegen, welcher der 
Tangente an e in B entspricht. Denkt man sich den Kegelschnitt ¢ 
in die Punkte A und B und den iibrigen Theil zerlegt, so entspricht 
dem A der Kegelschnitt b,’, dem B die Gerade a,’ und dem iibrigen 
Theile die Curve dritter Ordnung e,’, welche durch A’ und B,, aber 
nicht durch C’ geht. 

Andererseits entsprechen allen Tangenten d an den Kegelschnitt 
e Curven dritter Ordnung d’, welche die ¢ der Reihe nach in allen 
ihren Punkten beriihren. Alle d’ gehen aber (Nr. 14) durch A’, B’ 
und C’, d.i. durch 1 + 4+ 27 Punkte; diese nebst 2 Punkten an 
der Beriihrungsstelle mit ¢’ bestimmen jedesmal eine d’. Je zwei d 
schneiden sich in einem Punkte F, daher schneiden sich je zwei d’ 
ausser in den 7 allen d’ gemeinsamen Punkten in einem dem F' ent- 
sprechenden Punktepaare J”, welches mit A’ auf einer Geraden und 
mit den 4 Punkten B’ auf einem Kegelschnitte liegt. Weil ferner 
die Punktreihen der F’ auf zwei festen Tangenten, also auch die Strah- 
Jenbiischel aus A und B, welche sie projiciren, projectivisch sind, so 
sin dauch dié Strahlenbiischel aus A’, welche die Punktepaare auf zwei 
festen Curven d’ projiciren, unter einander projectivisch, ebenso wie 
die Kegelschnittbiischel aus Bb’, welche durch die Punktepaare gehen, 
projectivisch sind. 

Man kann sich ferner leicht iiberzeugen, dass e,’ jede beliebige 
Curve dritter Ordnung sein kann. Denn sei eine solche e, gegeben, 
so wihle man darauf 4 beliebige Punkte als Basis B’, lege durch die- 
selben 2 Kegelschnitte, welche e,’ ausser in jenen 4 Punkten in 2 
Punktepaaren F”, G schneiden. Die 2 Verbindungsgeraden /’, g’ der 
beiden Punkte eines Paares miissen sich aber in einem Punkte der e,’ 
schneiden. Denn treffen sich /’ und g’ in A’, so betrachte A’ als 
Basis eines Strahlenbiischels, das mit dem Kegelschnittbiischel B’ pro- 
jectivisch sei, und zwar derart, dass die Strahlen /’, g den Kegel- 
schnitten durch F” und G’ entsprechen und ein dritter Strahl aus A’ 
nach einem weiteren Punkte H’ der e,', dem Kegelschnitte durch H’. 
Die Projectivitét ist dann festgestellt und dadurch eine Curve dritter 
Ordnung bestimmt, welche mit e,) die 4 Punkte B’, die beiden Paare 
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F’ und G’ und einen Punkt H’, also im Ganzen 9 Punkte gemein 
hat, daher mit ihr zusammenfallt, sobald diese 9 Punkte nicht die voll- 
stindige Basis eines Curvenbiischels dritter Orduung bilden. Und 
wirklich gehért zu den 8 Punkten B’, F”, G’, welche eine Basis be- 
stimmen, A’ als neunter Punkt, da man durch diese 9 Punkte und 
einen beliebig gewihlten zehnten (wie vorhin H’) eine Curve dritter 
Ordnung legen kann. Da also die aus den Biischeln A’ und B’ ent- 
standene Curve mit e,” zusammenfiallt, so geht auch e,’ durch A’, wie 
behauptet wurde. Diese beliebige Curve dritter Ordnung kann daher 
durch ein Strahlenbiischel und ein damit projectivisches Kegelschnitts- 
biischel erzeugt werden, und man kann sie daher zweideutig entspre- 
chen lassen einem beliebigen Kegelschnitte, auf welchem man die 
Mittelpunkte A und B zweier Strahlenbiischel und drei jenen Punkten 
F’, G’, H’ entsprechende Punkte I’, G, H beliebig annimmt. 


Wir kénnen nun folgenden Satz aussprechen. Nimmt man auf 
einer Curve dritter Ordnung e 4 Punkte B an, legt durch dieselben 
zwei Kegelschnitte, welche e noch in den Punktepaaren F’, I’, und G, 
G, schneiden, so treffen sich die Geraden FF, und GG, in einem Punkte 
A der e. Nimmt man noch ausserhalb der Curve e ein Punktepaar 
C, C, so an, dass es mit A auf einer Geraden und mit den 4 Punk- 
ten B auf einem Kegelschnitte liegt, und legt durch die 7 Punkte <A, 
B, C, C, Curven dritter Ordnung d, welche e der Reihe nach in allen 
ihren Punkten beriihren, und schneidet eine derselben mit allen iibrigen 
in den Punktepaaren J, K, L...und eine andre in den Punktepaaren 
J,, K,, L,..., wobei die Paare J, J,, sowie K, K, u. s. w., welche 
auf derselben d liegen, entsprechend heissen sollen, so liegt jedes solche 
Paar mit A auf einer Geraden und mit B auf einem Kegelschnitte, 
und der Biischel dieser Geraden nach J, K, L... ist projectivisch mit 
demjenigen nach J’, K’, L’ ..., ebenso ist der Kegelschnittbiischel nach 
J, K, L... projectivisch mit demjenigen nach J’, K’, L’..., und 
endlich sind diese Kegelschnittbiischel mit jenen Strahlenbiischeln spro- 
jectivisch. 


Ebenso kann man entsprechend dem Pascal’schen Satze, nach 
welchem die 3 Durchschnittspunkte der 3 Paare gegeniiberliegender 
Seiten eines in einen Kegelschnitt eingeschriebenen Sechsecks auf einer 
Geraden liegen, folgenden Satz aufstellen: 


Wenn man unter Giltigkeit der Bezeichnungen des vorigen Satzes 
auf einer Curve dritter Ordnung e 6 Punktepaare 1, 2, 3, 4, 5, 6 an- 
nimmt, von denen jedes auf eimem Strahle aus A liegt und man legt 
6 Curven dritter Ordnung d durch A, B, C und durch (1, 2), (2, 3), 
(3, 4), (4, 5), ©, 6), (6, 1), so schneiden sich je zwei d ausserdem 
in einem Punktepaare, das mit A auf einer Geraden und mit B auf 
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einem Kegelschnitte liegt, und es liegen, wenn wir durch (1, 2), (4, 5) 
das Punktepaar bezeichnen, welches den durch (1, 2) und (4, 5) gehen- 
den d gemein ist, die 3 Punktepaare (1, 2) (4, 5), (2, 3) (5, 6), 
(3, 4) (6, 1) und A, B, C, also zusammen 13 Punkte auf einer Curve 
dritter Ordnung. 


Carlsruhe, im Juni 1869. 





Mathematische Annalen, III. 3 








Erzeugung algebraischer Curven durch projectivische 
Involutionen. 


Von Emit Weyer in Prag. 


$ 1. 
Involutionen héherer Ordnung. 


1. Sind a, b zwei feste Elemente eines Grundgebildes erster Stufe 
also zwei Punkte einer Punktreihe oder zwei Strahlen eines ebenen 
Strahlbiischels, so wird ein variables Element x durch das Theilver- 
sin @2 
sin ba? W® 
len, eindeutig bestimmt. Es ist speciell das Theilverhiltniss von a 
gleich Null und jenes von b gleich + oo. 

Zwei harmonische Elemente beziiglich des Grundpaares a, b be- 
sitzen gleiche, jedoch entgegengesetzt bezeichnete Theilverhiltnisse. 

2. Ist f (x) eine ganze rationale Function in 2 vom Grade » und 
@ (x) eine tihnliche von demselben Grade, so stellt die Gleichung: 
(1) f («) — Ap (2) =0 
in welcher 4 einen verinderlichen Parameter bedeutet, eine Elemen- 
teninvolution »'** Grades vor. 

Jedem besonderen Werthe von 4 entsprechen » Elemente des Grund- 
gebildes, nimlich jene, deren Theilverhiiltnisse 7,, 27,..... Ly die 
Wurzeln der Gleichung (1) sind. Diese, eine Gruppe bildende, » Ele- 
mente kann man sich wechselseitig entsprechen lassen und die Ge- 
sammtheit aller, den simmtlichen Werthen von 4 entsprechenden Ele- 
mentengruppen nennt man eine Involution n'" Grades. 

3. Eine Involution ist bestimmt, sobald man zwei ihrer Elemen- 
tengruppen kennt. In der That, bildet man aus den Theilverhiltnissen 
der einen Gruppe die Function f (#), d. i. eine Function, deren Wur- 
zeln die erwaihnten Theilverhiltnisse sind, und aus den Theilverhiilt- 
nissen der zweiten Gruppe ebenso die Function @ (x), so stellt: 

(1) f (#) —49(@) =09 


jede andere Gruppe der Involution dar, welche auch die zwei gegebe- 


haltniss i resp. Iches wir kurz auch mit x bezeichnen wol- 
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nen Gruppen enthalt. Die Gruppe f (~) = 0 entspricht dann dem 
Werthe 4 = O*und die Gruppe p («) = 0 dem Werthe 4 = + ov. 

4. Fallen von den » Elementen einer Gruppe zwei zusammen, so 
entsteht ein Doppelelement der Involution und wir kénnen sehr leicht 
die Zahl der Doppelelemente bestimmen, indem wir ausdriicken, dass 
Gleichung (1) eine doppelte Wurzel besitzt. Der Ausdruck hiefiir ist 
das Verschwinden der Discriminante von (1), welche in 4 vom Grade 
2 (n — 1) ist, woraus wir den bekannten Schluss ziehen, dass eine 
Involution »'*" Grades 2 (n — 1) Doppelelemente besitzt. 

5. Wir wollen zwei Elemente, welche einer und derselben Gruppe 
angehoren, als zwei einander involutorisch entsprechende oder schlecht- 
weg einander entsprechende Elemente bezeichnen. 

Jedem Elemente des Grundgebildes, in welchem eine Involution 
n= Grades auftritt, sind (x — 1) Elemente involutorisch zugeordnet, 
namlich jene, welche mit ihm eine Elementengruppe bilden. Es ist 
klar, dass dieses Entsprechen innerhalb einer Gruppe vertauschungs- 
fihig auftritt. 

Wenn also x und y die Theilverhiltnisse zweier entsprechender 
Elemente der Involution sind, so muss zwischen ihnen eine Gleichung: 
(2) F («, y) =0 
bestehen, welche in 2 sowobl als auch in y vom Grade (n — 1) ist 
und in beiden Variablen symmetrisch. 

Es ist nicht schwer, diese Gleichung aufzustellen, wenn man von 
der Involutionsgleichung (1) ausgeht.. Daraus, dass x und y einer 
und derselben Gruppe angehéren, fliesst: 

° f(@) —A4p@) =9 
fy) —49(y) =09 
und nach Elimination von A: 
(3) f(«) p(y) — FY) @ = 2%. 
Die linke Seite muss, wie schon die Form anzeigt, den Factor («—y) 
enthalten, nach dessen Unterdriickung man sofort zur Gleichung (2) 
gelangt. ; 

6. Die Gleichung (2), welche die Beziehung zwischen zwei ent- 

sprechenden Elementen darstellt, liefert sofort die 2 (n — 1) Doppel- 


elemente, wenn man « = y setzt, so dass also die Theilverhiiltnisse 
dieser Doppelelemente sich als die Wurzeln der Gleichung 

F (2, x) = 0) 
darstellen. 


Man erhilt z. B. fiir die quadratische Involution: 
(a, 2? + a,%-+ a) —A(b, 2° +b, 2+ by) = 0 
als Beziehungsgleichung zwischen zwei entsprechenden Elementen die 
folgende: 
3F 
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a, a |. Ga, WM a % | _ 9 
b, ,|°9* |, SS ake 

Fiir die zwei Doppelelemente ergiebt sich hieraus, wenn man 7 = y 
setzt, die Gleichung: 














| | 
Ay Ay | 
2 ol ast 
b, dy 


| Gy ay | 


| gt? 
| by “dy | vid 
Die cubische Involution: 


(a, # + a,a*+a,4+a)—1(, 2° +b, 27+ 6b,2+ bh) = 0 


liefert Siguade eer zwischen x und y: 


A, A | 


| on @ 
|b, dy 









































bb fi rth 3 2VetM+ DG neste 
THs, 3a | @+ y) + ag = 0 
woraus die erie fiir die Doppelelemente resultirt: 
sile+elatles bloalelanle+s vl 
+ Bs “ =0. 





7. Fallen siimmtliche n Elemente einer Gruppe zusammen, so be- 
zeichnen wir diese als ein nfaches Element der Involution. Ein » fa- 
ches Element vertritt (x — 1) Doppelelemente, so dass ausser ihm nur 
noch (x — 1) Doppelelemente auftreten. 

Denn verlegen wir das Grundelement a, dessen Theilverhiltniss 
Null ist, in dieses nfache Element, so wird die Involutionsgleichung 
(1) folgende Gestalt annehmen 

x" —Ag (x) = 0. 
Die Beziehungsgleichung (2) zwischen zwei entsprechenden Elementen 
der Involution, welche die Doppelelemente liefert, erhilt die Form: 


{Dna (a y"—! — at y") + dys (a y"*? — 2? y") 


or pnceoees by (a*— y")} Or) = 
oder 
Daa et Y*—* HE Dna 2? y"* (@ + Y) H+ brs a” y"§ (x? + ay + y’) 
S by (a? + ar y + ---- yr) == 0, 


wobei die b, die Coefficienten von 2” in  () sind. 
Setzt man in der letzten Gleichung x =y, so erhilt man fiir die 
2 (nm — 1) Doppelemente der Involution die Gleichung: 
at {bps 2°! + 2 Dy_s a*-*® + 3 dys a" 4 +++ nao) = 0, 


aus welcher hervorgeht, dass x = 0 ein (m — 1) faches Doppelelement 





fe: 


sil 
un 
pe 
sit 


gl 
di 


di 


ZV 


de 


ZN 
el 


“ 
< 


cy 


be- 
fa- 


ur 


ng 


en 


nt 





Curven durch projectivische Involutionen. 37 


der Involution darstellt, wie behauptet wurde. Der zweite Factor lie- 
fert die iibrigen (x — 1) Doppelelemente. ; 

8. Eine Involution, fiir welche @ und 6 zwei nfache Elemente 
sind, besitzt die Gleichung 

(t— a)"—4(@— By = 
und wird ausser ‘den beiden »fachen Elementen keine weiteren Dop- 
pelelemente enthalten. 

Fiir solche Involutionen ergiebt sich der interessante Satz, dass 
sich in ihnen die Elemente zu projectivischen d. h. doppelverhiltniss- 
gleichen Gebilden gruppiren, fiir welche die beiden » fachen Elemente 
die gemeinschaftlichen Doppelelemente sind. *) 


§ 2. 
Projectivische Involutionen. 
1. Zwei Involutionen: 

(1) f(z) — 49 (4) = 0 

(2) F (y)—uvty) = 0 

beziehlich vom Grade » und m heissen projectivisch, wenn jeder Ele- 
mentengruppe der einen eine Elementengruppe der andern eindeutig 
zugeordnet ist. 

Es wird also auch jedem Werthe von 4 ein Werth von w und um- 
gekehrt eindeutig zugeordnet sein, d. h. zwischen den beiden Parame 
tern muss eine Gleichung von der Form: 

(3) AaAyp+ BA+Cpr+D=0 
bestehen. 

Aus der Gleichung (3) kann man umgekehrt auf die Projectivitat 
der beiden Involutionen (1) und (2) schliessen. 

2. Da durch drei Paar entsprechender Werthe der Parameter 4, u 
die Beziehung (3) zwischen ihnen festgestellt ist, so wird zwischen 
zwei Involutionen die projectivische Beziehung festgestellt sein, wenn 
man drei Gruppen der einen Involution irgend drei Gruppen der an- 
deren Involution zuweiset. 

Dies wird offenbar schon dadurch geschehen sein, wenn man zwei 
Gruppenpaare und iiberdies ein Elementenpaar einander zuweiset, weil 
zwei Gruppen einer Involution und dann jedes weitere Element gleich 
eine ganze Gruppe bestimmen. 

Zwei Elemente, je eines aus einer Involution, heissen entsprechende 


*) Die nstrahligen Gruppen eines ebenen Strahlenbiischels, welche den vollen 
Winkel an seinem Scheitel in 2 gleiche Theile theilen, bilden eine solche Invo- 
lution n= Grades. Die nach den imaginiéren Kreispunkten gehenden zwei Strah- 
len sind die beiden fachen Strahlen der Involution. 
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Elemente, wenn sie entsprechenden Gruppen angehéren. Es entspre- 
chen demnach jedem Elemente der Involution n'" Grades m Elemente 
der zweiten Involution und jedem Elemente der letzteren entsprechen 
n Elemente der ersteren. 

3. Treten die beiden Involutionen in einem und demselben Grund- 
gebilde erster Stufe auf, so geschieht es (m--) mal, dass ein Ele- 
ment der einen Involution mit einem der ihm in der zweiten Invo- 
lution entsprechenden Elemente zusammenfillt, d. h. zwei projecti- 
vische Involutionen auf demselben Traiger beziehlich vom m'*" und n' 
Grade besitzen (m-+ ) gemeinschaftliche Elemente. *) 

Um zwischen den Theilverhiltnissen 2, y zweier entsprechenden 
Punkte eine Relation aufzustellen, hat man nur néthig, aus (1) und 
(2) 4 und w zu bestimmen und in (3) einzusetzen; dies liefert die 
Gleichung: 


Af(e)FY)+Bf@vy+CrY)9@+Do (x) vy) =°9. 
Befinden sich nun beide Involutionen auf demselben Triiger, so kann 
man beide Theilverhiltnisse auf dieselben zwei Grundelemente beziehen 
und erhalt aus der letzten Gleichung offenbar die gemeinschaftlichen 


Elemente, wenn man « = y setzt. Die Gleichung geht dadurch in 
die folgende iiber: 


(4)AfY) FY) +Bryyy)+CFY) ey +Doy) oly) =2%, 
welche in y vom Grade (m-+ ») ist und deren Wurzeln die Theil- 
verhiltnisse der gemeinschaftlichen Elemente beider Involutionen sind. 

4, Befinden sich zwei projectivische Involutionen, beide vom »' 
Grade, auf demselben Traiger und besitzen beide ein gemeinschaft- 
liches sich selbst entsprechendes »faches Element, so gilt dasselbe fiir 
n gemeinschaftliche Elemente beider Involutionen. 

Nimmt man nimlich dieses besondere Element an Stelle des Grund- 
elementes, dessen Theilverhiltniss Null ist, so werden die Gleichungen 
beider Involutionen die Gestalt: 

a*—Ag(s) = 0 
annehmen. x —ev(y) = 90 

Da sich iiberdies die beiden Gruppen 2” = 0, y” = 0 projectivisch 
entsprechen sollen und denselben die Werthe 40, wu =O der Pa- 
rameter zukommen, so miissen die letzteren Werthe der Gleichung (3) 
Geniige leisten, d. h. es muss D =O sein, wodurch diese Glei- 
chung in: 


Adau+Bi+Cu=0 
iibergeht. 


*) Siehe Cremona’s ebene Curven pag. 32 der deutschen Uebersetzung. 
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Die Gleichung (4), welche die gemeinschaftlichen Elemente beider 
Involutionen liefert, erhalt die Form: 


Ay +Byviy)+Cy oy) = 9, 


woraus sofort erhellet, dass y = 0 eine nfache Wurzel der Glei- 
chung ist. 

Hiemit ist unsere aufgestellte Behauptung erwiesen. 

Die beiden Involutionen haben somit ausser dem sich selbst ent- 
sprechenden gemeinschaftlichen » fachen Elemente y = 0 noch » wei- 
tere gemeinschaftliche Elemente, welche sich aus der Gleichung : 


Ay +Brviyy+Coty) =9 
ergeben. 


5. Folgende Siitze diirften ohne weiteres als wahr erkannt werden: 
Eine Strahleninvolution n' Grades wird durch jede Transver- 
sale in einer Punktinvolution n' Grades geschnitten; und um- 
gekehrt projicirt sich eine Punktinvolution n' Grades aus jedem 
Punkte in einer Strahleninvolution desselben Grades. 

Speciell projiciren sich die Doppelelemente der einen Involution 

in Doppelelementen der anderen. 
Schneidet man zwei projectivische Strahleninvolutionen mit emer 
Transversalen, so erhdlt man auf dieser zwei projectivische 
Punktinvolutionen. U. s. w. ; 


§ 3. 


Algebraische Curven als Erzeugnisse projectivischer 
Involutionen. 


1. Seien S,, und S, die Scheitel zweier Strahleninvolutionen be- 
ziiglich vom Grade m und », welche projectivisch auf einander bezogen 
sind. Zwei entsprechende Strahlengruppen schneiden sich gegenseitig 
in m.m Punkten, deren Gesammtheit eine Curve (m + n)' Ordnung 
bildet, fiir welche S,, ein mfacher und S, ein »facher Punkt ist. 

Denn auf einer beliebigen Transversale bestimmen die beiden pro- 
jectivischen Strahleninvolutionen S,,, 8, zwei projectivische Punktinvo- 
lutionen, deren (m+ ») gemeinschaftliche Punkte die Schnittpunkte 
der erwahnten Curve mit der Transversalen sind. Die Curve ist somit 
wirklich vom Grade (m-+ »). Da fiir jede durch S,, gehende Gerade 
m von den Schnittpunkten in S,, zusammenfallen, so ist S,, eim m fa- 
cher Punkt der Curve; aus demselben Grunde ist S, ein » facher 
Punkt. 

Rechnet man den Strahl S,,S,, welcher beiden Biischeln gemein- 
schaftlich ist, zum Biischel S,, so entspricht ihm im Biischel S,, eine 
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m strahlige Gruppe, deren Strahlen die Tangenten der erzeugten Curve 
im Punkte S,, sind. Ebenso entspricht diesem gemeinschaftlichen 
Strahle im Biischel S, eine n strahlige Gruppe, deren Strahlen die Tan- 
genten der Curve im Punkte S, sind. 

Als Classenzah] der erzeugten Curve ergiebt sich der beiden viel- 
fachen Punkte wegen die Zahl 2mmn. In der That entspricht je- 
dem der 2(x —1) Doppelstrahlen des Biischels S, in S,, eine m strahlige 
Gruppe, deren Strahlen Tangenten der erzeugten Curve sind. Es gehen 
somit durch S,, .2m(n—1) Tangenten an die Curve und da jede der 
m Tangenten des Punktes S,, fiir zwei durch ihn gehende Tangenten 
gilt , so ist die Gesammtzahl der durch S,, gehenden Tangenten 2mn, 
was auch die Classenzahl der erzeugten Curve ist. 


2. Wir wollen nun annehmen, dass die beiden Involutionen von 
gleichem, n'e* Grade sind, und wollen ihre Scheitel mit S, und S;, 
bezeichnen. 

Enthalten beide Involutionen je einen wfachen Strahl g,, g,, 
welche sich projectivisch entsprechen, so wird deren Durchschnitts- 
punkt (g,g,) ein n facher Punkt der erzeugten Curve C2,, welche von 
der 2n'" Ordnung ist und in S, und S), ebenfalls » fache Punkte 
besitzt. 

Dass (gngn) ein wfacher Punkt von C2, ist, folgt sofort aus § 2 
Art. 4, wenn man den dort ausgesprochenen und bewiesenen Satz auf 
jede durch (g,g,) gehende Transversale anwendet. Auf einer solchen 
Transversalen bestimmen die beiden Involutionen S,, S;, zwei projecti- 
vische Punktinvolutionen, fiir welche der Punkt (g,g9,) ein sich selbst 
entsprechender »facher Punkt ist und daher fiir » von den 2 ge- 
meinschaftlichen Punkten beider Involutionen gilt. Jede durch (gn g)) 
gehende Gerade schneidet also die Curve C2, in » mit (g,g,) zusam- 


menfallenden Punkten und somit ist dieser Punkt wirklich ein » facher : 


Punkt des Erzeugnisses. 


3. Besitzen die beiden Involutionen ausser den zwei » fachen Strah- 
len gngn tiberdies zwei weitere sich entsprechende » fache Strahlen 
h, hj, so wird deren Schnittpunkt (hk, h},) gleichfalls ein » facher Punkt 
des Erzeugnisses sein. Hieraus folgt jedoch sofort, dass das Erzeug- 
niss C;, aus » durch die vier Punkte S,, Si, (gn gn), (linln) gehenden 
Kegelschnitten bestehen muss, weil jeder Kegelschnitt, welcher durch 
diese vier Punkte und einen Punkt von C,, hindurech geht, mit C2, 
(42+ 1) Punkte gemein hat also ein Bestandtheil von C;, ist. Die 
am Schlusse des § 1 befindliche Andeutung erhilt hiemit die Be- 
statigung. 

4. Kin besonders bemerkenswerther Fall tritt ein, wenn beide In- 
volutionen S,, S;, je einen nfachen Strahl g,, g, enthalten, welche 
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Strahlen einander projectivisch entsprechen und mit dem gemeinschaft- 
lichen Strahle S,S;, zusammenfallen. In diesem Falle zerfallt nim- 


lich das Erzeugniss C;, in den nfach zu zihlenden Strahl S, S;, und 
eine Curve C, n'** Ordnung. Denn von den 2 Punkten, die irgend 
eine Transversale mit dem Erzeugniss C;, gemein hat, fallen » in 
ihren Schnittpunkt mit dem Strahle S,S};. Auch folgt dies daraus, 
dass man nach Art. 2 dieses Paragraphen jeden Punkt von S, 5S, als 
einen ” fachen Punkt des Erzeugnisses C:, betrachten kann. 

Wir kénnen somit folgenden Satz aussprechen: 

Zwei projectivische Strahleninvolutionen n'e" Grades, in deren 
gemeinschaftlichem Strahle zwei einander entsprechende n fache 
Strahlen beider Involutionen vereinigt sind, erzeugen eine Curve 
C, ne Ordnung. 

Es ist klar, dass die Scheitel der beiden Involutionen der Curve 
C,, nicht angehéren werden, weil sie bereits nfache Punkte des Ge- 
sammterzeugnisses sind, indem sie auf dem » mal zu zihlenden Strahle 
S, S;, liegen. 

Jede Involution enthilt ausser dem » fachen Strahle noch (n — 1) 
Doppelstrahlen, deren jedem in der zweiten Involution » Tangenten 
der Curve C, entsprechen. Es gehen somit durch jeden der beiden 
Biischelscheitel S, und S,  (n — 1) Tangenten an die Curve C,, wo- 
raus folgt, dass C, keine Doppelpunkte oder Spitzen (im Allgemeinen) 
besitzen kénne. 

5. Den Satz des letzten Artikels kann man in folgender Weise 
umkehren: _ 

Gehen durch einen Punkt S, » Strahlen A und durch einen zwei- 
ten Punkt S, »Strahlen A’, so stellt sowohl das mstrahlige Biischel 
A als auch das mstrahlige Biischel A’ eine Curve »'* Ordnung dar. 
Durch die »? Schnittpunkte 6 dieser zwei Biischel werden sich daher 
unendlich viele Curven »'** Grades hindurchlegen lassen. Ist C, eine 
von diesen Curven, so kann man C, durch zwei projectivische Invo- 
lutionen n" Grades erzeugen, fiir welche die Biischel A, A’ zwei 


entsprechende Gruppen sind und der Strahl Si, S, zwei sich entspre- 
chende » fache Strahlen darstellt. 


Man braucht nimlich nur den Strahl S, S;, wirklich als einen 
sich entsprechenden » fachen Strahl beider Involutionen zu betrachten, 
ferner der Strahlengruppe A die Strahlengruppe A’. zuzuordnen und 
iiberdies einen willkiirlichen Punkt p von C, mit S, und S), zu ver- 
binden und dem Strahle S, p den Strahl S)p als entsprechend zu- 
zuordnen. 

Hiedurch ist die projectivische Beziehung beider Involutionen fest- 
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gestellt, welche nach Art. 5. eine Curve n't Ordnung erzeugen. Diese 
hat nun mit C, (n? + 1) Punkte gemein; nimlich die n? Punkte 6 und 
den Punkt p und ist daher mit C, identisch. 

Wir erhalten somit den Satz: 


Jede durch die n® Schnittpunkte zweier n strahligen Biischel 
gehende Curve n'* Ordnung kann als das Erzeugniss zweier pro- 
jectivischen Involutionen n'°" Grades angesehen werden; fiir diese 
Involutionen sind die beiden n strahligen Biischel zwei entspre- 
chende Strahlengruppen und der gemeinschaftliche Strahl beider 
Biischel ist ein sich selbst entsprechender n facher Strahl. 

Legt man also durch den einen Biischelscheitel einen Strahl, und 
verbindet seine »Schnittpunkte mit dem zweiten Scheitel, so liegen 
die Schnittpunkte dieser » Verbindungslinien und der Curve (n — 1) 
mal zu » auf Geraden, die durch den ersten Scheitel hindurchgehen. 

6. Es wirft sich die Frage auf, ob wenn eine Curve C, n'* Ord- 
nung vorliegt, sich zwei Punkte S,, S, finden lassen, welche man als 
Scheitel zweier die Curve in der angegebenen Weise erzeugenden pro- 
jectivischen Involutionen n'*" Grades ansehen kéunte. 

Bezeichnet man die Coordinaten der beiden fraglichen Punkte mit 
XZ Yi> % Yo und ist U—O die Gleichung der gegebenen Curve, so 
kommt es darauf an, durch die beiden Punkte zwei » strahlige Biischel 
zu legen, deren n? Schnittpunkte auf der Curve liegen. Seien A, —0 
A,=0....A,=0 die Gleichungen von » durch den Punkt (2, y,) 
gehenden Geraden, wobei also A,—=y— y, + a, (%—~2x,) gesetzt 
werden kann; ebenso seien B, —0 B,=—0....B,=—0 die Glei- 
chungen von » durch (x,y,) gehenden Geraden und B, = (y — y,) 
+ B, (~— x,), so ist die Gleichung irgend einer Curve n'* Ordnung, 
welche durch die »? Schnittpunkte der Strahlen A und B hindurchgeht: 


A, Ay Ag... Ay — 3B, By B,.... Bye. 


Es handelt sich nun darum, die (2m + 5) Gréssen 2, y;, %, Yo, 4, a, B 
so zu bestimmen, dass die letzte Gleichung mit U = 0 identisch wird. 


Da U =0 im Allgemeinen jater®) +1 Glieder enthilt, so erhilt 
man fiir die (2 n + 5) Gréssen pres) +1 Bedingungsgleichungen 
und wird also im Allgemeinen nur dann der Anforderung geniigen 
kénnen, wenn: 


2n4+5>2eF) 1 | 


oder : 
8 > n (n—1). 


Dieser Bedingung kann nur fiir n = 1,2, 3 geniigt werden. 
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Man wird also auch noch eine beliebige Curve dritten Grades durch 
projectivische Involutionen erzeugen kénnen. Bei Curven vierten und 
hdheren Grades ist dies im Allgemeinen nicht mehr mdglich. 

7. Fir »=1 sind beide Involutionen vom ersten Grade, das 
heisst einfache perspectivische Strahlenbiischel, deren Durchschnitt die 
erzeugte Gerade ist. Umgekehrt kann man jede Gerade auf unendlich 
viele Arten durch zwei perspectivische Strahlenbiischel erzeugen, deren 
Scheitel willkiirlich gewahlt werden kénnen. 

8. Fiir » = 2 erhilt man zwei quadratische Involutionen, deren 
gemeinschaftlicher Strahl sich selbst entspricht und fiir beide ein 
Doppelstrahl ist. Da der zweite Doppelstrahl in jeder Involution durch 
die Beriihrungspunkte der zwei vom Scheitel der anderen Involution 
an den erzeugten Kegelschnitt C, gehenden Tangenten hindurchgebt, 
so folgt, dass die beiden Scheitel zwei, beziiglich C, conjugirte 
Punkte sind. 

Umgekehrt kann man jeden Kegelschnitt auf unendlich viele Ar- 
ten durch zwei projectivische quadratische Involutionen erzeugen, de- 
ren Scheitel zwei conjugirte Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt 
sind. Die entsprechenden Strahlenpaare beider Involutionen bilden 
dem Kegelschnitte eingeschriebene Vierecke. 

9. Setzt man » = 3, so gelangt man zur Erzeugung der Curven 
dritter Ordnung durch projectivische cubische Involutionen. Jede von 
den beiden Involutionen hat ausser dem, beiden gemeinschaftlichen 
dreifachen Strahl noch zwei Doppelstrahlen; jeder dieser Doppelstrah- 
len schneidet die ihm in den anderen Involutionen entsprechenden 
drei Strahlen in drei Paar zusammenfallender Punkte; diese drei Strah- 
len sind also drei Tangenten der Curve, deren Beriihrungspunkte auf 
dem Doppelstrahle liegen. Wir kénnen dies in folgender Weise aus- 
sprechen: 

Wird eine Curve dritter Ordnung durch die neun Durchschnittspunkte 
zweier dreistrahligen Biischel S, S’ hindurchgelegt, so lésst sie sich 
durch zwei projectivische cubische Involutionen erzeugen, fiir welche 8 
und S’ die Scheitel und SS’ ein sich selbst entsprechender dreifacher 
Strahl ist. Es giebt demnach unendlich viele dreistrahlige Biischelpaare 
an den Punkten S und 8S’, deren neun Durchschnittspunkte auf der 
Curve liegen. Die zwei in einer der beiden Involutionen auftretenden 
Doppelstrahlen bilden die conische Polare des Scheitels der zweiten In- 
volution und folglich sind die beiden Scheitel S, S’ zwei correspondirende 
Punkte der Hesse’schen Curve unserer Curve. 

Ebenso leicht erkennt man die Richtigkeit des folgenden Zusatzes: 

Die mit den beiden Doppelstrahlen einer der zwei Involutionen zu 
denselben Gruppen gehirigeuw zwei Strahlen bilden den beigeordneten 
Kegelschnitt des Scheitels der zweiten Involution. 
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10. Schliesslich mag gezeigt werden, dass: 
jede zwei correspondirenden Punkte der Hesse’schen Curve einer Curve 
dritter Ordnung zu Scheiteln zweier projectivischen cubischen Strahlen- 
involutionen angenommen werden kinnen, welche die Curve erzeugen. 

Sei S ein Punkt der Hesse’schen Curve und A,, A,, A, drei 
durch ihn gehende Tangenten unserer Curve, deren Beriihrungspunkte 
@,, &, ad, auf einer Geraden D,,*) liegen. Die drei Tangenten schnei- 
den die Curve in drei Punkten a, a, a@,, welche nach einem bekannten 
Satze wieder auf einer Geraden D, liegen miissen. Der Schnittpunkt 
von D,, und D, sei S’. Nun stellen wir in folgender Weise zwei pro- 
jectivische cubische Involutionen an den Punkten S und S’ her. Der 
Strahl SS’ soll sich als dreifacher Strahl beider Involutionen selbst 
entsprechen, der Strahlengruppe A, A, A, soll die den Doppelstrahl 
D,, enthaltende Gruppe D,, D, entsprechen. Schliesslich verbinden 
wir einen willkiirlichen Punkt p unserer Curve mit S und S’ und ord- 
nen die Strahlen S, und S;, einander als entsprechend zu. Hiedurch 
ist die projectivische Beziehung festgestellt und es werden beide Invo- 
lutionen eine Curve dritter Ordnung erzeugen, welche mit unserer 
Curve zehn Punkte gemein hat, also mit ihr identisch ist. 

Denn die erzeugte Curve beriihrt in a, a,a, resp. die Strahlen 
A, A, A, (dies gibt sechs Punkte), geht ferner durch a, a@,a, und 
schliesslich durch p, wodurch unsere Behauptung bewiesen ist. 


Prag, im Februar 1870. 


*) Diese Gerade ist ein Theil der conischen Polaren von S. 











Ueber den Zusammenhang einer Klasse von Flichen- 
abbildungen mit der Zweitheilung der Abel’schen 
Functionen. 


Von A. Ciesscn in GéTTINGEN. 


Die Flichen, welche bisher auf einer Ebene eindeutig haben abge- 
bildet werden kénnen, lassen sich in zwei Klassen sondern. In die 
erste Klasse gehéren solche, deren Abbildung ohne Weiteres gelingt, 
und von denen es im Wesentlichen nur eine Art von Abbildung giebt. 
Hierher gehéren die Flichen n' Ordnung mit einem (n — 1)fachen 
Punkte (z. B. Steiner’sche Fliche), die windschiefen Flachen 3 und 
4'er Ordnung (letztere sobald sie eine Doppelcurve 3'*" Grades besitzen), 
und die Flichen 5'* Ordnung, welche eine Doppelcurve 3'" Grades oder 
zwei sich nicht schneidende Doppelgerade hesitzen. 

Dagegen gehéren zur zweiten Klasse solche Flichen, welchen eine 
bestimmte Anzahl gleichberechtigter Abbildungen zukommt, und deren 
Abbildung erst gelingt, nachdem durch Auflésung einer bestimmten 
héhern Gleichung gewisse ausgezeichnete Elemente auf der Fiche 
ermittelt sind. Hierher gehéren die allgemeinen Flachen 3'* Ordnung, 
auf welchen die 27 Geraden nachgewiesen werden miissen. Es ge- 
héren ferner hierher die Flichen 4‘ Ordnung mit einer Doppelcurve 
l'= oder 2'" Grades; bei erstern sind ausser Geraden gewisse einzelne 
Kegelschnitte, bei den letztern ist ein System von 16 Geraden nach-. 
zuweisen. Von F'iichen 5'** Ordnung gehéren hierher diejenigen, 
welche eine Doppelcurve 4'" Grades besitzen, und bei denen wiederum 
ausser Geraden gewisse Kegelschnitte nachzuweisen sind; Flichen 
deren Theorie ich im 15. Band der Abhandlungen der Gidttinger 
Societit behandelt habe. 

Diese Flichen haben simmtlich das Gemeinsame, dass sie augen- 
blicklich auf einer Doppelebene abgebildet werden kénnen, und dass 
die Aufsuchung jener ausgezeichneten Elemente immer auf die Zwei- 
theilung der Abel’schen Functionen fiihrt, welche der Uebergangs- 
curve, lings welcher die Blatter der Doppelebene zusammenhingen, 
zugeordnet sind. 
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Es ist leicht sich iiber den innern Zusammenhang der Abbildung 
soleher Fiichen mit der Zweitheilung der Abel’schen Functionen 
Rechenschaft abzulegen. Ich werde diesen Zusammenhang zunichst 
entwickeln, und sodann in den bekannten Fiillen die Form des auf- 
tretenden Theilungsproblemes angeben. 


§ 1. 


Eindeutige Beziehung zwischen einer einfachen und einer 
Doppelebene. 


Seien 2,, 2%, %3, 2x, Coordinaten eines Punktes einer Fliche, 
welche sowohl auf einer Doppelebene als auf einer einfachen Ebene 
eindeutig abgebildet werden kann. Seien ferner y,, y,, y, die Coor- 
dinaten eines Punkts der Doppelebene, welcher in einem Blatte dem 
Punkte x entspricht, und seien endlich z,, 2,, 2, die Coordinaten des 
zu x gehérigen Punktes der einfachen Ebene. Man hat dann 


Li = Pi Yi, Yor Ys) + Vi Yr» Yor Ys) VQ—= Ui (1, Bay 45), 
wo die g,-¥, % ganze rationale Functionen sind, und Q eine solche 
ganze rationale Function der y bedeutet, dass die Dimension von 9; 
derjenigen von y; /Q gleich ist. Es wird endlich vorausgesetzt, dass 
im Allgemeinen jedem Punkte « nur ein Punkt y mit gegebenem Vor- 
zeichen von /&, und ebenso nur ein Punkt z entspricht; dass man 
also die Verhiltnisse der y und /Q durch die x, so wie die Verhiilt- 
nisse der z durch die x ausdriicken kénne. Man kann dann auch die 
z durch die y ausdriicken, und die Gleichungen, welche dies bewerk- 


stelligen, miissen die Quadratwurzel //Q enthalten, sodass sie die Form 
annehmen : 


(1) 64,— M+ N72, 

wo die M, N ganze rationale Functionen der y sind. Die Gleichungen (1) 
vermitteln den Uebergang von der Doppelebene zur einfachen, und 
‘ wir kénnen daher, indem die Fliche auf der erstern bereits abgebildet 
vorausgesetzt wird, die Fliiche selbst ganz entbehren. 

Die Curve Q = 0 in der Ebene der y enthilt diejenigen Punkte, 
fiir welche einem Punkte y nur ein Punkt z entspricht. Liings dieser 
Curve hingen daher die Blitter der Doppelebene zusammen; ich nenne 
sie die Uebergangscurve*). Diese Curve muss, damit die Ausdriicke 


*) Es bedarf wohl kaum der Erwiihnung, dass die hier benutzte Doppelebene 
wesentlich anderer Natur ist, als diejenige, welche Riemann bei den hyperellip- 
tischen Integralen benutzt. Die letztere enthilt lauter reelle Punkte, reprisentirt 
nur ein doppelt unendliches Werthgebiet, und ihre Blitter kénnen nur in Punkten 
zusammenhingen. Dagegen enthiilt die oben benutzte Doppelebene Punkte mit, 
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rechts in (1) homogen sein kénnen, von gerader Ordnung sein; sie 

- kann zerfallen, was jedoch zuniichst nicht angenommen werden soll. 
Den Geraden der einfachen Ebene : 

(2) Uy 2, + U2, + U2, = 0 

entsprechen nun gewisse in der Doppelebene liegende Curven, deren 

Aufsuchung die Aufgabe des Abbildungsproblems ist. Fiir diese Curven 

folgt aus (1) 

(uM, + u,M, + us My) + (uN, + tN, + us Ny) VQ = 0, 

oder, wenn der Kiirze wegen 
M=u,M, + u,M, + us M; 
N=u,N, + uN, + uN; 
gesetzt wird: 
(3) M? — N?Q = 0. 

Dieses Curvensystem hat die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass 
die Schnittpunkte zweier Curven des Systems in zwei Gruppen zer- 
fallen. Denn wenn durch M’, N’ die Ausdriicke bezeichnet werden, 
in welche M, N iibergehen, sobald die u; durch Gréssen wu, ersetzt werden, 
so finden wir die Durchschnitte zweier Curven des Systems aus den 
Gleichungen 

’ M@—NQ=0 , M?—N?Q=0. 
Ks ist daher 
M?N’? — N?M’? = 0, 

und die Schnittpunkte sondern sich also in solche, fiir die 

MN’ —NM’=0, 
und in solche, fiir welche 

MN’ + NM’ = 0. 
Unter den erstern muss sich ein ausgezeichneter befinden, nimlich 
der, welcher dem Schnittpunkt der zugehérigen Geraden 

M2, + tlyZy + Uy 2, = 0, Uy 2, + Uy Z + U3 2; = 0 
entspricht. In der That ist fiir diesen wegen (1): 
M+N/YQ=0 , M+N/Q=0, also MN’ —NM’=0. 

Die Gleichung (3) kann nicht allgemein in zwei fiir die w lineare 

Factoren zerfallen; denn sonst wiiren die Ausdriicke 

M+N/Y2 , M—N/Q 
an und fiir sich bis auf einen von den « unabhingigen Factor rational, 
also auch die Verhiiltnisse der z, und daher /Q rational; es ware in 


im Allgemeinen, complexen Coordinaten; dieselbe repriisentirt also ein vierfach 
unendliches Werthgebiet, und die Blatter derselben kénnen durch ein doppelt 
unendliches, die Uebergangscurve, zusammenhiingen. 
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diesem Falle eine wirkliche Doppelebene nicht vorhanden, die Blatter 
hiatten keine Verbindung mit einander. 

Dagegen ist es méglich, dass die Gleichung (3) einen von den wu 
unabhingigen Factor m hat, und dass also identisch 


(4) M@—NQ—go 2 Pru m=. 


Es ist dann das System der Curven TT = 0 allein, welches der Geraden 
der einfachen Ebene entspricht. 


§ 2. 


Ueber die Curven, durch welche die eindeutige Beziehung 
vermittelt wird. 


Wir wollen jetzt den Schnitt einer Curve des Systems TT = 0 mit 
der Uebergangscurve untersuchen. In den Schnittpunkten ist Q = 0, 
also auch M=0. Bilden wir jetzt das Differential von (4): 


2MdM — 2NdN .2 —N?dQ = gdTI + Tldq, 
so haben wir fir T=—0, Q2=0, M=0: 
— N2dQ= gall, 


und es kénnen nun folgende Fiille eintreten: 

1. Man hat zugleich N= 0, mp = 0); d. h. einige dieser Schnitt- 
punkte fallen in einige der festen Schnittpunkte von mg = 0 mit Q = 0. 

2. Man hat mp =0, dQ = 0, d. h. einige Punkte ges Schnitt- 
punktsystems fallen in vielfache Punkte von 2 = 0, also abermals in 
feste Punkte. 

3. Man hat N=0, dIT=0. Entweder ist abermals » = 0, und 
man hat also feste vielfache Punkte von TT = 0 vor sich, oder es ist 
gm von Null verschieden. Auch wenn Q in hoherer Ordnung ver- 
schwindet, hat man feste Punkte vor sich, da doch vielfache Punkte 
von Q nur in endlicher Anzahl vorhanden sein kénnen. Es bleibt 
also nur der Fall zu untersuchen, wo @ endlich bleibt und Q in der 
ersten Ordnung verschwindet. Mag nun M in der wu’, N in der v' 
Ordpung verschwinden. Ist uw <v, so wird wegen der Gleichung 
(4) TT in diesen Punkten mit M?* proportional, hat also auf Q einen 
beweglichen 2ufachen Punkt. Ist dagegen u > v, so wird TT mit N?Q 
proportional, hat also einen 2v + 1fachen Punkt, dessen einer Zweig 
die Curve 2 =O beriihrt. Immer hat also T=—0O mit Q=O hier 
eine gerade Anzahl gemeinsamer Punkte. 

4. Man hat d2 =0, dT =0, also einen vielfachen Punkt von 
TT = 0 in einem vielfachen Punkte von Q = 0. 

5. Tritt keiner dieser Fille ein, so wird dTT mit dQ proportional, 
die Curven beriihren einander. 
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Fassen wir alles zusammen, so finden wir, dass die Schnittpunkte 
theils fest sind, theils Beriihrungspunkte, theils vielfache Punkte von 
TT = 0 von gerader Ordnung, welche auch mit Beriihrungspunkten 
vereinigt sein kénnen. 

Hieraus erkennt man, dass die Curven TT = 0 immer den Curven- 
schaaren angehéren miissen, welche die Curve Q = 0, abgesehen von 
festen Punkten, iiberall in Paaren zusammenfallender Punkte schneiden. 
Sind u,, w,...u, die Abel’schen Integrale erster Gattung, welche 
zu 2 == 0 gehéren, und bezieht sich das Summenzeichen auf Integrale, 
welche die beweglichen Schnittpunktpaare zu obern Grenzen haben, 
setzen wir dagegen v; fiir «; bei festen Schnittpunkten, so bestehen 
immer die Gleichungen 


(5) Zu) + zu =iP; , (s=1, 2...) 


wo die P; ein System von Periodicitiitsmoduln bezeichnen. Von den 
uw kénnen wiederholt einige (in den beweglichen vielfachen Punkten 
der TT = 0) zusammenfallen. 

Da ferner die Curven TT = durch stetige Aenderung der w in 
einander iibergehen, so miissen die Periodicitiitsmoduln P; fiir alle 
Curven des Systems dieselben sein. Die Curven TI = 0 gehiren also 
alle zu demselben System von Beriihrungscurven. 

Hilt man die Punkte fest, welche den Integralen o zugeordnet 
sind, so liefern die Gleichungen (5) im Allgemeinen 2?” Systeme von 
Beriihrungscurven, welche den 2?” Systemen von Periodicitaitsmoduln 
P;, zugeordnet sind., Die iibrigen Bedingungen, welche die Curven 
TT = 0 noch erfiillen miissen, werden es im Allgemeinen zur Folge 
haben, dass in einem dieser Systeme eine grdssere Anzahl von Sy- 
stemen TT = 0 existirt. Evxistiren aber solche Systeme TT = 0 in einem 
der Systeme von Beriihrungscurven, so miissen auch in allen andern 
Systemen solche existiren, die von einer Wurzel desselben irreducibeln 
Factors der zu (5) gehdrigen Theilungsgleichung abhiingen*). Und 
man hat also den Satz: 

Jede Zahl gleichberechtigter Arten, die Doppelebene, wenn es méglich 
ist, auf der einfachen Ebene abzubilden, ist gleich einem Multiplum des 
Grades, welchen ein ,gewisser irreducibler Factor einer Zweitheilungsglei- 
chung der zur Uebergangscurve gcehirigen Abel’ schen Functionen besitet. 

Durch diesen Satz sind eine Reihe von merkwiirdigen Gleichungen, 
welche sich bei der Abbildung von Flichen ergeben haben, auf eine 
gemeinsame Quelle, die Zweitheilung der Abel’schen Functionen, 
zuriickgefiihrt. 


*) Ueber die Art wie die Theilungsgleichung unter Umstiinden reducibel werden 
kann, vergl. auch meine Abhandlung iiber die Anwendung der Alel’schen Funct., 
Crelles Journal. Bd. 63. 

Mathematische Annalen ITI. , 4 
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§ 3. 
Fall, wo die Uebergangsecurve ein Kegelschnitt ist. 


Der einfachste Fall ist der, in welchem die Uebergangscurve Q = 0 
ein Kegelschnitt ist. Nehmen wir in diesem Falle in einem der beiden 
Blitter einen Punkt an; er ist durch y,°, y,°, y,° und das Vorzeichen 
von /Q° gegeben. Ich lege nun einen Kegelschnitt, welcher durch 
diesen Punkt geht und Q = 0 doppelt beriihrt; ist 


A = UY, + Yo + UgYy » A= Uy,° + Hy" + Uyy,", 
so die Gleichung einer solchen in der Form ausdriickbar: 
(1) A?Q° — A®?Q = 0), 
und das Vorzeichen von /Q ist fiir einen Punkt desselben durch die 
Gleichung 


(2) V2 — 4/2 =0 


bestimmt, so dass an jeder Stelle des Kegelschnitts (ausser in seinen 
Beriihrungspunkten mit Q =) derselbe sich nur auf einem Blatte be- 
findet. Die Abbildung der Doppelebene auf der einfachen geschieht 
durch Vergleichung der Formeln 
AYR — A YVQ =, U2, + M2, + 0,2, = 0, 

also indem man setzt: 

92, = 4 V2 — V2 
(3) 02, = Y,VW — y," VQ 

02; = y,/ 2° — y,°VQ. 

Die Curven (1) und (2) kénnen geraden Linien der einfachen Ebene 
entsprechen, indem zwei derselben einen ausgezeichneten beweglichen 
Schnittpunkt erhalten. Sind B, B° die Ausdriicke in welche A, A° 
iibergehen, wenn sich die « in v verwandeln, so schneiden sich die 
Kegelschnitte 

AQ’ — AP-Q—=0 , BQ — BQ =—0 

erstens im Punkte y’, 

zweitens in einem weitern Punkte fiir den A B* — BA® = 0, 

drittens in zwei Punkten fiir welchen A B° + BA® = 0. 

Die zweite entspricht dem Schnitt der Geraden wu, 2, + u, 2, + u, 2, =0 
und 0,2, + 0,2) + v;2, = 0 in der einfachen Ebene, indem fiir ihn auch 


VQ = A/S =F 
beiderseits denselben Werth hat. Dieser Schnittpunkt liegt auf der 
Geraden A B® — BA = 0, d. h. auf derjenigen Geraden, welcher den 
Punkt y’ mit dem Durchschnitte der Beriihrungssehnen A = 0, B = 0 
verbindet. 





0) 
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Ks giebt in diesem Falle nur eine Art solecher Abbildungen, welche 
durch Aenderung des Punkts y° stetig abgeiindert werden kénnen. Fasst 
man die Doppelebene als Projection einer Fliche 2' Ordnung von 
einem ausserhalb liegenden Punkt auf, so entspricht die Abbildung 
auf der einfachen Ebene einer Chasles’schen Abbildung, bei welcher 
der zu y” gehérige Punkt der Fliiche den Projectionspunkt bildet. — 
Es iindert sich nichts Wesentliches, wenn auch der Kegelschnitt Q = 0 
in zwei Gerade. zerfiillt. 


§ 4. 


Uebergangseurve yon der 4°" Ordnung. Eine Klasse von 
Beriihrungsecurven. 


Ich gehe jetzt zu dem Falle iiber, wo die Uebergangscurve von 
der 4'*" Ordnung ist, und werde ein System von Arten angeben, die 
Doppelebene auf einer einfachen abzubilden. Bezeichnen wir durch 
Yi, Y2» Ys; die Coordinaten eines Punktes (beziiglich Punktpaares) 
der Doppelebene. Nach Hesse kann man die Gleichung einer Curve 
4 Ordnung Q(y,¥.y;) = 0 auf 36 Arten in die Gestalt einer Deter- 
minante von 4 Reihen linearer Ausdriicke uw, =u; bringen (Hesse 
in Crelles Journal, Bd. 49): 


| a M1» 13 “14 
(1) Oi | ba U3 oq |, 
Us Uso U3 ts, | 
| Mee Ms May | 


Diesen 36 Factorenklassen von Q entsprechen 36 Schaaren von Curven 
3' Ordnung, deren jede die Curve Q = 0 in 6 Punkten beriihrt, und 
welche einem im Allgemeinen irreducibeln Factor 36'" Grades der 
Zweitheilungsgleichung zugeordnet sind (vergl. meine Abhandlung in 
Crelles Journal Bd. 63, p. 211). Die Gleichung des der Form (1) 


entsprechenden Systems von Beriihrungscurven ist 


| ty U2 M13 “14 % 
| May Ug2 Us Ug4 Gy 
(2) Dy, «) = | Uy, Uso Us Usy a, | =, 
U4) “42 43 M44 @, | 
a, ly Cs a, 0 | 


wobei die a@ willkiirliche Parameter bedeuten. 

In dieser Schaar giebt es 8 doppelt unendliche Schaaren, welche 
Doppelpunkte besitzen, und zwar so, dass in jedem beliebig gewiihlten 
Punkt y je eine Curve jeder dieser Schaar. einen Doppelpunkt hat. 

Um dieses einzusehen, gehen wir auf die Hesse’sche Interpre- 
tation der Gleichung (1) zuriick. Nach Hesse kann man die y als 


Parameter eines Systems 
4* 
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(3) Fly, X) = 2D ux XX, =O = Fy, + Fry, + Foys 
von Flichen zweiter Ordnung ansehen, welche dieselben 8 Schnitt- 
punkte haben. Die @ kann man als Coordinaten einer Ebene im Raum 
betrachten ; die Gleichung ® (y, «) = 0 stellt dann die Fliche F'(y, X) = 0 
in Ebenencoordinaten dar. 

Dass die Curve (2) in einem gegebenen Punkte b,, b,, b, einen 
Doppelpunkt habe, wird ausgedriickt durch die 3 Gleichungen: 


200, «) 20(b, «) 200, «) 
(4) es ee ee 





Sie geben 8 Werthsysteme der @, also 8 Beriihrungscurven, welche 
jene. Bedingung erfiillte. Aber die Werthe der « sind keine andern, 
als die 8 Werthsysteme, welche die Coordinaten der Tangentenebene der 
Fliche F'(b, X) =0 in den 8 gemeinsamen Punkten des Fliichensystems 
(3) annehmen. In der That, sei &,, §, &, &, ein solcher Schnittpunkt, 
also 

2% FiE, = 0 


unabhingig von den Werthen der y. Setzt man dann fiir die @ die 
Werthe 


(5) a, = WE, + UME, + UME, + wE,, 


und bezeichnet man durch Ux die Unterdeterminanten von Q, so ist 


~ 77 (o) ) 
0O0,a)  ——s_ OU ol @) 
Obm =o zs Bdm MER Ss 
a ZUQ ul 


dul? 
. z— db, Me + Z UD Bn, “bie 


Im ersten Gliede rechts hat 2; Uw) den Werth Q, wenn h = i, sonst 
den Werth Null; im zweiten Gliede ist 

z U® a; = 2 Ue) ul En = QE. 
Es ist also 


a, Q(b , eu 
= — FO Sa B+ QEs Ma 


= — 2© FeO, 2) +Q7GS _ 0, 


Die Gleichungen (4) sind also wirklich erfiillt. 

Man sieht hieraus, dass die 8 Schaaren von Beriihrungscurven 
mit Doppelpunkten véllig getrennt sind; die Parametersysteme ent- 
sprechen den Ebenenbiindeln, welche die 8 Schnittpunkte des Flichen- 
systems (3) zu Scheiteln haben. 





a let OO OS OC 


a ee 


i = «| 
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§ 5. 
Die Doppelebene wird fiir diesen Fall auf einem Strahlbiischel 
im Raum und dann auf einer einfachen Ebene abgebildet. 


Ich werde nun zeigen, wie mit Hiilfe jeder dieser Curvenschaaren 
die Abbildung der Doppelebene auf der einfachen geleistet wird, so dass 
in dieser Weise 8 . 36 = 288 gleichberechtigte Abbildungsarten existiren. 

Nach der Hesse’schen Interpretation entspricht einem Punkte y 
eine gewisse Fliiche 2" Ordnung, deren Parameter die y sind. Der 
Curve 4'*' Ordnung entspricht die Gesammtheit aller durch die 8 festen 
Punkte gelegten Kegel, deren Spitzen die (nicht durch die 8 Punkte 
gehende) Hesse’sche Raumeurve 6'* Ordnung bilden. Eine~ Beriih- 
rungseurve 3'*" Ordnung, ®(y, «) = 0 entspricht die Gesammtheit der 
Fliichen, welche eine gegebene Ebene « beriihren; einem der 8 Sy- 
steme mit Doppelpunkt entsprechen insbesondere die Schaaren von 
Flichensystemen, bei denen die feste Ebene « durch einen der 8 Punkte & 
geht, und dem Doppelpunkt b selbst entspricht jedesmal diejenige Fliche, 
welche die Ebene « im Punkte & selbst beriihrt. Der Biischel der 
Ebenen « ist den Doppelpunkten b durch die Formel (5) projectivisch 
zugeordnet. 

Betrachten wir nun zwei derselben Schaar angehoérige Beriihrungs- 
curven mit den Doppelpunkten 0b, b’. Ihnen entsprechen zwei Schaaren 
von Flichen 2'* Urdnung, welche durch die 8 Punkte gehen, und 
zwei durch € gehende Ebenen e@, «’ beriihren. Den Schnittpunkten 
der beiden Curven entsprechen diejenigen 9 Flichen, welche gleich- 
zeitig beide Ebenen « und « beriihren. Aber unter diesen zeichnet 
sich eine besonders aus; niamlich diejenige vollig bestimmte Fiche, 
welche durch die Schnittlinie der Ebenen «@, @ hindurchgeht. Man 
sieht also, dass die Schnittpunkte zweier mit Doppelpunkten begabten 
Beriihrungscurven P(y, «) = 0, P(y, «’) = 0 in einen einzelnen Punkt 
und in 8 andere zerfallen. 

Dieser einzelne Schnittpunkt y hat eine leicht zu definirende Lage 
Bemerken wir, dass jeder Geraden ein einfaches Biischel von Flichen 
2'er Ordnung entspricht. Der Geraden, welche die Doppelpunkte b, 0’ 
verbindet, entspricht ein solches, dessen Grundcurve durch die 8 Punkte 
und durch die Richtung der Tangente in einem dieser Punkte gegeben 
ist; diese Tangente, im Punkte &, ist die Schnittlinie der Ebenen a@, «’. 
Diesem Biischel gehért auch jene ausgezeichnete Fliiche an, welche 
diese Tangente ganz enthalt; der ihr entsprechende Punkt y muss 
also auf der Verbindungslinie b, b’ liegen. Und so haben wir den 
Satz: 

Wenn wir die Doppelpunkte zweier Beriihrungscurven derselben 
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Schaar verbinden, so geht die Verbindungslinie durch einen Schnitt- 
punkt der Curven. 

Es entspringt hieraus eine zweite Beziehung der durch den Punkt 
— gehenden Elementargebilde zu den Punkten y der Ebene. Vorhin 
war jedem Punkte der letztern, als Doppelpunkt } einer Curve der 
Schaar, eine Ebene « des Biindels & projectivisch zugeordnet. Jetzt 
ist es ein Strahl s des Biindels &, der Durchschnitt zweier Ebenen 
ae’, welcher dem Punkte y zugeordnet ist. Denn jeder solche Strahl 
bestimmt eine Fliche 2‘ Ordnung; und ihr entspricht ein bestimmter 
Punkt y. Construiren wir alle Ebenen durch s, so ist jeder eine 
Flaiche zugeordnet, welche dieselbe im Punkte & beriihrt, und dieser 
entspricht in der Ebene der Doppelpunkt } einer gewissen Beriihrungs- 
eurve. Alle solche Flichen bilden ein Biischel, welches, wie oben 
gezeigt, bestimmt ist; die zugehérigen Doppelpunkte 0b bilden also 
eine Gerade. Auf ihr liegt ein Punkt y, welcher der durch s gelegten 
Flache entspricht. In diesem Punkte schneiden sich also alle Beriih- 
rungscurven der betrachteten Schaar, welche auf der Geraden ihren 
Doppelpunkt haben. 

Wird aber so jedem Strahl s ein Punkt y eindeutig zugeordnet, 
so ist das Umgekehrte keineswegs der Fall. Denn einem Punkte y ent- 
spricht eine durch § gehende Fliche, und diese enthilt zwei Strahlen, 
s, %. dJdedem y entsprechen also zwei Strahlen, die durch — gehenden 
Erzeugenden der zugehirigen Fliiche, jedem Strahl s ein Punkt y. Nur 
dann fallen ss’ zusammen, wenn die Fliiche ein Kegel wird, also fiir 
Punkte der Curve 4 Ordnung. Das Biindel der Strahlen ss’ repré- 
sentirt also dic Zuriickfiihrung der Doppelebene mit einer Uebergangs- 
curve 4° Ordnung auf ein einfaches Gebilde. Wir erhalten die Abbil- 
dung auf einer einfachen Ebene, wenn wir das Strahlenbiindel mit einer 
beliebigen, nicht. durch & gehenden Ebene durchschneiden. 

Zugleich sieht man noch Folgendes. Das Biindel s ist dem System 
der Geraden bb’ projectivisch zugeordnet. Man kann also als Triiger 
der Abbildung auch die Doppelebene selbst ansehen, indem man ihre 
Geraden einerseits und ihre Punkie andrerseits betrachtet. Denn jedem 
Punkte y entsprechen zwei Gerade B (b0’), welche durch y gehen; 
dagegen jeder Geratlen #8 nur cin auf ihr liegender Punkt y. 


§ 6. 
Untersuchung der Abbildung. Den Geraden der Doppelebene 
entsprechen Curven 3 Ordnung mit 7 festen Punkten. 


Den Zusammenhang der auf einer beliebigen Ebene B durch das 
Strahlenbiindel s hervorgerufenen Abbildung mit der Doppelebene selbst 
untersuchen wir nun genauer. Einer Geraden in B entsprechen die 
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in einer Ebene « liegenden Strahlen s, also alle Flichen 2'' Ordnung, 
welche in § diese Ebene « beriihren, mithin eine Beriihrungscurve 
3 Ordnung; und umgekehrt, ist eine solche gegeben, so bedingt sie, 
jenachdem man sich in dem einen oder dem andern Blatte der Doppel- 
ebene bewegt, eine von zwei bestimmten Ebenen «, a’, welche von 
den zugehérigen Flichen 2'' Ordnung beriihrt wird; die Ebenen aa’ 
entstehen durch Bewegung der zu den Punkten der Beriihrungscurve 
gehérigen Strahlenpaare ss’. Hiner Geraden in B entspricht also eine 
Curve 3' Ordnung in der Doppelebene, und zwar immer nur in einem 
Blatt. 

Um nun zu finden, was einer Geraden der Doppelebene in B ent- 
spricht, miissen wir zuniichst bemerken, dass die Gerade im Allge- 
meinen in beiden Blittern ein zusammenhiingendes Gebilde darstellt*), 
dessen tibereinander liegende Theile algebraisch nicht getrennt werden 
kénnen. Dieser Geraden in ihrer Gesammtheit entspreche eine Curve 
ke Ordnung in B. Die Gerade der Doppelebene trifft die nur jedes- 
mal in einem Blatt zu nehmende Beriihrungscurve 3' Ordnung in 
3 Punkten; in ebenso vielen Punkten, den Bildern derselben, muss 
also die Curve i" Ordnung von dem Bilde der Beriihrungscurve, 
einer Geraden, getroffen werden. Man hat also k = 3. Den Geraden der 
Doppelebene entsprechen also in der einfachen Ebene Curven 3' Ordnung. 

Unter den Strahlen s giebt es 7 ausgezeichnete, die niimlich, 
welche von & nach den 7 andern festen Punkten des Biischels gehen. 
Sehen wir, was diesen entspricht. 

Legen wir durch einen dieser 7 Strahlen s eine Ebene «, so zer- 
fillt die Gesammtheit der sie beriihrenden Flichen 2'" Ordnung in 
zwei Theile. Denn s zusammen mit der durch die andern 6 festen 
Punkte gelegten Raumcurve 3'" Ordnung bildet die Axe eines Fliichen- 
biischels, von welchem jede Fliiche @ beriihrt. Aus der Curve 3!" 
Ordnung ®(y, «@) = 0 sondert sich also in diesem Falle eine diesem 
Flichenbiischel entsprechende Gerade ab; die Curve zerfallt in Gerade 
und Kegelschnitt. Variirt man «@, so findert sich nur der letztere. Das 
Zerfallen einer Beriihrungscurve kann auf zwei Arten geschehen; ent- 
weder zerfillt sie in Doppeltangente und Beriihrungskegelschnitt; oder 
in eine Tangente und einen Kegelschnitt , der durch die andern beiden 
Schnittpunkte der Tangente mit der Curve 4'* Ordnung geht, und 
dieselbe ausserdem 3mal beriihrt. Hier tritt, da der Kegelschnitt 
variiren kann, ohne dass die Gerade sich iindert, der erste Fall ein. 


*) Eine Curve stellt nur dann zwei getrennte Gebilde dar, je nachdem sie in 
einem oder dem andern Blatt verliiuft, wenn durch ihre Gleichung Va rational 
wird, Vgl. meine Abh. im 15. Bande der Abh. der Géttinger Gesellsch, d. Wiss. 
» liber die Abbildung einer Classe von Fliichen 5'* Ordnung.“ 
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Man erkennt dies auch auf anderm Wege. Kiner Geraden der 
Ebene, welche Trigerin der Doppelebene ist, entspricht nach der 
Hesse’schen Interpretation die Gesammtheit aller Fliichen, welche 
eine gewisse durch die 8 Punkte gehende Raumcurve 4'* Ordnung 
und 1'* Sp. zur Grundeurve haben. Den 4 Schnittpunkten der Ge- 
raden der Ebene mit der Curve 4'* Ordnung entsprechen die 4 Kegel, 
welche dieses Fliichenbiischel enthilt. Ist die Gerade Tangente der 
ebenen Curve 4'* Ordnung, so miissen zwei dieser Kegel zusammen- 
riicken, die Raumeurve 4'* Ordnung erhilt einen Doppelpunkt. Soll 
die Gerade aber Doppeltangente sein, so miissen zweimal zwei Kegel 
zusammenfallen, d. h. die Raumeurve 4'* Ordnung muss sich auflésen. 
Dies kann nun, da beliebig 8 Punkte derselben gegeben sind, nur so 
geschehen, dass sie in eine Gerade zerfallt, welche zwei der Punkte 
verbindet, und in eine Raumeurve 3'* Ordnung, welche durch die 6 
iibrigen geht. Ein Biischel mit solcher Grundecurve repriisentirt also 
eine Doppeltangente, wie oben. 

Die zwei der 8 Punkte verbindende Gerade wird von der Curve 
3‘ Ordnung in 2 Punkten getroffen, und diese sind Spitzen von Kegeln. 
Daher ergiebt sich beiliiufig, dass dic 28 Verbindungslinien der 8 Punkte 
Sehnen der Hesse’schen Curven 6'" Ordnung sind. 

Wenn die Beriihrungscurve auf diese Weise zerfillt, so liegt der 
Doppelpunkt } auf der Doppeltangente und riickt, wihrend der Be- 
riihrungskegelschnitt variirt, auf derselben fort. Betrachtet man zwei 
solcher Curven, welche dieselbe Doppeltangente enthalten, so ist die 
Linie B (vgl. § 5. am Ende) jedesmal dieselbe, niimlich die Doppeltangente 
selbst, und der ausgezeichnete Schnittpunkt y der Curven wird ein vollig 
unbestimmter Punkt der Doppeltangente. Dieser Geraden 6 entsprechen 
also unendlich viele Punkte y, niimlich alle Punkte der Doppeltangente ; 
also auch dem zugehérigen s. Und wir haben den Satz: 

Die 7 Strahlen, welche durch Verbindung von & mit den 7 andern 
festen entstehen, geben 7 Punkte in B, welche nicht Punkten der Doppel- 
ebene entsprechen, sondern welche die Bilder von gewissen 7 Doppel- 
tangenten sind. 

Aber nur fiir das eine Blatt gilt dies. Denn wihlen wir einen 
bestimmten Punkt y der Doppeltangente, so liefern seine Coordinaten 
eine bestimmte Fliiche 2'" Ordunung, deren Parameter sie sind. Diese 
hat in € zwei Erzeugende, und nur die eine derselben fallt mit der 
von § nach einem der 7 andern festen Punkte gezogenen Geraden 
zusammen. ' 

Jede andere in der Doppelebene gezogene Gerade trifft die Doppel- 
tangente auch in dem Blatt, wo diese durch einen Punkt abgebildet wird. 
Die entsprechenden 7 Punkte in B sind also allen Curven 3 Ordnung, 
welche Gerade abbilden, gemeinsam. 
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Kinem Punkt einer Doppeltangente, welche nicht zu jenen 7 ge- 
hort, entsprechen die durch § gehenden Erzeugenden einer Fliche in 
einem Biischel, dessen Axe die durch zwei andre der 8 Punkte gelegte 
Gerade g zusammen mit einer Curve 3'** Ordnung durch & und die 
5 iibrigen Punkte ist. Eine der Erzeugenden schneidet dann g, und 
die Abbildung dieser Doppeltangente in einem Blatt wird also durch 
die Projection der Geraden g, also durch die Verbindungslinie zweier 
der 7 festen Punkte von B dargestellt. 

Nach dem Obigen sind die 288 Abbildungsarten der Doppelebene 
7 Doppeltangenten zugeordnet, in der Weise, dass eine solche immer, 
soweit sie in einem Blatte liegt, durch einen Fundamentalpunkt ab- 
gebildet wird. Er ist nicht als neue Abbildung gezihlt, wenn man 
bei jeder Doppeltangente den im andern Blatt liegenden Theil durch 
einen Fundamentalpunkt abbilden wollte. Dies wiirde namlich nichts 
weiter bedeuten, als eine Vertauschung der Blatter der Doppelebene 
unter sich, wiihrend diese doch an und fiir sich unterschiedslos sind. 
Will man dies beriicksichtigen, so muss man die Anzahl der Abbil- 
dungen verdoppeln. 


§ 7. 


Beweis, dass jedes System von 7 Punkten der Ebene mit den 
durch sie gelegten Curven 3'° Ordnung die Abbildung einer 
solchen Doppelebene begriindet. 


Wir sind hier auf die Betrachtung eines Systems von ebenen 
Curven 3’ Ordnung mit 7 festen Punkten gefiihrt, welches die Abbil- 
dung der Doppelebene ist. Es ist leicht zu zeigen, dass jedes solche 
System alsderartige Abbildung aufgefasst werden kann; mit andern 
Worten, dass die 7 Fundamentalpunkte eine beliebige Lage haben. 
Sie entstehen aus 8 Punkten im Raume, welche die Grundpunkte eines 
Flichenbiindels zweiter Ordnung waren, und deren einer mit den 
7 iibrigen verbunden wurde; diese 7 Verbindungsstrahlen schnitten 
die Bildebene in jenen 7 Punkten. Es entsteht die Aufgabe, aus den 
7 Punkten von B wieder ein System von 8 Grundpunkten eines 
Flichenbiindels 2’ Ordnung abzuleiten, welches mit jenen 7 Punkten 
in dem gedachten Zusammenhang steht. Hierzu fiihrt folgende Unter- 
suchung. 

Jedem Punkt P in B ist ein anderer Q reciprok zugeordnet, indem 
P mit den 7 festen Punkten (R) ein Curvenbiischel 3' Ordnung be- 
stimmt, welches noch einen 9'" Punkt @ zum Grundpunkte hat. 
Wahlen wir nun einen beliebigen Punkt O im Raum, und verbinden 
ihn durch Gerade mit den Punkten R und einem Punktepaar PQ. 
Sodann legen wir eine Fliche 2’ Ordnung, welche die Strahlen O P, 
OQ ganz enthilt. Sie wird von den Strahlen OR in 7 Punkten ge- 
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schnitten (R’), welche zusammen mit O die 8 Grundpunkte eines Flichen- 
biischels 2‘ Ordnung bilden, und welche also die obige Aufgabe lésen. 
Denn da durch P, Q, und die R wnendlich viele Curven 3'" Ordnung 
gehen, so giebt es unendlich viele Kegel 3" Ordnung, welche O zur 
Spitze haben, und die Strahlen OP, OQ, so wie die 7 Strahlen OR 
enthalten. Jeder dieser Kegel schneidet die oben construirte Fliche 
2'er Ordnung in den Geraden O P, O@ und in einer Raumcurve 4" Ord- 
nung und 1'* Sp., welche durch O und die 7 Punkte R’ gehen. Diese 
8 Punkte sind also Grundpunkte eines auf der Fliiche liegenden Biischels 
von Raumeurven 4'** Ordnung und 1' Sp., und sind also auch die 
Grandpunkte eines Flachenbiindels, q. e. d. 

Betrachten wir nun irgend eine Fliiche dieses Biindels. Ihre beiden 
durch O gehenden Erzeugenden entsprechen einerseits zwei tiber ein- 
anderliegenden Punkten der Doppelebene, aber zugleich schneiden sie 
B in einem Punktepaar PY. Denn es giebt auf dieser Fliche wieder 
unendlich viele Curven 4" Ordnung und 1" Sp., welche die R’ und 
O zu Grundpunkten haben; jede der beiden von O ausgehenden Er- 
zeugenden werden von einer solchen Curve noch einmal getroffen. 
Projicirt man also die Curven 4‘ Ordnung von O aus auf die Ebene 
B, so gehen sie in ein Biischel von Curven 3' Ordnung iiber, deren 
Grundpunkte die R und die beiden Punkte sind, in welchen B von 
jenen Erzeugenden getroffen wird. Daher bilden diese letzten . ein 
Punktepaar PQ. 5 

Man sieht also, dass die Punktepuare PQ die Bilder der auf ein- 
anderliegenden Punkte der Doppelebene sind. 

Die Punkte PQ fallen zusammen, wenn sie einen Punkt der 
Uebergangscurve abbilden. In diesem Fall wird die Fliiche 2' Ord- 
nung ein Kegel, die Erzeugenden fallen in die Verbindungslinie der 
Kegelspitze mit O zusammen. Daher ist die Curve der zusammen- 
fallenden Punktepaare PQ nichts anderes als die Projection der Hesse’- 
schen Curve, also eine Curve 6'* Ordnung. Aber oben wurde gezeigt, 
dass die 7 Geraden OR’ Sehnen der Curve der Kegelspitzen seien. 
Daher hat die Projection die 7 Punkte R zu Doppelpunkten. Sie kann 
keine weitern haben, da sie eine eindeutige Abbildung einer Curve 
4'er Ordnung ist, und also p = 3 sein muss. Man hat also den Satz: 

Wenn 7 Punkte der Ebene gegeben sind, so giebt es wnendlich 
viele Biischel von Curven 3'* Ordnung, welche durch sie gehen und sich 
ausserdem in einem Punkte P beriihren. Der Ort der Punkte P ist 
eine Curve 6'*" Ordnung, welche die 7 Punkte zu Doppelpunkten hat. 

Der von O ausgehende Biischel von Strahlen war nach dem Friiheren 
den Geraden der urspriinglichen Ebene der y so zugeordnet, dass zwei 
durch O gehende Erzeugende einer Fliiche den Geraden £ f’ entsprachen, 
deren Schnittpunkt der zu jener Fliche gehérige Punkt y ist. Die 
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Punktepaare PQ sind also ebenso dem Geradenpaare 6 8’ projectivisch zu- 
geordnet, und es folgen daraus ohne weiteres folgende Sitze iiber Cur- 
ven 4‘ Ordnung : 


Betrachten wir eine der 288 doppelten endlichen Schaaren von Be- ~ 
riihrungscurven 3' Ordnung mit Doppelpunkt, welche eine gegebene 
Curve 4'*° Urdnung zulisst. Durch jeden Punkt der Ebene gehen dann 
zwei Gerade BB’, welche die Eigenschaft haben, dass y immer ein Schnitt- 
punkt zweier Curven des Systems ist, welche ihre Doppelpunkte auf einer 
solchen Geraden haben. Das System ist 7 Doppeltangenten t zugeord- 
net, welche Theile von Beriihrungscurven des Systems werden kinnen. 
Diese 7 Doppeltangenten bestimmen die Geradenpaare BB’ dadurch, 
dass die t und BB’ die gemeinsamen Tangenten eines Biischels von Cur- 
ven 3 Classe sind; wodurch jedem B ein B’ zugeordnet wird. ~Der 
geometrische Ort, welcher von den zusammenfallenden Paaren BB’ wm- 
hiillt wird, ist eine Curve 6'" Classe, welche die 7 Geraden t zu Dop- 
peltangenten hat. 

Da solchen 7 Tangenten ¢ nach dem Obigen 7 Linien im Raum 
entsprechen, welche einen der 8 Grundpunkte des Flichenbiindels mit 
den 7 andern verbinden, so liegen nach einem Satze von Hesse nie- 

mals die 6 Beriihrungspunkte von 3 der Doppeltangenten in einem 
Kegelschnitt; und diese Systeme von Tangenten sind die 8 . 36, welche 
auf solche Weise zusammengesetzt wentdion kénnen. 

“In dieser Form tritt die Verbindung hervor, in welcher diese Un- 
tersuchungen mit denen des Herrn Aronhold stehen (Berl. Monatsber. 
vom 18. Juli 1864), welche ein eben solches System von 7 Doppel- 
tangenten zum Ausgangspunkt nehmen. 


§ 8. 
Abhbildung der Flichen 3' Ordnung. 


Wenn man die Doppelebene aus der Projection einer Fliche 3'« 
Ordnung, von welcher ein Punkt der Projectionspunkt, ableitet, so 
erhilt man als Uebergangscurve eine Curve 4'** Ordnung; die Doppel- 
tangenten derselben sind immer in einem Blatte Bilder einer Geraden 
der Fliche; nur eine Doppeltangente ist statt dessen in einem Blatte 
Bild des Projectionspunktes. Da hierdurch die Blitter der Doppel- 
ebene wirklich unterschieden werden, so verdoppelt sich die Zahl der 
Abbildungen. Sie theilen sich in drei Classen, je nachdem unter den 
Fundamentalpunkten sich die Abbildung des Projectionspunktes befindet, 
oder das Bild der in der Doppe!ebene seinem Bilde zugeordneten Geraden, 
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derten Abbildungen, bei welchen ebene Schnitte sich durch Curven 
3'* Ordnung mit 6 festen Punkten abbilden. Denn jede Gerade der 
Doppelebene entspricht zugleich einem durch den Projectionspunkt 
gehenden ebenen Schnitte; und wenn dieser sich durch Curven 3! 
Ordnung mit 7 Fundamentalpunkten abbildet, so hat man nur den 
dem Projectionspunkte entsprechenden Fundamentalpunkt aufzugeben, 
um andere ebene Schnitte zu erhalten. Der hierdurch festgestellte 
Zusammenhang zwischen den Flaichen 3'* Orduung und den oberen 
Curven 4'* Ordnung ist genau derselbe, welchen Herr Geiser in sei- 
ner Note im 1. Bande der mathematischen Annalen behandelt hat. 
Die Gleichung 36'" Grades bleibt hier bestehen; aber jede der Glei- 
chungen 8'" Grades zerfallt in eine quadratische Gleichung und in eine 
vom 6'°° Grade; nur erstere liefert diese Art von Abbildungen. 

Die iibrigen 216 Abbildungen haben einen anderen Charakter. 
Bei ihnen tritt das Bild des Projectionspunktes nicht als Fundamen- 
talpunkt auf. Eine Gerade der Doppelebene entspricht also einem durch 
den Projectionspunkt gelegten ebenen Schnitt nur, wenn man das 
Bild des Projectionspunktes hinzufiigt. Daher ist auch als Bild eines 
ebenen Schnittes in der Ebene B nicht eine durch die 7 festen Punk- 
te gehende Curve 3' Ordnung fiir sich, sondern nur verbunden mit 
dem zu einer Linie ausgebreiteten Bilde jenes Punktes zu betrach- 
ten. Man erhialt also eine Abbildung der Fliche durch héhere Abbil- 
dungsfunctionen. 


§ 9. 
Die Flichon 4‘ Ordnung mit einer Doppelcurve de> Grades. 


Ist p = 0 die Ebene des Doppelkegelschnitts, und p= 0, « = 0, 
y = 0 ein Punkt dieses Kegelschnitts, so hat die Gleichung der Fliche 
der Form: 


(1) (2+ 9," —p’ (we +20,2-+ %)=0, 
WO 9, Po, YW, YW, UV, homogene Functionen von x, y, p sind, deren 
Ordnungen durch die Indices bezeichnet werden. Legt man von 
“z=0, y=0, p=O einen Tangentenkegel an die Fliche, so ist de- 
ren Gleichung: 

(2? — vp v*) (9. — v2 P*) — (M1 G2 — 1 PY? =, 
oder, nach Beseitigung des Factors — p?: 
(2) (D1? b, — 2 HY, Pz w + Pp” Vo) — p? (Wy ¥, — ¥,”) = O. 
Er ist von der 4' Ordnung. Die Projection der Fliche von dem 


Punkte «=0, y=0, p=O aus giebt also eine Doppelebene mit 
einer Uebergangscurve 4' Ordnung. 
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Die Beriihrungscurve des Tangentenkegels ist dann gegeben durch 
die Gleichungen 


(3) YP; (9, 2 + G.) —p? (2+ ¥,) = 0 
2 (9, 2+ GO.) —p? (¥, 2+ y,) = 0, 
aus welchen noch die Combination folgt 

(4) P2 (WH 2+ ¥)— HO, (2+) = 0. 


Um die Ordnung der Raumcurve zu bestimmen, schneiden wir sie mit 


der Ebene 
2=ax-+ by + cp. 


Die erste Gleichung (3) zusammen mit (4) bestimmt, wenn man diesen 
Werth von z einfiihrt, 6 Punkte; aber unter diesen sind die beiden 
durch die Gleichungen 
9, =9, %2—y,=9 

bestimmten abzusondern, da sie der zWeiten Gleichung (3) nicht ge- 
niigen. Die Beriihrungscurve ist also von der 4'°° Ordnung, und muss 
von der 1" Sp. sein, da die Gleichung (2) ihrer Projection keinen 
Doppelpunkt zeigt. 

In meiner Abhandlung im 69. Band des Crelle’schen Journals 
habe ich gezeigt, dass durch jeden Punkt der Fliche eine Schaar von 
Raumeurven 4' Ordnung und 1'" Sp. geht, welche diesen Punkt zum 
Doppelpunkt haben. LEine solche existirt auch fiir den Projections- 
punkt P (g =0 y=0 p=0), insofern er in dem einen Mantel der 
Fliche und ebenso insofern er im andern liegt. Zieht man die Curven 
des einen Systems, so geben sie von P aus projicirt Kegelschnitte, 
und die projicirenden Kegel treffen die Fliche noch immer in einer 
Raumcurve des 2'" Systems. Es ist also immer eine Curve des einen 
Systems mit einer des andern conjugirt, indem ihre Projectionen den- 
selben Kegelschnitt auf der Doppelebene geben, nur in verschiedenen 
Blaittern. 

Diese Kegelschnitte bilden eines der 63 Systeme von Beriihrungs- 
kegelschnitten fiir die Uebergangscurve. Sie sind leicht algebraisch 
auszudriicken; denn schreibt man die Gleichung (1) in der Form (mit 
w, multiplicirt) : 

(P2 Yo — Py V1)” — (PD? Yo — 91?) (He Yo — Hy”) = 9, 

so ist 

(5) (HW. Yo — Wy?) — 24 (G2 Yo — 1 Ys) + 4 (PD? YH — H,”) =O 

die Gleichung eines solchen Systems von Beriihrungskegelschnitten. 
Dass es das gesuchte ist, ergiebt fulgende Betrachtung. Die Gleichung 
(5) stellt zugleich die Gleichung eines Kegels 2‘ Ordnung dar. Schnei- 
det man ihn mit der Fliche (1), so findet man, dass diese in 2 qua- 
dratisghe Gleichung (1) rational lésbar wird, und man erhiilt: 
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(6) O= (G+ PV) Vb —P A) + (92 by + P H)- o 
Der Durchschnitt des Kegels mit der gegebenen Fliche wird also er- : 


setzt durch den Schnitt des Kegels mit zwei (fiir + /, und — /y,) be 
durch die obige Gleichung gegebene Flichen 2" Ordnung, welche Be 
durch P gehen. Die Schnitteurven sind aber zwei Curven 4'* Ord- 
nung und L'* Sp., welche P zum Doppelpunkte haben, was zu zei- 


in 

gen war. De 
In diesem System von Beriihrungscurven kommen 6 Paare von St 
Doppeltangenten vor, welche dann eine von den iibrigen Doppeltan- he 
genten der Curve 4'* Ordnung getrennte Gruppe bilden. Man erhiilt ps 
sie, indem man die Determinante des Kegelschnitts (5) gleich Null setzt. “a 
Kine Wurzel der Gleichung ist 4 = oo, denn in diesem Falle hat man 
aus (5) das Limienpear: Py fas 
(p V% + 1) (p Vb, Dt 9) =a 0, E} 

welches mit P verbunden die Tangentenebenen der Fliche in P liefert. + 
Dieses Linienpaar nimmt bei der Abbildung der F'liiche auf der Dop- od 
pelebene cine gewisse Ausnahmsstellung ein. Denken wir uns rechts él 


alles mit §, 1, €, den Coordinaten eines Punktes der Doppelebene, statt a 
mit zyp geschrieben, so kann man die Fliiche durch die folgenden | 


Abbildungsgleichungen ausdriicken : oi 
er =F (9, — wo) ,ey=nG'i—ve) , ep=— Kp" — He) Ge 
C= — (M192. — WE) + EV, 

wo 2 den mit &, 7, € geschriebenen linken Theil von z bedeutet. Fir Ve 

gy, =-+p/ ¥, verschwinden nun die Ausdriicke von x, y, p, der von ge 

z aber nur bei einem bestimmten Vorzeichen von Q, bei dem andern 

nicht. Daher stellt im letztern Falle die Doppeltangente nur den 

Punkt P selbst dar, und man sieht, dass diese Doppeltangenten in _ . 

je einem Blatt nur Bilder von P, im andern dann jedesmal die Bil- - Di 

der der Curven sind, in welchen die in P gelegten Tangentenebenen Si 

die Oberfliiche schneiden. ‘ 
Die 5 andern Paare von Doppeltangenten, welche in dem System 

(5) auftreten, kénnen, da man die 16 letzten Doppeltangenten in an- k 

drer Weise erhilt, nur herriihren von den Ebenen, die man aus P an a 

die 5 doppelt beriihrenden Kegel legen kann, welche die Oberfliiche . 

zulisst. Legt man von P die beiden Tangentenebenen an einen die- sy 

ser Kegel, so schneidet jede in zwei Kegelschnitten, die durch P gehen ne 


und daselbst die verschiedenen Mintel der Fliiche beriihren. Es. ge- 
hért immer ein Kegelschnitt einer solchen Ebene der einen, der andere (1 
der andern von zwei conjugirten Schaaren an; und da jeder Kegelschnitt 
einer Schaar von jedem der conjugirten in 2 Punkten getroffen wird, wo 
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so bildet immer ein Kegelschnitt der einen Tangentenebene mit einem 
der andern eine uneigentliche Raumcurve 4'* Ordnung und 1'* Sp., 
die 4 Kegelschnitte zusammen also einen besondern Fall in dem oben 
beschriebenen Systeme von Raumcurven 4'" Ordnung, welche sich als 
Beriihrungskegelschnitte projiciren. 

Die 16 andern Doppeltangenten der Uebergangscurve erhiilt man, 
indem man von P Ebenen durch die 16 Geraden der Fliiche legt. 
Den von P gelegten Tangentenkegel trifft eine soleche Ebene in vier 
Strahlen; aber wo die entsprechende Gerade der Fliiche dem Kegel be- 
gegnet, muss sie in der Tangentenebene der Fliiche, also auch des Ke- 
gels liegen, und die vier Strahlen miissen sich also paarweise verei- 
nigen, so dass man in der Projection eine Doppeltangente erhiilt. 

.Will man nun die so charakterisirte Doppelebene auf einer ein- 
fachen abbilden, so sind dabei als Fundamentalpunkte der einfachen 
Ebene die Bilder von 7 Doppeltangenten (jede nur in einem Blatt ge- 
nommen) zu Grunde zu legen, von denen nicht 3 ihre Beriihrungs- 
punkte auf einem Kegelschnitt haben. Wihlen wir zu zweien der- 
selben diejenigen Doppeltangenten, welche in je einem Blatte Bilder 
von P sind, und zwar auch in dem Blatte, in welchem sie diese 
Kigenschaft besitzen, so kénnen die iibrigen nicht mehr unter den 
5 Paaren gewihlt werden, die in demselben System von Beriihrungs- 
schnitten auftreten; die 3 andern miissen also Bilder von 5 der 16 
Geraden sein. Man wird so auf die 40 Abbildungen gefiihrt, welche 
ich im 69. Bande des Crelle’schen Journals gegeben habe, und wel- 
che Herr Geiser mit den Abbildungen der Flichen 3'* Ordnung in 
Verbindung gesetzt hat. Kine solche Verbindung ist hier durch die 
gemeinsamé Quelle beider Abbildungen gegeben. 


§ 10. 


Die Flichen 4 Ordnung mit einer Doppeleurve 2" Grades. 
Sie werden zuriickgefihrt auf cine Doppelebene mit einer Ueber- 
gangscurve 6'" Grades, welche einen 4 fachen Punkt besitzt. 


Die Fliche 4' Ordnung mit einer Doppelcurve ersten Grades 
kann man ebenfalls auf eine Doppelebene projiciren, indem man einen 
Punkt der Doppelcurve als Ausgangspunkt wihlt. Die Doppelgerade 
sei durch a = 9, y =O gegeben, p = 0 sei eine Ebene, welche durch 
das Projectionscentrum, aber nicht durch die ganze Doppelgerade geht. 
Die Gleichung der Fliache ist dann von der Form: 


(1) (uy 2+ 2uy2+ um) eP+2(y2+29,2+%) ry 
+(wm2+2w,2+u,)y¥=0, 


wo die w, v, w homogene Functionen von «, y, p sind, deren jedes- 
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malige Ordnung der Index angiebt. Man kann daher die Fliche durch 
die folgenden Gleichungen darstellen, bei denen rechts immer statt 
azyp die Argumente §€ gesetzt werden: 


or =F (my +254 + v7) 
@) ey=n (uy P+ 254 + w 7) 

eop=F (mo +2%Fn+ wy 7) 
g2=— (um P+ 20,84+ 0, 7) +/2, wo 
WELZ EVp wm wy E+ 2r, Ey + ~, 7”) 
uP +20,8y+, 7° Uy B+ 2v,6 y + w, 9) 


Die Gleichungen (2) stellen die Abbildung der Fliiche auf der 
Doppelebene dar, welche eine beliebige von « = 0, y = 0, p =O ver- 
schiedene Ebene sein kann und in welcher &, 4, € die Coordinaten 
der aus der Projection von xyzp entstehenden Punkte sind. Die Ueber- 
gangscurve ist 2 =, eine Curve 6'* Ordnung mit einem 4 fachen 
Punkte bei § = 0, 7 = 0. 

Die Aufgabe, auf welche man hier gefiihrt wird, ist also die Ab- 
bildung einer Doppelebene, deren Uebergangscurve eine Curve 6 Ord- 
nung mit einem 4 fachen Punkte ist. Man lost diese Aufgabe folgen- 
dermassen. 

Durch den 4fachen Punkt P von Q = 0 kann man Kegelschnitte 
legen, welche die Curve iiberall beriihren, wo sie dieselbe ausser P noch 
treffen, also in 4 Punkten. Sind uw, uw, wi, wi (@=1, 2, 3, 4) 
die Integrale erster Gattung, welche den Beriihrungspunkten zuge- 
héren, a, a, a®, a die, welche den hier in P vereinigten Punk- 


(3) Q=— 





ten der Curve entsprechen, endlich y; gewisse Constante, so sind die 
Beriihrungspunkte der Kegelschnitte bestimmt durch die Gleichungen 


(4) 2DuH 4+ DoH —2y, (i= 1, 2, 3, 4). 
k k 


Die Constanten y; bestimmt man, indem man das A bel’sche Theorem 
fiir die Schnittpunkte irgend einer Curve zweiter Ordnung mit Q=0 
aufstellt, z. B. fiir eine doppelt gerechnete Tangente, welche sich von 
P an Q = 0 ziehen lisst. Fiir diese sei a das dem Beriihrungspunkt 
entsprechende Integral; man hat 


(5) Fw 4+ 2a,=7,; 
A 
daher verwandelt sich (4) in 
2 au =4a,+ = vo), 


und die einzelnen Berthvengshegelachuitie bestimmen sich daher aus 
den Gleichungen 





aa taz_, 


“~, 


woon™  -™ & TF 


\ew 


rr ww 
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(6) EuP =2a,+ FP +4, 


wo die P; ein System von Periodicititsmoduln bedeuten. Ls giebt 
mithin 22? = 28 = 256 solcher Beriihrungskegelschnitte. 

Fixiren wir einen derselben, K 0. Durch seine 4 Beriihrungs- 
punkte legen wir nun eine Curve 3'* Ordnung LZ =O, welche in P 
einen Doppelpunkt hat, und deswegen noch 2 willkiirliche Parameter 
enthilt. Die Curve Q — L? = 0 hat mit K = 0 die Beriihrungspunkte . 
gemein, und hat einen 4 fachen Punkt in P. Bestimmt man also 
c, a. h. die absoluten Werthe der Coefficienten von L so, dass 2 —c L? 
= 0 noch einen weitern Punkt mit K=O gemein hat, so muss 
jene Curve den Kegelschnitt ganz enthalten; und indem man also die 
absoluten Werthe der Coefficienten von L gehérig bestimmt denkt, 
kann man der Curvengleichung 2 = 0 immer die Form geben: 


(7) Q=I1?—KM=0, 


wo M=O eine Curve 4 Ordnung ist, welche P zum dreifachen 
Punkt hat, und Q = 0 in 6 Punkten beriihrt. 

Es ist nun leicht auch das ganze System von Curven L, M an- 
zugeben, welches hier auftritt. Ist niimlich m ein linearer Ausdruek 
in, §, 7, also m =O eine durch den Punkt P gehende Gerade, so hat 
man auch 

Q=(L+mKy— K(M+2mL+ mK). 
Die zusammengehérigen Systeme der Curven L, M sind also 
durch die Gleichungen: 
L’=L+mK=0 
(8) : M —=M+2mL+mK=0 
ausgedriickt, welche die Coefficienten von m zu Parametern hat. 

Geometrisch ist das System L’ = 0 so zu definiren, dass es alle 
Biischel von Curven 3' Ordnung mit Doppelpunkten in P. enthilt, 
welche durch eine derselben (I = 0) einerseits; und die Combination 
von K mit einer beliebigen durch P gezogenen Geraden (m = 0) an- 
drerseits , bestimmt sind. 

Wir betrachten nun die Curven M’ = 0 genauer. Zwei derselben 


: M =M+2mL+m?K=0 
(9) M’=M4+2ypL+pyxK=0 


schneiden sich ausser P noch in 7 Punkten; von diesen aber bestimmt 
sich einer rational, nimlich der Schnittpunkt, in welchem beide Cur- 
ven sich mit der durch ihren gemeinsamen 3 fachen Punkt gezogenen 
Geraden 

(10) m—e=Q 
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treffen. Hiedurch wird das System der Curven M’ = 0, welche zwei 
Parameter enthalten , welche ferner in P einen dreifachen Punkt haben, 
also dem Geschlecht p = angehiren, befiihigt die Abbildung der Dop- 
pelebene auf einer einfachen zu vermitteln und den Geraden der einfa- 
chen Ebene zu entsprechen. 

Setzt man nimlich m= a &-+ £7, so hat man fir M’ —0: 


(11) VQ=L+ (a+ fy) K 
und man hat-also zum Uebergange von der Doppelebene zur einfachen 
die Formeln (vgl. 1. § 1.): 
oX=—tK 
(12) eY¥=1K 
e@ Z=L—Y/y2Q. 
Jedem &, 7, € entsprechen zwei X YZ, jedem X YZ aber, wenn 
Z+aX+6 Y=0 
Z+aX+ fp Y=0 
zwei durch X, Y, Z gehende Gerade sind, der isolirte Schnittpunkt 
der Curven be 
‘i L+(@&+6yK—-/@=0 
L +(e &+6'1) K—y2=0, 
von welchem oben die Rede war. Denn es folgt, da /Q hier beide 
mal dasselbe Zeichen haben muss, 


[(@&§+Bn)—(@ +6 y)|K=0 
Verschwindet der erste Factor hier, also ist K von Null verschieden, 
so kann man die Gleichungen (13) durch die eine Gleichung 


O=M+2@E+6 yL+@b+6 7K 
=M+2(@ E+ py) L+@'b+h ny K 
ersetzen, und man erhilt den oben gedachten Punkt. 
Was K = 0 angeht, so nehmen die Punkte dieses Kegelschnitts 


eine gesonderte Stellung ein. Fiir K = 0 ist entweder L = /Q oder 


L=— YQ. In dem Blatte, wo das zweite eintritt, hat man X = 0, 
Y =O; der Kegelschnitt K=O, soweit er in diesem Blatt liegt, 
wird also durch einen Punkt abgebildet. Dagegen wenn K = 0 und 


zugleich L=jQ, kann man die Gleichungen (12) durch folgende ersetzen: 
—tkK wy ae 8, 
oX=E§K, 9 Y=—7K, eZ L+yo~ L+ya’ 
oder durch a es 
6Y=—§(L+/Q), 6Y¥=y7(L+/Q), o6Z=—NM, 
woraus die fir K=0,/Q = L, wird: 
(14) oX=2éEL, 6Y=2,1L, oZ= M. 
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Nun ist 
K=K,¢+K, 
(14) L = L, e+ L, 
M=M,f+ M,, 


wo die K;, LZ; homogene Functionen von &, y sind, deren Ordnung 
der Index anzeigt. Eliminirt man also € mit Hilfe von K = 0, so 
erhalt man aus (14): 

oX=—2§(L, K,—L, K,) 
(15) 6 Y—2n(L, K,—L, K,) 

6Z= M, K,— M, K,, 
die Gleichungen einer Curve 5'" Ordnung vom Geschlechte p = 0, 
welche das Bild des Kegelschnitts K=O ist, sofern derselbe dem 


andern Blatte der Doppelebene angehiért. Diese Curve hat einen 4 fa- 
chen Punkt X =0, Y =O; denn es wird X =0, Y =O, sobald 


L, K, — L, K, =0, 
was fiir 4 Werthe von = geschieht. Dieser 4 fache Punkt liefert in der 


That die néthige Erniedrigung von p. 
Einer Geraden der einfachen Ebene entspricht die Curve 4'' Ord- 
nung (11) oder 


(16) M=M42(e§4+hy)L+@t+ pur K=O, 


und zwar nur in einem Blatte, indem nach (11) zugleich 


VQ=L+(wé+hy)K. 
Im andern Blatte stellt JZ’ =O eine Curve vor, welche nach (12) 
durch die Gleichungen ‘ 


oX=EK , oY =—7K , e4=—2L+ (8+ fy) K 
gegeben ist, wenn man wieder € mit Hiilfe von (16) eliminirt, also 
durch die Gleichungen : 


ies =€ { (M, K,—M; K,) + 2(@&+ By) (L, K,—L,K,)} 
(17) jeY=y { (M,K, —M,K,) + 2(«§+6y) (L;, K,—L, K,)} 
loz = (a& + By) (M,K, — M;K,) + 2(M, L, — M; Ls); 


sie stellen eine Curve 6'*" Ordnung dar, welche X=0O, Y =O zum 
. 5 fachen Punkte hat. 

Kine Gerade. der Doppelebene stellt ein zusammenhingendes Ge- 
bilde dar, und schneidet also die Curve M’ = 0 in demjenigen Blatte, 
in welchem sie eine Gerade der einfachen Ebene darstellt, 4 mal. Daher 
muss einer Geraden der Doppelebene auch eine Curve 4' Ordnung in 
der einfachen entsprechen, welche mit der zu 1’ = 0 gehérigen Gera- 
den sich in 4 Pankten trifft. 


h* 
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§ 11. 
Umkehrung der Abbildungsgleichung fiir diesen Fall. 


Es ist leicht die Formeln fiir die Umkehrung der Abbildung auf- 
zustellen. Bezeichnet man durch K, A, M das, was aus K, L, M 
wird, wenn man darin statt der &, 7, € die X, Y, Z setzt, so hat 
man aus (12): 

(18) &=—oX, y7=6Y, 9 = 6° (K,f — oK,). 
Aus der 3'" Gleichung (12) aber, welcher man die Form 
oe? Z?7—20ZL+ KM=0 
geben kann, folgt dann 
Z* (K, E+ 6K,) —2Z(A,€+6A;) + (M,E+6M,) =O, 


oder 
Z2K,—2Z 
(19) $= — ORRIN M, 
Man kann also diesen Umkehrungsgleichungen die Form geben: 
{ e§ = X (ZK, —2ZA,+ M;) 
(20) ) on=Y (ZK, —2ZA,+M,) 
| es ——(@K,— 220, + M) 

Die Gleichungen (20) zeigen, dass in der That den Geraden der 
Doppelebene Curven 4'* Ordnung entsprechen, niimlich das System 
(21) (uX + v Y) (Z*K, —2ZA, + M;)—w (Z? K,—2ZA,-+-M,) = 0. 
Die Curven dieses Systems haben in X—0O, Y =O einen festen 
Doppelpunkt, und haben ausserdem die Punkte gemein, in denen die 
Curven 
99 caer tee ce 
(22) BK, —2Z A, +M, =0 
sich noch treffen. Das System ist durch diese Higenschaften vollkom- 


men charakterisirt. 
Fiir die 10 einfachen Fundamentalpunkte hat man die Gleichung 


10'" Grades zur Bestimmung von —F 


(23) (K, My — Ky M3)? — 4 (K, A; — K, A,) (A, My — A; Ms) = 0; 
alle diese Punkte sowie der Punkt X —0, Y =O (der doppelte Fun- 
damentalpunkt der Abbildung) liegen auf der Curve 3' Ordnung 
(24) N=7K,—2ZA,+M,=0, 
welche nach (20) das Bild des einfachen Punkts §—0, 7 =O der 
Uebergangseurve ist. 

Bildet man die Ausdriicke K, L, M mit Hiilfe der Gleichungen 
(18), (19), so erhalt man, indem der Kiirze wegen 
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a=A,M,—A,M, 
(25) 2b = K, M, — K, M, 
c= A, K, —A, K 
gesetzt wird: gia i 
| K= Y (cZ+d) 
(26) L= < (2a) 
| M=—"< (bZ22+4a2); 
daher wird aus (9), (11): 
27) M=—"*(Z4+aX+pY)fa+b(Z—aX—6 Y) 
—cZ(aX+ BY)} 
28) Vl=VLi-MK=+ (a+ 20Z+4cZ%) 
ay. oe 
=+ 5/2 Xj az 
zs 6 Mf 


Die Gleichung (28) liefert das Bild der Uebergangscurve; eine 
Curve 6'* Ordnung, welche X =0, Y =O zum 4 fachen Punkte hat, 
analog der Uebergangscurve selbst. Durch die 10 einfachen Funda- 
mentalpunkte geht die Curve hindurch, denn aus (22) folgt fiir diese 
(29) Z2?>:Z:1=a:—bDi:e, 
wihrend durch die Bezeichnung (25) sich (23) in 
(30) . ac—l?=0 
verwandelt. Eben darin aber geht auch die Determinante (28) durch 
die Gleichungen (9) iiber, und wird also fiir die Fundamentalpunkte 
erfiillt. 

Die Gleichung (27) lehrt, wie die Beriihrungscurven M’ = 0, als 
in dem einen Blatt enthalten, sich durch Gerade, als im andern ent- 
halten sich durch Curven G'*" Ordnung abbilden, mit 5 fachem Punkte 
in X =0, Y =O, wie auch (15) zeigte. Aus (29) sieht man, dass 
sie durch die Fundamentalpunkte gehen. 

Der Kegelschnitt K —0O geht in ¢ Z+ b =O itber, eine Curve 
5 Ordnung mit 4 fachem Punkte in X —0, Y = 0; es ist die Curve 
(17). Auch sie geht wegen (29), (30) durch die Fundamentalpunkte. 

Dass dem Kegelschnitte K, sofern derselbe in dem andern Blatte 
liegt, der Punkt X —0, Y =O entspricht, ist schon oben gezeigt 
worden. Den 10 einfachen Fundamentalpunkten entsprechen nach den 
allgemeinen Principien der Abbildungstheorie gerade Linien, welche 
auf der Doppelebene, immer nur in einem Blatte, liegen. Ihren im 
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andern Blatte liegenden Ergiinzungen entsprechen die Verbindungs- 
linien des Punktes X=—0, Y=O mit dem zugehérigen einfachen Fun- 
damentalpunkte. Jeder durch § =0, y» =O gehenden Geraden der 
Doppelebene entspricht nimlich eine solche, welche durch X = 0, 
Y =O geht, zusammen mit der Curve N=0O, dem Bilde des 4 fa- 
chen Punktes der Uebergangscurve. Aber die durch § 2. gehende 
Gerade hort auf in beiden Blittern der Doppelebene ein zusammen- 
hiingendes Gebilde darzustellen, sobald sie zur Tangente der Ueber- 
gangscurve wird. Die 10 von &, y an die Uebergangscurve zu ziehen- 
den Tangenten erhilt man aus dem Verschwinden der nach £ genom- 
menen Discriminante der Uebergangscurve, also, da 
Q—= (L, 6+ L;)? — (MN; § + M,) (K, §+ K,) 

ist, aus der Gleichung: 

(K, M, — K, M;)’ — 4 (K, L, — K, L,) (L, M, — M, L;) = 9. 
Durch (18) geht diese in (23) iiber; den Tangenten entsprechen also 
die von X =0, Y =O nach den 10 Fundamentalpunkten gezogenen 
Geraden, zusammen mit diesen Fundamentalpunkten selbst. 

Die 256 verschiedenen Abbildungen, welche den verschiedenen 
Kegelschnitten K zugeordnet werden, sind also auch diesen Tangenten 
der Uebergangscurve in gewissem Sinne zugeordnet; die verschiedenen 
Abbildungen unterscheiden sich nur dadurch von einander, dass die 
den beiden Blittern angehérigen Theile der Tangente verschieden auf 
Punkte und Gerade der einfachen Ebene vertheilt sind. Dabei ist es 
als keine neue Abbildung zn rechnen, wenn in dieser Beziehung 
alle in den Tangenten vereinigten Paare ihre Rollen gewechselt haben ; 
dies involvirt nur eine Vertauschung der an und fiir sich unterschieds- 
losen Blatter, der Doppelebene, deren Beriicksichtigung iiberhaupt 
immer eine Verdoppelung der Zahl der Abbildungen liefern wiirde. 
Nimmt man die verdoppelte Zahl 2°, so sieht man, dass von 9 der 
Tangenten ‘es beliebig sein muss, in welchem Blatte sie genommen 
werden, bei der zehnten aber nicht mehr. 

Wenn man nur auf die Fliche 4’ Ordnung mit einer Doppel- 
curve 2'" Grades zuriickgeht, wie sie durch die Gleichungen (1), (2), 
(3) § 10. dargestellt wird, so sieht man, dass in diesem Falle durch 
die Gleichung 

my 8 + 2v, Ey + wy? = 0 


zwei der 10 Tangenten, welche man von §=0, »=0 an Q=0O 
ziehen kann, gegeben sind, und zwar so, dass sie in einem Blatte 
dem Punkte s=0, y=0, p=0O, dem Projectionspunkte, entspre- 
chen. In diesem Falle sind also die Bliitter getrennt. Unter den 2° 
Abbildungen sind aber diejenigen die niedrigsten zur Abbildung der 
Fliche, bei welcher der Projectionspunkt sich durch 2 Punkte abbildet, 
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wo also die beiden genannten Tangenten, und zwar jedesmal in dem 
Blatte, wo sie den Projectionspunkt darstellen, Fundamentalpunkten 
zugeordnet werden. Dies giebt die 2’ = 128 Abbildungen, welche ich 
im ersten Bande der Annalen untersucht habe. 


§ 12. 
Flichen 5 Ordnung mit einer Doppelcurve 4'" Grades. 


Die Theorie der Flichen 5'* Ordnung mit einer Doppelcurve 4" 
Grades habe ich im 15'" Bande der Abhandlungen der Gesellschaft 
der Wissensch. zu Gottingen gegeben, und zwar gerade indem ich die 
Fliche zunichst auf eine Doppelebene projicirte. Ich kann mich da- 
her hier kiirzer fassen, indem ich mich auf die gedachte Abhandlung 
beziehe. 

Wenn eine Fliiche 5'* Ordnung, ohne geradlinig zu sein, eine 
Doppeleurve 4'" Grades enthalten soll, so muss diese von der 1" Sp. 
sein. Die Fiiche enthilt dann einen ausgezeichneten Punkt TT, wel- 
chen ich die Kegelspitze nenne. Jede Gerade, welche von TT ausgeht, 
trifft die Fliche in 4 Punkten, welche zwei Paare bilden; diese Paare 
eehdren zwei Kegelschnitten einer Schaar an, welche ganz auf der 
Fliiche liegt und diese bildet. Die Ebenen der Kegelschnitte umhiillen 
einen Kegel, dessen Spitze TT ist; sie sind doppelt beriihrende Ebenen 
der Fliche 

Wenn man nun zu TT und den Punkten eines solchen Paares den 
4's harmonischen Punkt TT’ sucht, so bilden die Punkte TT’ eine gerad- 
linige Fliiche 3'" Grades. Bildet man sie auf einer Ebene ab, was 
bekanntlich im Wesentlichen nur auf eine Weise geschieht, so ist zu- 
gleich die Fliiche 5'* Ordnung auf einer Doppelebene abgebildet, in- 
dem jedem Punkte TT’ ein Punktpaar der gegebenen Fliiche zugeord- 
net ist. Die Formeln fiir diese Abbildung werden: 





oxr=nt W 
(1) Sedna aii 
oz = W 
ot =— V+ /V?— UW. 


Dabei ist x = 0, y=0, 2 =O die Kegelspitze, t = 0 eine be- 
liebige nicht durch sie gehende Ebene; es sind insbesondere x = 0, 
z = 0 “zwei Tangentenebenen des gedachten Kegels, y = 0 die Ebene, 
welche ihre Beriihrungsseiten verbindet. W ist eine homogene Function 
l' Ordnung von &, 4, V und U sind Functionen 3'* und 5' Ord- 
nung, welche 4 beziehungsweise nur quadratisch und cubisch, § linear 
und quadratisch enthalten. 
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Die Kegelschnitte der Schaar bilden sich als die durch § = 0, 
4 = 0 gehenden Geraden ab, welche immer in dem Blatt zu nehmen 
sind, wo sie das Bild der Kegelspitze nicht schneiden. Diese selbst 
ist in einem Blatte durch W = 0 abgebildet, eine ausgezeichnete durch 
—=—0, y»=O0 an die Uebergangscurve gelegte Tangente, wihrend 
W =O im andern Blatte die durch die Kegelspitze gehenden Kegel- 
schnitte der Schaar repriisentirt. Der in der Ebene 7 = 0 liegende 
Kegelschnitt ist willkiirlich ausgezeichnet, und bildet sich durch den 
Punkt §=0, €=0O ab; § =O aber stellt je nach dem Blatte der 
Doppelebene , in welchem man es nimmt, einen der beiden Punkte die- 
ses Kegelschnitts dar, welche auf der durch seine Ebene bestimmten 
Beriihrungsseite des Kegels liegen (y = 0, € = 0). Der Punkt § = 0, 
y =O endlich reprisentirt die Curve 3'* Ordnung, in welcher die 
Flaiche 5' Ordnung von der Ebene z =O ausserdem noch geschnit- 
ten wird. 

Die Uebergangscurve entspricht der Beriihrungscurve des von der 
Kegelspitze aus an die Fliche gelegten einfachen Tangentenkegels. 
Sie ist von der 6'*" Ordnung, mit einem 4 fachen Punkte P bei § —0, 
y = 0, und einem Doppelpunkt Q bei § = 0, € =O, und ist also ein 
besonderer Fall der im Vorigen betrachteten. Lassen wir fiir den 
Augenblick die Beziehungen der Doppelebene zu der Fliiche ganz bei 
Seite, und betrachten nur die Modificationen, welche die im Vorigen 
geschilderte Abbildung der Doppelebene in dem vorliegenden Falle 
erfahrt. 

An Stelle der Kegelschnitte K —0O, welche durch die 4 fachen 
Punkte gingen und 2 = 0 in 4 Punkten beriihrten, treten hier Kegel- 
schnitte K—0,; welche durch P und Q gehen, und welche Q = 0 
noch in 3 Punkten beriihren. Ihre Zahl ist 2” = 64. Auch die Zahl 
der von P an Q=0O zu ziehenden Tangenten vermindert sich um 2, 
so dass nur 8 iibrig bleiben. 

Durch die Beriihrungspunkte eines der 64 Kegelschnitte K = 0 
und durch P, Q legen wir jetzt die Schaar von Curven 3'* Ordnung 
L’ =0, welche P zum Doppelpunkt hat. Ist LZ = 0 eine derselben, 
so hat man 


Q=L?—-KM=L*—KM, 
wo 


L=L+mk, M=M+2mL+m?K. 
Die Curven M’ = 0 haben P zum dreifachen Punkt, gehen durch Q, 
und beriihren 2 = 0 noch in 5 Punkten. 
Sehen wir nun, welche Modificationen die Formeln des § 10. und 
11. erleiden. Ks miissen die Ausdriicke K, L, M hier fiir Q, d. h. 
fir § = 0, =O verschwinden; an Stelle der Gleichungen (14) tre- 
ten also folgende: 
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K=K,§+K,'5 
(2) L=L,€+L,& 
| w= mM, 6+ My é, 
wo die K, K’ etc. homogene Functionen von &, y sind, deren Ord- 
nung der Index ergiebt. Wiihrend also die directen Formeln fiir die 
Abbildung auf der einfachen Ebene (12. p. 66) jetzt lauten: 
| o X=§ (K,&+ K;’ &) 
(3) , 9 Y= (K, 6+ K,'§) 
0Z=(L,§+ L, §) -—/yQ, wo 
(4) 2=(L,6+ L,' &)* — (Ky § + Ky’ &) (A, & + MM,’ &), 
so werden die umgekehrten : 
[ef =X(Z7K,—2ZA, +M,) 
(5) eoy= Y(Z*K,—2ZA, +M;) 
| of =Z (Z°K,—2ZA/+My), 
wo wieder K, K’ etc. die Ausdriicke bedeuten, in welche K, K’ ete. 
iibergehen , wenn darin &, » durch X, Y ersetzt werden. 

In der einfachen Ebene existiren auch hier ausser dem doppelten 
Fundamentalpunkte X = 0, Y =O, noch 10 einfache, aber dieselben 
haben hier eine besondere Lage. Zwei derselben sind die Schnitte 
von X =O mit der durch X =0, Y=0O gehenden Curve 3" Ord- 
nung 


(6) ZK, —2ZA,+M,=0, 


die 8 andern sind die von X=0O, Y=O verschiedenen Schnitt 
punkte dieser Curve mit 
(7) ZK, —2ZA, +M,' = 0. 

Die ersten beiden geben § = 0; sie sind also die Bilder der bei- 
den in den Bliittern der Doppelebene durch diese Gleichung darge- 
stellten Geraden. Dagegen giebt die Gerade X =O aus (5) § = 0, 
¢ = 0, also das Bild des Punktes Y. Die 8 andern einfa¢hen Funda- 
mentalpunkte entsprechen, wie friiher, den von P an 2 =O gezoge- 
nen T'angenten, jede in einem Blatte genommen, wiihrend dieselbe, 
als dem andern Blatte angehérig, durch die Verbindungslinie des be- 
treffenden einfachen mit dem doppelten Fundamentalpunkte darge- 
stellt wird. 

Gehen wir nun zu der Fliiche 5‘ Ordnung zuriick. Wiihrend die 
Doppelebene bei den 64 Abbildungen, welche den 64 Kegelschnitten 
K =O entsprechen, noch eine Vertauschung der Bliitter gestattete, 
wird man bei der Darstellung der Fliiche, bei welcher die Doppel- 
ebene nur einen Durchgang bildet, es immer so einrichten, dass man 
das Bild der Kegelspitze (W = 0 in einem Blatt) einem Fundamental- 
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punkte enisprechen lisst; wobei denn immer noch 64 Abbildungen 
mdglich sind. 

Um die letzten Abbildungsgleichungen abzuleiten, setzt man die 
Werthe der &, 9, € aus (5) im (1) ein. Bezeichnet man der Kiirze 
wegen durch N, N’ die Ausdriicke 


N =Z'K, —2ZA, +M, 
N’ = Z° K,, —2ZA,+ My, 
so hat man aus (5): 
eo K=XWN (K, N—K,N’) 
eL =X N* (A, N—A,N’) 
. o' M= X N3(M, N—M,N’), 
oder, wenn man 
a=, M,; — A, 
2b = K,’ M, — K 
ec=A,K, —A,K, 


setat: 
eK= 2XN (eZ +b) 
e?L = X N? (¢Z* — a) 
o' M=—2X N(bZ?+ aZ), 
daher 
F®~VQ=+ X N2(a+2bZ7Z+4+ €Z?) 
: &, &, 
=m+XN? Z A, A, 
Z* M;, My 


Zugleich wird @ W und o*V von der Form 
oW=(pX+qY)N 
- @V=N*X(R, N— RN’), 
wo K,, R, homogene Functionen 2'" Ordnung von X, Y sind. Die 
Gleichungen (1) verwandeln sich hierdurch in rationale, welche rechts 
den gemeinsamen Factor X N* zeigen, mit dessen Hinweglassung sie 
in folgende iibergehen : 


o6x=— YN (pX+qY) 
(8) c7g= oe — (pX+q Y) 
6z=> XN(pX+qY) 
ot =—(R, N+ R, N’)+ (44+ 207+ €2?). 


Nimmt man nun in der letzten Gleichung das richtige Zeichen, wo- 
durch bei dem Uebergange von der Doppelebene zur einfachen W = 0 
in demjenigen Blatt sich als Fundamentalpunkt abbildet, in welchem 


es der Kegelspitze entspricht, so muss — V + /Q mit W verschwin- 
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den, also die rechte Seite der 4'* Gleichung (8) durch p X + q Y 
theilbar sein. Setzt man also 


—(R, N+ Ry N)+ (a+ 20Z4¢2)=(X4aY¥)0, 


so werden die Abbildungsgleichungen : 


oxr=—— YN’ 
YN—XN'’ 
‘se = 
6Z= XN 
ot= Q. 


Die Abbildungsfunctionen sind von der 4' Ordnung, X = 0, Y = 0 
ist ein gemeinsamer Doppelpunkt der Abbildungen ebener Schnitte. 
Aber auch diejenigen 7 Schnittpunkte von N = 0 N’ = 0 geben noch 
einfache Fundamentalpunkte, fiir welche nicht p X + ¢ Y=0. Dass 
dies fiir einen Schnittpunkt geschieht, folgt daraus, dass W = 0 eine 
der von M an die Uebergangscurve gezogenen Tangenten war; durch 
die Division mit pX-+ q Y ist aber dieser Fundamentalpunkt aus- 
gefallen. 

Bei diesen 64 Abbildungen werden also die ebenen Schnitte durch 
Curven 4'*" Ordnung mit einem doppelten und 7 einfachen Fundamen- 
talpunkten dargestellt. Dies sind die Abbildungen, deren Eigenschaf- 
ten ich in der angefiihrten Abhandlung ausfiihrlicher dargelegt habe*). 


Gottingen, den 12. Mai 1870. 


*) Den Fliichen, welchg mittelst einer Doppelebene mit einer Uebergangscurve 
4ter Ordnung-behandelt werden kénnen, schliesst sich noch cine Classe von Fliichen 
5ter Ordnung an, deren Theorie bisher nicht entwickelt ist, Diese Fliichen haben 
eine Doppelcurve 5' Grades, welche einen dreifachen Punkt besitzt, der zugleich 
ein dreifacher Punkt der Fliiche ist. Die Abbildung auf der einfachen Ebene 
fiihrt auf Abbildungsfunctionen 3'et Ordnung mit 4 einfachen Fundamentalpunkten. 
Jede solche Fliiche enthilt cin interessantes System von 10 Geraden; dieselben 
bilden in iihnlicher Weise Doppeldreien, wie Herr Schliffli bei den Flichen 
3ter Ordnung Doppelsechsen gefunden hat, und ich selbst Doppelvieren bei den 
Flichen 4'¢* Ordnung mit einem Doppelkegelschnitt. 











Ueber die rémische Fliche von Steiner. 


Von Rup. Sturm in Bromperec. 


Vor einigen Jahren erschienen in rascher Aufeinanderfolge mehrere 
Abhandlungen iiber die sogenannte rémische Fliiche von Steiner. 
Herr Kummer hatte in einer im Juli 1863 in der.Berliner Academie 
vorgelesenen und im Monatsberichte veréffentlichten Abhandlung die 
Flaichen 4. Ordnung besprochen, auf welchen Schaaren von Kegel- 
schnitten- liegen. Unter denselben hatte sich eine Art Flichen er- 
geben, welche 3 in einen Punkt zusammenlaufende Doppelgeraden be- 
sitzen und in Folge dessen die Kigenschaft haben, von jeder Beriih- 
rungsebene in einem Kegelschnittpaare geschnitten zu werden. Herr 
Kummer schloss der Betrachtung dieser Fliiche die Bemerkung an, 
dass (der kurz vorher verstorbene) Steiner dieselbe vor einer Reihe 
von Jahren — nach Herrn Weierstrass’ genauerer Mittheilung etwa 
25 Jahren — entdeckt und eine Construction derselben Herrn Weier- 
strass mitgetheilt habe. In einer Note, welche der Abhandlung des 
Herrn Kummer folgt, setzt dieser die Erzeugung auseinander und 
auf Grund derselben haben die Herren Schréter*) und Cremona **) 
die Steiner’sche Fliche in zwei umfangreicheren synthetischen Ab- 
handlungen untersucht. Eine analytische Note des Herrn Cayley ***) 
schloss die erste Reihe der Publicationen iiber diese Fliiche. Der be- 
riihmte Analytiker Herr Clebsch eréffnete die zweite Reihe mit einer 
Abhandlung +), welche auf der Eigenschaft der Fliiche, auf eine Ebene 
sich abbilden zu lassen, basirt. Herr Cremona7yy+) nahm die Fliche 
zum zweiten Male vor und fiihrte die Abbildung des Herrn Clebsch 


*) Monatsbericht der Berliner Academie Nov. 1863. Diese’ Abhandlung, so 
wie die der Herren Kummer und Weierstrass wurden spiiter im Journale von 
Crelle-Borchardt abgedruckt, Bd. 64. S. 66, 77 u. 79. 

**®) Journal von Crelle- Borchardt Bd, 63. S, 315. 
*#*) Ebenda, Bd. 64. 8. 172. 
+) Ebenda, Bd. 67. S. 1. 
++) Rappresentazione della superficie di Steiner etc. sopra un piano, Rendi- 
conti del R. Istituto Lombardo, 1867. 
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nach synthetischer Methode durch; Herr Reye*) gab darauf eine 
Construction der Fliche an, durch welche sich die Abbildung unmittel- 
bar ergiebt. Schliesslich widmete Herr Cremona der Steiner’schen 
Fliche in seiner Preisschrift iiber die Flichen 3. Ordnung**) die Be- 
merkung, dass sie zu der reinen Polarfliiche einer Ebene in Bezug auf 
eine (allgemeine) Fliche 3. Ordnung reciprok sei. Diese Reciprocitiit 
fiihrte mich, indem ich jene Polarfliiche nur als einen Typus der Fli- 
chen 3. Ordnung mit 4 Knotenpunkten ansah, deren Construction 
von mir anderwiirts ***) besprochen worden ist, zu einer neuen Erzeu- 
gung der Steiner’schen Fléche, bei welcher sie durch Ebenen eingehiillt 
wird und also ihre Classe mehr in den Vordergrund tritt. Als Fliche 
3. Classe ist sie auch nicht von so bedeutender Specialitiit. Bisher 
ist sie, obgleich die HKigenschaft, um derentwillen sie von Herrn 
Kummer hervorgehoben wurde, sich auf ihre Beriihrungsebenen 
bezieht, stets als geometrischer Ort von Punkten betrachtet und also 
ihrer Ordnung der Vorzug gegeben worden. Da nun iiberhaupt bis jetzt 
die Flichen meistens so betrachtet worden sind, dass von ihrer Ord- 
nung ausgegangen wurde, so diirfte es vielleicht doch nicht iiberfliissig 
sein, eine wenn auch schon vielfach untersuchte Fliche nochmals und 
zwar .von der vernachlissigten Seite der Classe aus zu besprechen. Die 
Erzeugung also derselben durch Kinhiiliung von Ebenen soll uns im er- 
sten Theile der folgenden Abhandlung heschiiftigen, zwei specielle Fille 
der Steiner’schen Fliche sollen den Gegenstand des zweitenTheiles bilden ; 
der dritte wird es mit der Geometrie auf dieser Fliche zu thun haben, 
vorzugsweise mit den Curven 4. Ordnung, die sich auf ihr befinden. 


us I. 


1. Es sei eine Fliichenschaar 2. Classe S (F',*) gegeben, d.h. eine 
Reihe von Flichen 2. Grades, welche 8 beliebige Ebenen und in Folge 
dessen siimmtliche Ebenen+) einer abwickelbaren Fliche 4. Classe D, 
beriihren ++). Jede andere Ebene wird nur von einer Fiche der 
Schaar beriihrt, jede Gerade, welche nicht Generatrix von D, ist, von 
2 Flichen, durch jeden Punkt gehen 3 Flachen der Schaar. Zu der 








*) Geometrie der Lage, Abth. II. 8.: 246. 

**) Journal von Crelle-Borchardt, Bd. 68. 8. 1 (ob. Bem. S. 49). 

***) Synthetische Untersuchungen iiber die Fliichen 3. Ordnung (welche ich 
fernerhin kurz mit ,,Fl. 3. 0.‘ bezeichnen will) Nr. 5, 6, 117 und 123. 

+) Ich glaube, es kann nicht falsch verstanden werden, wenn man statt ,,Be- 

riihrungsebene einer Fliche“ auch blos ,,Ebene der Fliche“ sagt. 

++) Ausfiihrlichere (analytische) Untersuchungen iiber eine solche Schaar hat 
Herr Cremona gemacht; Annali di matematica Serie I. Tomo II. Marzo e Aprile 
1859: Intorno alle superficie della seconda classe inscritte in una stessa superficie 
sviluppabile della quarta classe. 
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Schaar gehiren 4 Kegelschnitte Q (Grenztliichen des Herrn Hesse), 
deren Ebenen das gemeinsame conjugirte Quadrupel fiir alle Flichen 
der Schaar bilden. Durch jede Tangente eines solchen Kegelschnitts 
gehen 2 Ebenen von D,, die niimlich, welche von der Tangente (tan- 
gential) an irgend eine andere Fliche der Schaar gelegt sind, z. B. an 
einen zweiten der 4 Kegelschnitte, so dass demnach auch von jedem 
Punkte eines Kegelschnitts @ zwei Generatricen von D, aus gehen (also 
die Kegelschnitte @ die Doppelcurve auf D, bilden), denn die Gerade, 
welche die Beriihrungspunkte einer Ebene von D, mit zweien der Ke- 
gelschnitte @ verbindet, ist eine Generatrix von D,. Auf ihr liegen 
auch die Punkte, in denen die Ebene von allen iibrigen Flichen der 
Schaar beriihrt wird, und in jedem Punkte der Generatrix beriihrt nur 
eine Fliche. Bezieht man also die Punktreihe einer Gencratrix von D, 
auf die einer belicbigen Geraden, so ist die Punktreihe dieser Geraden 
auf die Schaar der Flichen bezogen. Legt man nun von jedem Punkte 
der Geraden an seine entsprechende Fliiche den Kegel (= Tangentialkegel), 
so hiillen diese stimmtlichen Kegel oder, was dasselbe ist, ihre (Beriih- 
rungs-) Ebenen eine allgemeine Fliche 3. Classe ein; denn diese Er- 
zeugung ist reciprok zu der zweiten Steiner’schen Erzeugungsweise 
der Flachen 3. Ordnung. *) 

2. Lassen wir nun die Gerade G sich auf 2 der Kegelschnitte Q, 
Q’ und Q”, stiitzen und zwar im Allgemeinen in 2 Punkten @’ und ow”, 
deren Tangenten B’ und B” an Q’ resp. Q” einander nicht treffen, und 
lassen wir dann ausserdem noch bei der projectivischen Beziehung jeden 
der beiden Punkte @ dem Kegelschnitte Q entsprechen, auf dem er liegt, 
so wird die obige Erzeugung die Steiner’sche Fliche F’, geben, eine 
Fliiche 3. Classe mit 4 Doppel- (tangenten)ebenen. **)- Im Allgemei- 
nen liegt G nicht in einer Ebene von D,; wire dies der Fall, so 
miissten @’ und @” deren Beriihrungspunkte mit @’ und Q” sein, 
also die Tangenten Bb’ und B” ligen in einer Ebene, was nach dem 
Obigen nicht vorausgesetzt wird. Jede Ebene durch G beriihrt aber 
sicher eine (einzige) Fliiche F,* der Schaar, andererseits geht sie durch 
deren entsprechenden Punkt a* auf G, also ist sie eine Ebene von F;. 
Der Kegel 2. Grades (Classe) C,* von a* an F’,* seizt ersichtlich mit 
dem Biischel G den Kegel 3. Classe C,* von a* an J’, zusammen. 
Wir setzen natiirlich noch viel weniger voraus, dass G auf allen Fli- 
chen der Schaar S liege (D, wiirde dann auch nicht mehr allgemein 
sein, sondern in das Biischel G und eine abwickelbare Fliche 3. Klasse, 


*) Fl. 3. O. Nr. 5. 

**) Auf eine Erzeugung der Steiner’schen Fliiche durch Einhiillung von Ebe- 
nen, die ein specieller Fall der obigen ist, macht Herr Geiser aufmerksam: 
Journal von Crelle-Borchardt, Bd. 69. S, 197 Xi. 
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welche mit G zwei Ebenen gemein hat, zerfallen), mithin wird der Kegel 
C,* gewiss nicht fiir alle Punkte a in das Biischel G und ein zweites 
sich auflésen. Weil also im Allgemeinen C,* nicht theilweise mit G 
zusammenfillt, so ist dieses Biischel G nicht ein Doppelebenenbiischel 
(Doppelbiischel) von F,. Da G nicht in einer Ebene von D, liegt, 
so bilden die Paare der von G an die einzelnen Flichen F,,* gelegten 
Ebenen, also der gemeinsamen Ebenen des Biischels und der einzelnen 
Kegel C,* eine. ordentliche Involution, sie findern sich von Fliche zu 
Fliiche oder von Kegel zu Kegel; jede Ebene durch G wird nur von 
einem Kegel C,* beriihrt. Wollten wir nun annehmen, es giibe durch 
G einzelne Doppelebenen von F,, so wiirde eine solche Ebene 
einen einzigen Kegel C,* beriiliren , folglich fiir einen einzigen Kegel 
C,* Doppelebene sein, ohne Doppelebene von C,* zu sein. Sie miisste 
aber doch Doppelebene fiir alle Kegel C,* sein, also weil sie dem Bii- 
schel G angehért, auch deren Kegeln C,* angehéren, was nicht der 
Fall ist. Ks ergiebt sich demnach, dass keine Ebene durch G eine 
Doppelebene von Ff’, ist, und daraus wiederum, dass die gemeinsamen 
Ebenen von G und C,*, da sie Doppelebenen von C,* sind, ohne Dop- 
pelebenen von F’, zu sein, im Punkte a* die Fliche F, beriihren; 
folglich hat jeder Punkt a* auf G zwei Beriihrungsebenen 7,* und 7,7; 
die Gerade G ist eine Doppelgerade auf F',, die Paare der Beriihrungs- 
ebenen desselben Punkts bilden eine Involution J. Doppelpunkte einer 
Fliiche, die einer Doppelcurve angehéren und also eine continuirliche 
Reihe bilden, sind stets biplanar,*) d. h. ihr Anschmiegungskegel 2. Ord- 
nung zerfillt in 2 Ebenen, hier 7',* und 77". 

3. Die Tangenten B’ und B” an Q’ und Q” in w’ und @” schnei- 
den sich it Allgemeinen nicht. Der Kegel von jedem der beiden 
Punkte @ an seine entsprechende Fliiche @Q reduzirt sich auf das dem- © 
nach doppelte Ebenenbiischel um die Gerade B. Daraus folgt, dass 
die beiden Ebenen 7;* und 7,” sich fiir @ in die einzige dem Doppel- 
biischel B und dem einfachen Biischel G gemeinsame Ebene (G, B) 
vereinigen. Also sind die beiden Ebenen (G, B’) und (G, B”) 
die Asymptotenebenen der Involution J, und die Punkte @° und w” sind 
die Cuspidalpunkte der Doppelgeraden G. Ferner ist jede Ebene des 
Biischels B eine Doppelebene des Kegels 3. Classe von @ an F’, (wel- 
cher aus dem doppelten Biischel LB und dem einfachen G besteht); sie 
ist also entweder eine Doppelebene von fF’, oder beriihrt diese Fliiche 
in @, jedenfalls also eine Beriihrungsebene von Ff. Es sei bY ein be- 
liebiger anderer Punkt auf B, und C,” der von ihm an F, gelegte 
Kegel 3. Classe, der offenbar in das Biischel B und einen Kegel 
2. Classe C,Y zerfillt. Die 3 Ebenen von a® (auf G) an C,Y = (B,C,”) 


*) Cremona, Preliminari di una teoria delle superticie Nr, 17 und 18, 
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sind identisch mit den 3 Ebenen von bY an C,* = (G, C,*); die eine 
ist (G, B), die beiden andern — also die von a* an C,” oder die von 
by an C,* — sind erstens im Allgemeinen unter sich verschieden, da 
by nicht auf C,* liegt, und zweitens geht keine von ihnen durch B, 
d. h. fallt mit (@, B) zusammen, weil diese dann Q und F,* beriihrte, 
also eine Ebene von D, sein wiirde, was gegen die Voraussetzung wire. 
Folglich zerfillt C,” nicht in 2 Ebenenbiischel, deren eines mit B iden- 
tisch ist, sondern ist, da von jedem Punkte a* zwei verschiedene 
Ebenen an ihn gehen, ein ordentlicher Kegel 2. Classe. Mithin bil- 
den die Ebenen durch B nicht ein Biischel von Doppelebenen der 
Fliche J’,, sondern sind im Allgemeinen eitifache Beriihrungsebenen 
und beriihren in o. 

4. Jedoch 2 Doppelebenen hat jeder Kegel Cy (von by), die ge- 
meinsamen Ebenen von B und C,”. Diese sind also entweder Doppel- 
ebenen von F® oder Beriihrungsebenen in bY. Wollten wir sie auch 
als einfache Beriihrungsebenen annehmen, die in bY tangiren, so 
miissten sie doch, wie dies alle einfachen Beriihrungsebenen, die durch 
B gehen, thun, auch in @ beriihren; folglich beriihren sie doch (min- 
destens) in 2 Punkten, # und J”, sind also Doppelebenen der Fliche 
F. Demnach gehen durch jede der beiden Geraden B’ und B” zwei 
Doppelebenen der Fliche PF: P, P,'; P,’ P,” (die Ebene $ des Herrn 
Cremona). 

Die Ebenen P, P, sind also die Doppelebenen aller Kegel CY oder 
die beiden Ebenen, welche das Biischel B mit allen Kegeln C,y gemein 
hat. Falls ein Punkt bY — ausser wo — auf JF’, lige, so miisste der 
Kegel Cy noch in der Beriihrungsebene eine dritte Doppelebene 
bekommen; diese miisste dann allein dem Kegel C,” angehéren, der- 
selbe also in 2 Ehenenbiischel zerfallen. Die durch a* gehenden 
Ebenen dieser beiden Biischel wiiren die von bY an C,* gelegten Ebe- 
‘nen, folglich beriihrten die Axen der beiden Biischel — die sich in 
by treffen alle Kegel C,*. Sicherlich ist das nicht bei allen Punk- 
ten by der Fall; also liegen im Allgemeinen diese nicht auf fF. 

Die beiden Geraden B’ und B” liegen demnach nicht auf der 
Fliiche F’,, obgleich alle durch sie gelegten Ebenen diese Fliche und 
zwar in @’ resp. @” beriihren. Je zwei derselben sind Doppeltangen- 
tenebenen, d.h. beriihren ausser in @’ oder @” noch mindestens in 
einem zweiten Punkte. Die Existenz dieser beiden Ebenen, die ja fiir 
4 von B’ oder B” an F, gelegte Ebenen zihlen, muss uns iibrigens, 
da doch in Folge der Classe der Fliiche von jeder Geraden nur 3 
Ebenen an J’, gehen, zu dem Schlusse fiihren , dass alle Ebenen durch 
jede der beiden Geraden die Fliche beriihren. 

5. Es haben sich folglich 4 Doppelebenen von J’, ergeben. Giibe es 
noch eine fiinfte einzelne, so reduzirten diese 5 Doppelebenen die Ord- 
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nung der Fliche F, von 3.2? = 12 auf 2, aber eine Fliche 2. Ord- 
nung kann nur 2. Classe sein. Hiitte aber die Fliche F’, unendlich 
viele im Zusammenhang stehende Doppelebenen, d. h. ware ihr eine 
abwickelbare Fliiche doppelt umschrieben, so miisste diese, da doch 
uicht alle Beriihrungskegel zerfallen kénnen, ein Kegel 3. Classe aber, 
ohne zu zerfallen, héchstens eine Doppelebene haben kann, von der 
1. Classe, ein Ebenenbiischel sein; die Fiche wiire dann 3. Ordnung 
und windschief. Zu diesen Biischel Doppelebenen gehdrten dann auch 
unsere 4 Ebenen P; aber diese gehéren nicht demselben Biischel an. 
Folglich hat die Fliche F, nur die 4 Doppelebenen P, ist demnach 
von der 4. Ordnung. 

Da die 4 Doppelebenen nicht einer der Fliche doppelt umschrie- 
benen Developpablen angehéren, so werden wir vermuthen kénnen, 
dass sie conische Doppelebenen sind, d. h. Doppelebenen, die nicht 
blos in zwei Punkten, sondern in unendlich vielen Punkten, die einen 
Kegelschnitt bilden, beriihren.*) Wir werden dies spiter bestiitigt 
finden. 

6. Von den Fliichen der Schaar S geht ansser den Kegelschnitten 
Q’ und Q” nur eine einzige Fliche F,° durch ihren entsprechenden 
Punkt a° auf G. Jedem Punkte a* auf G entsprechen 2 andere Punkte 
oe, in denen diese Gerade von F’,* getroffen wird; umgekehrt ent- 
sprechen jedem Punkte «* 3 Punkte a*, da durch a* 3 Flichen F,* 
gehen. Also finden im Allgemeinen 5 Coincidenzen von a* und a* 
statt. Wenn mithin die Gerade G nicht die specielle Lage hat und 
ihre Punkte nicht die specielle Beziehung zu den Flichen F’,* haben, 
die wir bei unserer Betrachtung festgesetzt haben, so gehen 5 
Flaichen der Schaar durch ihre entsprechenden Punkte. Aber bei die- 
ser speciellen Lage und Beziehung repriisentirt jeder der beiden Punkte 
@ (als Punkt a*), da er. mit seinen beiden entsprechenden (schon ver- 
einigten) Punkten «* zusammengefallen ist, zwei der 5 Coincidenz- 
punkte, so dass nur noch einer iibrig bleibt.**) Seien nun G’ und 
G” die beiden Geraden auf F,°, die sich in a° kreuzen, so zerfillt der 
Kegel C,* fir a, C,°, in die beiden Biischel G’ und G” und C,° hat 
3 Doppelebenen GG’,-GG”, G’G”, also a° 3 Beriihrungsebenen; dies 
wird uns vermuthen lassen, dass der mit den Doppelpunkten von G 
(und wie sich bald ergeben wird, auch mit denen von G’ und G”) in 
Zusammenhang stehende Punkt a° ein triplanarer Punkt sei, dessen 
Anschmiegungskegel 3. Ordnung in die 3 Ebenen der Geraden G zer- 
fallt. Wiire er abgetrennt von den Doppelpunkten, so wiirden die 3 


*) Cremona, Teoria delle superficie Nr. 38. 
**) Eine ausfiihrlichere Behandlung der reciproken Betrachtung findet sich 
Fl. 3. O. an den oben citirten Stellen. 
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Beriihrungsebenen noch nicht die Triplicitiit beweisen; sie kénnten ja 
3 Ebenen des Anschmiegungskegels 2. Ordnung eines conischen dop- 
pelten Punktes sein. Aber bei dem Zusammenhang mit den biplanaren 
Doppelpunkten deuten die 3 Beriihrungsebenen auf die Triplanaritat 
hin. Dass a° dreifach ist, soll jedoch noch genauer bewiesen werden. 

7. Vorher aber zeigen wir noch die Duplicitit der Punkte von 
G’ und G”. Alle Ebenen durch jede dieser beiden Geraden, z. B. 
durch G’ sind, da sie dem erzeugenden Kegel C,° angehéren, Be- 
_ riihrungsebenen von F;. Von jedem Punkte a* der Geraden G’ geht 

noch ein Kegel 2. Classe C,° an F’, und zwar, da von jedem Punkte 
a* auf G an C, die beiden Ebenen gehen, welche a* an C,* schickt, 
und von diesen Ebenen keine durch G’ geht — denn sie miisste dann 
die Ebene G’ G sein; diese beriihrt aber nur den Kegel C,° —, so ist 
dieser Kegel C,° ein ordentlicher Kegel 2. Classe, der nicht theilweise 
durch das Biischel G’ gebildet wird; vielmehr setzt er mit demselben 
den Kegel 3. Classe C,* von a* zusammen. Die gemeinsamen Ebenen 
von G’ und C,* sind Doppelebenen von C,° und da iiberhaupt keine 
Ebene durch G’ eine Doppelebene von F ist, — denn G’ liegt in 
keiner der Ebenen P, weil sonst diese Ebene, die auch durch G gehen 
miisste, Q und F,° beriihrte, also zu D, gehérte —, so wird F, in 
in a* von diesen beiden gemeinsamen Ebeuen 7;* und 7,’ beriihrt; 
also sind auch die Geraden G’ und G” Doppelgeraden der Fliche F,, 
und die Ebenen 7;* und T,* setzen den in zwei Ebenen zerfallenden 
Anschmiegungskegel des biplanaren Punktes a* zusammen. 

Die beiden Ebenen 7'* und T,*, welche F, in a* (auf G’) beriih- 
ren, gehdren dem in 2 Biischel zerfallenden Kegel C,° an. Ersetzen 
wir diesen Kegel augenblicklich einmal durch einen andern Kegel C,* 
(von a*). Die von allen Punkten a* auf G’ an C,* gehenden Beriih 
rungsebenen tangiren in je 2 Kanten, welche auf C,* eine Involution 
bilden; denn sie sind die Durchschnittsgeraden dieses Kegels mit den 
Polarebenen der Punkte a* in Bezug auf ihn, welche sich um die Po- 
lare der Geraden G’ oder, was dasselbe ist, der Ebene (G’ a*) = (G’G) 
drehen; diese Kantenpaare bewirken also um jede beliebige Kante von 
C,” eine Ebeneninvolution, z. B. auch um eine der beiden Kanten, 
welche der Geraden G’ begegnen. Nihert sich a* immer mehr dem 
Punkte a°, so strebt sowohl diese Kante als auch alleGeraden a* a’ nach 
der Vereinigung mit G’, d. h. strebt nach der Vereinigung mit diesen 
Geraden a* a*; ebenso sucht sich jedes der Ebenenpaare der Involution 
um die Kante, da seine Ebenen nach den Beriihrungskanten der von 
einem Punkte a* oder, was dasselbe ist, von der Geraden a* a* an C,* 
gelegten Ebenen gehen, mit diesen Ebenen zu vereinigen, d. h. also 
wenn @* endlich in a°® selbst faillt, mit den beiden Ebenen, welche dem 
Biischel G’, das zum Kegel C,° gehért, und dem Kegel C,* gemeinsam 
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sind, folglich mit den beiden Ebenen 7;* und 7,*, welche F, in a® be- 
riihren. Die Involution, welche um die Kante stattfand, so lange a* 
noch nicht mit a® zusammengefallen ist, “kann nicht aufgehért haben 
za bestehen, wenn dies geschehen ist. Also erzeugen auch die Paare 
der die Fliche F’, in demselben Punkte a* von G’ oder G” beriihren- 
den Ebenen eine Involution J’ resp. J”. Jede der beiden Geraden wird 
demnach auch thre beiden Cuspidalpunkte haben. 

8. Die Fliche F, besitzt also 3 Doppelgerade, die in einen Punkt 
a° gusammenstossen; daraus schliessen wir einmal, da eine Curve 
3. Ordnung, ohne zu zerfallen, nur einen Doppelpunkt enthalten kann, 
dass die Fliche nicht unter die 4. Ordnung herabgehen kann, also noch- 
mals, dass die Anzahl der Doppelebenen nicht 4 iiberschreiten kann. 
Andererseits darf, wie schon gesagt, wegen der 4 Doppelebenen, dic 
Ordnung nicht iiber 4 hinausgehen, also ist sie 4, und nun zeigt sich, 
dass nicht noch andere Doppelcurven ausser den 3 Doppelgeraden auf 
F’, existiren, weil eine Curve 4. Ordnung nicht mehr als 3 Doppel- 
punkte haben kann, ohne zu zerfallen. 

Die Reduction der Classe der Fliiche F’, (oder F*) von 36=4 - 3*, 
der Classe einer von vielfachen Punkten oder Curven freien Fliiche 4. Ord- 
nung, auf 3 durch die drei Doppelgeraden kommt folgendermassen zu 
Stande: 

Die ersteri Polarflichen (3. Ordnung) P,? und P,’ zweier Punkte 
O, und O, in Bezug auf unsere Fliche F'' enthalten beide die 3 Dop- 
pelgeraden G einfach *); da also auf beiden Flichen in den Punkt a’ 
drei nicht in derselben Ebene befindliche Geraden zuasammenkommen, so 
ist dieser Punkt auf beiden ein Knotenpunkt (es folgt dies auch schon 
daraus, dass er auf F'' ein dreifacher Punkt ist *); doch ist dies noch © 
nicht streng bewiesen). Der fernere Schnitt der beiden Polarflichen 
ausser den 3 Geraden G, welche eine cubische Raumcurve vertreten 
(da sie mit einer vierten ebenfalls durch a°® gehenden Geraden den 
Schnitt zweier ihre Spitze in a habenden Kegel zusammensetzen), ist 
eine Raumcurve 6. Ordnung und 16. Ranges P***). Der Punkt a’, 
auf jeder der beiden Flichen P* ein Knotenpunkt, gehért der vollen 
Durchschnittscurve als vierfacher Punkt an, mithin geht P® einmal 
durch ihn. Jede der 3 Geraden G wird von dieser Curve ausserdem 
noch zweimal getroffen. Betrachten wir eine Ebene, welche z. B. durch 
G geht und aus P,* noch 2 Gerade ausschneidet; die eine derselben 
muss durch den Knotenpunkt a® gehen, da G nothwendig eine binire 
Gerade auf P,* ist***), und trifft also ausserdem die andere Fliche 


*) Cremona, Teoria delle superficie Nr. 73. 
**) FL 3. O. Nr. G4. 
***) Pl 3, O. Nr, 112. 
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P, und somit die Curve P® nur noch einmal, die andere Gerade trifft 
P,3 noch zweimal und demnach P* so oft, also bleiben fiir G — denn 
auf diesen 3 Geraden miissen siimmtliche 6 Schnittpunkte ihrer Ebene 
mit P* sich befinden — ausser dem Knotenpunkte a°, der zweien der 
3 Geraden angehért, noch 2 Begegnungspunkte mit P*, wie oben be- 
hauptet wurde. Diese beiden Begegnungspunkte mit P® sind fiir jede 
der 3 Geraden ihre beiden Cuspidalpunkte. Ganz aihnlich nimlich wie 
fiir die Cuspidalpunkte der Doppelgeraden einer Fliche 3. Ordnung, 
welche eine solche besitzt und dann bekanntlich geradlinig ist*), 
gilt auch fiir unsere Steiner’sche Fliche der Satz **): ,, Die Ebenen, 
welche die Steiner’sche Fliche in den Cuspidalpunkten ihrer 3 Doppel- 
geraden beriihren, tangiren dort die erste Polarfliiche jedes beliebigen 
Punktées.“ Folglich beriihrt die Curve P*® in jedem der 6 Cuspidal- 
punkte die Fliche 7‘, da sie auf jeder der beiden Flichen P* durch 
den Beriihrungspunkt der allen 3 Flichen F'', P,*, P,’ gemeinsamen 
Tangentenebene geht und zwar blos einfach, denn der Doppelpunkt 
der Schnitteurve der beiden Fliichen P%, der durch ihre Beriihrung 
sich ergiebt, entsteht durch P® und die betreffende Gerade G zusam- 
men. Jeder der 6 Cuspidalpunkte zihlt demnach nicht nur als doppel- 
ter (weil er Punkt einer Doppelgeraden von F' ist), sondern als drei- 
facher Schnittpunkt von F* und P*®. Der Punkt a°, durch den P® 
einfach geht, zahlt ebenfalls als dreifacher Schnittpunkt; also bleiben 
noch 3 Begegnungspunkte; dies sind die Beriihrungspunkte der von 
der Geraden O, 0, an die Steiner’sche Fliiche gesandten Tangenten- 
ebenen. Damit ist auch bewiesen, dass die Steiner’sche Fliiche aus- 
ser den 3 Doppelgeraden keine vielfachen Punkte hat. 

9. Die 4 Doppelebenen P haben ausser B’ und B” noch 4 Durch- 
schnittsgeraden: B,, = (Pj P,”), By = (Pj Pe"), By = (Py P,”) und 
B,, = (P,' P,"). Es sei 6" ein Punkt einer dieser Geraden, z. B. der 
B,,. Der Kegel 3. Classe C," von b“ an F’, hat 2 Doppelebenen P,’, 
P,”, also muss er in ein Ebenenbiischel, dessen Achse die Schnittgerade 
B,, dieser Ebenen ist, und einen Kegel 2. Classe C," zerfallen. Folglich 
sind alle Ebenen durch eine der 4 neuen Geraden B Beriihrungsebenen 
von F’,. Die 3 Ebenen von a* (auf G) an C," = (B,,, C,”) sind iden- 
tisch mit den 3 Ebenen von 6” an C,* = (G, C,*). Eine dieser 3 Ebe- 
nen muss also durch G und eine durch B,, gehen, und zwar nicht 
dieselbe, weil G und B,, einander nicht begegnen; also die durch G 


*) Cremona, Sulle superficie gobbe del terz’ ordine (Atti del R. Istituto 
Lombardo Maggio 1861). Nr. 18. 

**) Man sehe dazu: Cremona, Introduzione ad una teoria geometrica delle 
curve piane. Nr. 74c. 
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gehende und sich mit a* nicht findernde Ebene (G, b”), tangirt den 
Kegel C,", folglich beriihren alle Kegel C,“ die Gerade G. Ehbenso ist 
die durch B,, gehende Ebene (B,,, a*), welche sich mit b” nicht iin- 
dert, eine Ebene des Kegels C,*. Folglich ist B,, und ebenso jede der 
3 andern neuen Geraden B eine Tangente an alle Kegel C,°. 
Unter anderm beriihrt B,, auch den in 2 Biischel zerfallenden Kegel 
C,° (von a°), d. h. sie hat mit einem dieser Biischel eine Ebene ge- 
mein, trifft mithin dessen Achse. Nehmen wir an, sie treffe G’ und 
zwar in @,,. Da G’ nicht in der Ebene P,’ oder P,” liegt, so wird 
sie von B,, noch getroffen und zwar in @,.; G” wird von B,, und 
B,, getroffen, in @,. und @,,. 

Folglich begegnet jede der 3 Doppelgeraden zweien Gegenkanten des 
Tetraeders der 4 Doppelebenen. 

10. So lange der Kegel C,” fiir einen Punkt b“ auf B,,, die wir 
wieder als Typus der neuen Geraden B wiihlen, sich nicht zerspaltet, 
hat b“ keine Beriihrungsebene; denn dann sind die Doppelebenen von 
C,“ eben nur die gemeinsamen Ebenen von B,, und C,”, also die bei- 
den Doppelebenen P, der Fliche F,. -Wenn aber C,“ in 2 Biischel 
zerfillt, also 6“ eine in ihm beriihrende Tangentenebene erhilt und 
demnach Punkt von F’, wird, so muss, da stets die Ebene (G, b“) den 
Kegel C,” beriihrt, sie dem einen Biischel desselben angehéren, also 
die Achse desselben die Gerade G treffen. Wenn dies im Punkte a* 
geschieht, so muss das ganze Biischel dem Kegel C,* (von a*) ange- 
héren, folglich der von a* an die entsprechende Fliche F,* gelegte 
Kegel sich in 2 (verschiedene oder auch zusammenfallende) Biischel 
zerspalten, a* also jedenfalls auf /’,* liegen; das tritt dreimal ein, 
nimlich bei den Punkten @’, m” und a*. Den beiden ersten gehéren 
auf B,, die Punkte p’ und p” zu, in denen B,, von P,' (also auch 
von B’ und B,,) und von P,” (also auch von B” und B,,) getroffen 
wird. Der Kegel C,“ von p’ an F, zerfillt in die beiden Biischel B’ 
und B,,; die Achse des ersteren trifft G in w’ und das Biischel ist 
das Doppelbiischel von @’ an die entsprechende Fliche Q’. Die den 
beiden Biischeln gemeinsame Ebene ist P,’, eine Doppelebene der Fliiche 
und demnach nicht Beriihrungsebene in p’. Gleiches gilt fiir p”. Dem 
Punkte a° entspricht auf B,, der Punkt @,,, denn dessen Kegel C,“ 
zerfallt in 2 Biischel, von denen eins zur Achse die Gerade G’ hat, 
welche G in a° trifft. Die gemeinsame Ebene beider Biischel ist nicht 
Doppelebene der Fliiche F, — denn durch G’ geht iiberhaupt keine —, 
mithin beriihrt sie F', in @,,. Also von jeder der 4 Geraden B,,, B,., 
B,,, By, liegt nur ihr Punkt @ auf der Fliiche F’,, obgleich durch jede 
ein ganzes Biischel Tangentenebenen an die Flaiche geht. 

Das eine der Biischel, welche den Kegel C,” von @,, zusammen- 
setzen, ist, wie gesagt, das um G’; zu dem freilich die von a® 
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verschiedenen Punkte a* (auf G) immer pur die eine Ebene (G, G’) 
schicken, simmtliche iibrige Ebenen vom Punkte a° allein geliefert 
werden; welches ist nun die Achse des andern Biischels? Es ist auch 
schon erkannt, dass alle Kegel C,* (aus den Punkten a* auf G) von 
der Geraden B,, tangirt werden. Wenn nun b” der Beriihrungspunkt 
fiir den Kegel C,* ist, so miissen die beiden Ebenen von b“ an C,* 
zusammenfallen; diese sind aber die Ebene (a*, B,,) und die eine 
Ebene von a* an C,» (von b”), also miissten jene beiden Ebenen in 
eine der gemeinsamen Ebenen von B,, und C,” sich vereinigt haben; 
diese sind, falls lb” von @,, verschieden ist, also im Allgemeinen 
bei den Punkten, bei denen der Kegel C," nicht zerfallt, als auch bei 
den Punkten p’ und p”, bei denen er sich in je zwei Ebenenbiischel 
auflést, die beiden Doppelebenen P,. Aber diese beriihren nicht simmt- 
liche Kegel C,*; haben doch dieselben keine gemeinschaftlichen Tangen- 
tenebenen. Es ergiebt sich mithin, dass kein Pnkt fiir die Beriihrung 
mit den Kegeln C,* auf B,, bleibt als @,,. Da also je die beiden 
Ebenen von @,, an C,* sich vereinigt haben, so miissen auch stets 2 
der Ebenen von a* an den Kegel C," von @,, identisch sein und zwar 
die des Biischels B,, und eine der beiden andern Biischel, die den 
Kegel C," bilden; folglich muss, wihrend das eine von diesen beiden 
Biischeln zur Achse G’ hat, das andere — das, welches wir suchen, 
— mit dem Biischel B,, sich vereinigen; also besteht der Kegel C,” 
von @,, aus dem einfachen Biischel G’ und dem doppelten Biischel 
B,,. Daraus schliessen wir, dass, da alle Ebenen durch B,, Doppel- 
ebenen dieses Kegels sind, ohne (mit Ausnahme von zweien) Doppel- 
ebenen der Fliche F, zu sein, sie diese in @,, beriihren. 


Es weisen also die 4 iibrigen Kanten des Tetraeders der 4 Doppel- 
ebenen dieselben Eigenschaften auf, wie die beiden zuerst gefundenen 
B’ und B”. Ebenso finden sich die Eigenschaften der beiden Punkte 
a’ und @” wieder bei den 4 neuen Punkten w. Diese sind die Cuspi- 
dalpunkte der Doppelgeraden, auf der sie sich befinden; in der That, 


fassen wir z. B. @,, als Punkt a* von G’, so ist sein Kegel C,° das. 


doppelte Biischel um B,,, dessen 2 gemeinsame Ebenen mit dem Bii- 
schel G’ in die einzige Ebene (G@’, B,,) sich vereinigt haben, die eine 
Asymptotenebene der Involution J’; die andere ist (G’, B,.). Die der 
Involution J” sind (G”, B,,) und (@”, B,,). 


11. Die 6 Geraden B haben sich also, obgleich alle durch sie ge- 
legten Ebenen die Fliche F;' beriihren, als nicht auf derselben gelegene 
Geraden ergeben; die Fliiche besitzt iiberhaupt ausser den 3 Doppel- 
geraden G keine Gerade. Kine solche Gerade miisste, da in jeder der 
Ebenen des Trieders G G’ G” die beiden Geraden den vollen Schnitt 
bilden, jede dieser Ebenen in einer ihrer beiden Geraden treffen, 
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also mindestens zweien der Geraden G begegnen, ohne doch in deren 
Ebene zu liegen; folglich miisste sie durch die Spitze a® des Trieders 
gehen. Dann wiirde aber jeder von den Kegeln 2. Gerades, welche 
durch die 3 Doppelgeraden und die gedachte Gerade gelegt sind, weil 
er mit F’,‘ schon ein Gebilde von der Ordnung 2.3 -+ 1 =7 gemein 
hat, noch eine durch seine Spitze a® gehende Gerade ausschneiden. 
Also gingen dann durch a® auf F’,' unendlich viele Gerade, so dass 
diese Fliche ein Kegel wiire. 

Jeder von den doppelt unendlich vielen Kegeln 2. Grades K durch 
die 3 Doppelgeraden hat ausser denselben mit der Fliiche F 4 noch ein 
Gebilde 2. Ordnung gemein, das wegen des Nichtvorhandenseins von 
Geraden auf der Fliche nothwendig ein Kegelschnitt sein muss. Jeder 
Kegel liefert einen Kegelschnitt und iiber jedem Kegelschnitt steht 
nur einer von diesen Kegeln. Also ergeben sich auf der Steiner’schen 
EF liche doppelt unendlich viele Kegelschnitte S. Jede Gerade durch a° 
trifft F° nur noch in einem Punkte, in dem sie migleich alle Kegel- 
schnitte trifft, die von den durch sie gelegten Kegeln ausgeschnitten 
werden. Ales ist a® in der That ein dreifacher Punkt. Durch je zwei 
Punkte iiberhaupt, folglich auch durch je 2 Punkte der Fliche, die 
nicht auf einer der Doppelgeraden sich befinden, ist einer von den 
Kegeln 2. Grades bestimmt. Durch 2 Punkte folglich der Fliche F,', 
die nicht auf einer Doppelgeraden liegen, geht nur ein Kegelschnitt. 
Wenn also 2 Kegelschnitte auf F, mehr als einen Punkt gemein haben, 
so kann nur einer ausserhalb der Doppelgeraden liegen. 

Jeder der Kegelschnitte S, den ein Kegel K liefert, stiitzt sich 
auf alle 3 Doppelgeraden , und jeder Kegelschnitt der Fliche, der sich 
auf die 3~Doppelgeraden stiitzt, liegt auf einem Kegel K. 

Es ist ersichtlich, dass die Ebenen durch die Doppelgeraden auch 
Kegelschnitte ausschneiden. Diese miissen durch a? gehen, weil die- 
ser Punkt ein dreifacher Punkt der Flache ist, und treffen ausserdem 
die Doppelgerade nochmals. Die Kegel aus dem obigen Netze, welche 
diese Kegelschnitte hervorrufen, sind Ebenenpaare, bestehend je aus 
einer Ebene des Trieders selbst und einer durch die dritte Doppel- 


gerade. 


12. Jede ebene Schnitteurve der Fliche F;,' ist 4. Ordnung mit 
3 Doppelpunkten, welche sich auf den 3 Doppelgeraden befinden. 
Der eine Ast der Curve beriihrt dann stets die eine Tangentenebene 
der Fliche im Punkte der Doppelgeraden, der andere die andere. 
Geht die Schnittebene durch a°, so haben sich die 3 Doppelpunkte in 
a vereinigt, der also ein dreifacher Punkt der Curve ist, denn ein 


solcher vertritt 3-8 = 3 Doppelpunkte. Ueber die Ebenen durch die 


Doppelgeraden, welche simmtlich Beriihrungsebenen sind, ist eben 
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gesprochen. Der Beriihrungspunkt ist der oben erwaihnte zweite Schnitt- 
punkt des Kegelschnitts mit der Doppelgeraden. Die Ebene jedes der 
Kegelschnitte S schneidet noch einen Kegelschnitt aus, der auch durch 
die Punkte, in denen jener die Doppelgeraden trifft, gehen, damit 
diese Doppelpunkte des Totaldurchschnitts werden, also ebenfalls ein 
Kegelschnitt S sein muss. Ueberhaupt kann es auf der Steiner’schen 
Fliche keinen Kegelschnitt geben, der nicht auf alle drei Doppel- 
geraden sich stiitzt (auch die, deren Ebenen durch eine Doppelgerade 
gehen, thun dies), weil sonst nicht die Punkte, in denen seine Ebene 
diese Geraden trifft, Doppelpunkte der vollen Schnitteurve werden 
kénnten. Also alle Kegelschnitte auf I’; werden von Kegeln 2. Gra- 
des K, die durch die 3 Doppelgeraden gehen, ausgeschnitten, und je.zwei 
liegen stets in einer Ebene zusammen, sind associirte Kegelschnitte. Thr 
vierter Schnittpunkt ist auch ein Doppelpunkt der vollen Schnittcurve, 
ohne aber Doppelpunkt der Fliche zu sein, folglich Beriihrangspunkt 
der Ebene. Dic Ebene also eines Kegelschnitts der Fliiche F,' oder 
vielmehr zweier associirter Kegelschnitte beriihrt stets die Fliiche in dem 
nicht auf’ ciner Doppelgeraden liegenden Begegnungspunkte der beiden 
Kegelschnitte. Umgekehrt enthiilt jede Tangentenebene der Fliche F,', 
da sie zu den 3 Doppelpunkten ihrer Schnittcurve, die auf den Dop- 
pelgeraden liegen, noch den Beriihrungspunkt als vierten hinzubringt 
und eine Curve 4. Ordnung mit 4 Doppelpunkten zerfallen muss, Gera- 
de aber auf F’,' nicht existiren, 2 Kegelschnitte S’ und S”, die sich 
auf die 3 Doppelgeraden stiitzen und in den Stiitzpunkten der eine 
je von der einen Tangentenebene der Fliche, der andere von der an- 
dern beriihrt wird, was auch fiir die die beiden Kegelschnitte erzeu- 
genden Kegel K gilt. In den durch eine Doppelgerade gehenden Be- 
riihrungsebenen vertritt diese den einen Kegelschnitt. 


13. Jede der 4 Doppelebenen P hat mindestens 2 Beriihrungs- 
punkte, also die Schnitteurve 5 Doppelpunkte, mithin haben die 
beiden associirten Kegelschnitte 5 Punkte gemein, vereinigen sich folg- 
lich in eimen einzigen H ($ bei Herrn Cremona), iiber den sich 
die Doppelpunkte des Gesammtschnitts ausgebreitet haben, demnach 
geschieht die Beriihrung nicht blos in 2 Punkten, sondern in allen 
Punkten von H; die Doppelebene ist conisch, nicht bitangential. 
Jeder dieser 4 Kegelschnitte trifft die 3 Doppelgeraden in je einem 
ihrer Punkte @ und beriihrt dort die eine Asymptotenebene der Invo- 
lution J, J’ oder J”, von der auch der den Kegelschnitt ausschnei- 
dende Kegel K lings der Doppelgeraden tangirt wird. 


Jede Gerade einer Ebene P beriihrt die Fliche in ihren beiden 
Schnittpunkten mit H (oder trifft im speciellen Falle eine Doppelgerade) ; 
eine Tangente von H beriihrt folglich vierpunktig. Die 4 Doppeltangenten 
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jedes ebenen Schnitis — denn so viel hat eine Curve 4. Ordnung mit 
3 Doppelpunkten —, so wie insbesondere die 4 gemeinsamen Tangen- 
ten der beiden Kegelschnitte einer Beriihrungsebene befinden sich stets 
in den 4 Doppelebenen, so dass die simmtlichen Doppeltangenten der 
Flache diese 4 Ebenen erfiillen. 

Da jeder Kegelschnitt H, wie oben gesagt, in jedem der 3 Punkte 
@, durch die er geht, dessen (einzige) Beriihrungsebene tangirt, so 
muss er auch die Gerade B, in der seine Ebene diesé Ebene schnei- 
det, beriihren. Folglich tangiren in jedem Punkte @ zwei Kegelschnitte 
H einander und die Schnittgerade B ihrer Ebenen, so dass diese Gerade 
mit der Fliche nur den Punkt @ gemein hat, sie in demselben vier- 
punktig beriihrt, was fiir B’ und B” noch nicht bewiesen ist. Oder 
auch: H ist fiir seine Ebene P der volle Schnitt, folglich miissen die 
beiden Punktenpaare, in denen B dén Kegelschnitten seiner beiden 
Ebenen P begegnet, identisch sein, d. h. B kann F,' ausser in @ nur 
noch einmal treffen, in @,. Alle Ebenen durch B sind Beriihrungs- 
ebenen der Fiche, also alle durchschneiden dieselbe in 2 Kegelschnit- 
ten, die beide ihren zweiten Schnittpunkt mit B ausser @ in @, 
haben miissen, so dass dieser ihr vierter Begegnungspunkt, demnach 
der Beriihrungspunkt der Ebene ist. Aber alle Ebenen durch B tan- 
giren in @, folglich fallt o, mit zusammen. 

Weil die 4 Kegelschnitte H sich alle gegenseitig beriihren, so be- 
finden sie sich auf derselben Fliche 2. Grades (die wir uns durch 5 
Punkte von H,’, 3 von H,', 1 von H,” gelegt denken). Die 8 Be- 
riihrungspunkte der 4 Doppeltangenten jedes ebenen Schnitts der 
Steiner’schen Flache befinden sich also stets auf demselben Kegel- 
schnitte. ~ 

14. Es ist oben gesagt, dass zwei Kegelschnitte 8,’ und S,' der 
Fliiche F,', deren Ebenen L, und L, sich in einer Geraden schneiden, 
die sich nicht auf eine der 3 Doppelgeraden stiitzt, einander in nicht 
mehr als einem Punkte begegnen kénnen. Aber einen Begegnungs- 
punkt miissen sie haben, weil es sonst, wenn S,” und 8,” die asso. 
ciirten Kegelschnitte sind, nicht méglich wiire, dass jeder dieser 4 
Kegelschnitte jedem andern von ihnen, der nicht in derselben Ebene 
liegt, héchstens einmal begegnet und doch aus diesen Begegnungs- 
punkten die 4 Schnittpunkte der Geraden 1 = (Z,, L,) mit F,' her- 
vorgehen. J, und L, sind 2 von den Beriihrungsebenen, welche / an 
F,' sendet; fiigen wir noch die dritte LZ, hinzu, welche die beiden 
Kegelschnitte S,’ und S,” enthilt, so ergiebt sich, wenn s', s?, s*, s! 
die 4 Schnittpunkte (/, F,‘) sind, folgendes Arrangement, aus dem 
zu ersehen, dass jeder Kegelschnitt jeden aus einer andern Ebene ein- 
mal trifft: S$,’ geht durch s', s?, S,” durch s°, s!, 8, durch s', s’, 8,” 
durch s*, s‘, S, durch s', st und S,” durch s?, s°, 
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Betrachten wir aber noch die specielleren Fille, die zu einigen 
interessanten Siitzen fiihren werden; nehmen wir also zuerst an, von 
den 4 Punkten s fallen zwei s*, s* in einen Punkt s*! zusammen, so 
dass entweder / die Fliche in s** beriihrt, oder in s*4 — dann mit a be- 
zeichnet — eine Doppelgerade z. B. G trifft. Im ersteren Falle haben 
sich zwei der Fbenen L, L, und L,, in eine L,, vereinigt, die in 
s** beriihrt: S,,’ geht durch s*', s', S,,” durch s*4, s?, von den Kegel- 
schnitten der dritten Ebene L, geht S,’ durch s', s?, S,” beriihrt 7 in 
s**, [Im andern Falle ist in der Ebene L, der Kegelschnitt S,” in die 
Doppelgerade G iibergegangen (welche durch a geht), der andere Ke- 
gelschnitt S,° geht durch s', s*. LZ, und ZL, haben sich nicht verei- 
nigt: S, und §S,’ gehen durch s', a, und S,’ und 8,” durch s’, a. 
Sind nun 7, und 7, die beiden Beriihrungsebenen der Fliiche in a, 
so kénnen S,’ und S,’, die ausser a noch s' gemein haben, nicht in 
a dieselbe Ebene beriihren, z. B. 7,, weil dann der Kegel, der durch 
G, G’, G”, a s' geht und 7, lings G beriihrt, beide Kegelschnitte 
S,’ und S,' ausschnitte. Ebenso beriihren S,” und S,” nicht dieselbe 
Ebene. Hingegen da auch S, und S,” und ebenso S,’ und S,” in a 
verschiedene Ebenen beriihren, so tangiren sowohl S,, S,’, die ausser 
a keinen Punkt gemein haben, als auch S,”, S,, bei denen dies auch 
der Fall ist, dieselbe Ebene, jene beiden die eine, diese beiden die 
andere. 

Wenn also die Schnittlinie zweier Tangentenebenen der Steiner’schen 
Fliiche sich auf eine der 3 Doppelgeraden, in a, stiitet (ohne dass eine 
der beiden Ebenen durch dieselbe geht), so lassen sich von den 4 Kegel- 
schnitten derselben aus verschiedenen Ebenen zweimal zwei zusammen- 
stellen, welche ausser a noch einen Punkt gemein haben, dafiir aber in 
a von verschiedenen Beriihrungsebenen der Fliche tangirt werden, und 
zweimal zwei, welche nur den Punkt a gemein haben und in diesem 
Punkte von derselben Beriihrungsebene tangirt werden. 

15. Wenn sich zweimal zwei von den 4 Punkten s vereinigt ha- 
ben, s' und s* in s!?, s3 und s* in s*4, so beriihrt / die Fliche F,' 
entweder in s'? und s** oder sie beriihrt in s'? und trifft in s*4 — dann 
a — eine Doppelgerade z. B. G oder sie trifft in beiden Punkten eine 
Doppelgerade z. B. G, G’, also s'? =a, sta’. Im ersten Falle 
sind die beiden Ebenen LZ, und L, zusammengefallen und zwar in eine 
Doppelebene P, so dass die vier Kegelschnitte S,’ S,” S,’ S,” in den 
einen H sich vereinigt haben, der durch s'? und s* geht; die Ebene 
L, beriihrt mit ihrem Kegelschnitte S,’ die Doppeltangente / in s'°, 
mit S,” in s**. Im zweiten Falle sind Z, und L, in die Beriihrungs- 
ebene L,, in s'? zusammengefallen, sowohl S,,° wie S,,” gehen durch 
s'? und a, beriihren jedoch in a verschiedene Ebenen; die Ebene L, 
geht durch G, welche den Kegelschnitt S,” vertritt und a enthilt; 
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der andere Kegelschnitt S,’ beriihrt 7 in s'*. Im dritten Falle endlich 
ist die Ebene GG’ die Ebene LZ, und ihre Geraden vertreten S,’ und 
S,". Die beiden andern Ebenen sind verschieden, ihre 4 Kegel- 
schnitte gehen alle durch a und a’, Deren Beriihrungsebenen seien 
T,, T,, T,, T,{. Jeder der 4 Kegelschnitte beriihrt in jedem der bei- 
den Punkte a eine derselben und jede der 4 Ebenen wird 2 Kegel- 
schnitte aus verschiedenen Ebenen beriihren. Beriihrt z. B. 7, in a 
die heiden Kegelschnitte S,’ S,,, so werden diese in a von verschie- 
denen Ebenen beriihrt; denn beriihrte z. B. 7,’ dieselben beiden Ke- 
gelschnitte, so liigen diese beide auf dem Kegel 2. Gerades K, der 
durch G G’ G” geht und lings den beiden ersten die Ebenen 7, und 
T, beriihrt. 

Also 2 Kegelschnitte der Steiner’ schen Fliche, welche in verschie- 
denen Ebenen liegen und durch dieselben zwei Punkte zweier Doppel- 
geraden gehen, werden stets in dem einen derselben von der ndmlichen 
Tangentenebene, in dem andern aber von verschiedenen beriihrt. 

Fallen ferner 3 Punkte s zusammen, z. B. s?, s°, st in s™4, so 
ist wieder zu unterscheiden, ob s'*> nicht auf einer Voppelgeraden 
liegt, oder ob dies der Fall, oder ob s'*5 gar der dreifache Punkt a° 
ist. Im ersteren Falle, dem der eigentlichen Osculation, geht durch 
l.eine einzige Tangentenebene, die in s*4 beriihrende. Der eine Ke- 
gelschnitt beriihrt / in s*°4, so dass diese Gerade also eine der beiden 
Haupttangenten ist, der andere Kegelschnitt geht durch s** und s'. 
Liegt s**4 auf einer Doppelgeraden G — also a —, so werden 2 Be- 
riihrungsebenen von der durch G gehenden vertreten, welche in a be- 
riihrt. Der eine Kegelschnitt in ihr ist G, welche durch a geht, der 
andere geht durch a und s'. Die zweite (eigentlich dritte) Tangenten- 
ebene durch / enthilt einen Kegelschnitt, der 7 in a und somit auch 
die erste Tangentenebene beriihrt, und einen zweiten, der durch s' 
und a geht und im letzteren die andere Beriihrungsebene dieses Punk- 
tes tangirt. Oben osculirte die Gerade J, hier beriihrt sie in einem 
Punkte einer Doppelgeraden. Im dritten Falle, wo s**4 = q@® ist, sen- 
det 1 noch 3 Tangentenebenen an F’,', die durch die Doppelgeraden 
gehen und Kegelschnitte ausschneiden, welche die Punkte a° und s! 
enthalten. 

Fallen endlich alle 4 Punkte s zusammen, so ist / entweder eine 
vierpunktig beriihrende Gerade, also eine Tangente eines Kegelschnitts 
H, von -der aus dann keine weitere Beriihrungsebene an die Fliche 
geht, — ausgenommen die 6 Geraden B, welche unendlich viele 
Tangentenebenen an fF’, senden, deren simmtliche Kegelschnitte die 
Gerade B in o beriihren —; oder / ist Tangente des Kegelschnitts 
in einer durch eine Doppelgerade gehenden Ebene im Beriihrungs- 
punkte derselben, folglich die eine Haupttangente der Ebene, die an- 
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dere ist die Doppelgerade selbst; dann geht durch / ebenfalls keine 
weitere Tangentenebene; oder endlich / geht durch @® in einer der 3 
Beriihrungsebenen dieses Punktes. Dann vertritt diese Ebene zwei 
Beriihrungsebenen von /, die dritte ist die nach der ausserhalb liegen- 
den Doppelgeraden gehende, deren Kegelschnitt von / in a@° beriihrt 
wird. Ueberhaupt wird stets der Kegelschnitt der Fliche in einer 
Ebene durch eine Doppelgerade im dreifachen Punkte von der Ebene 
der beiden dandern Doppelgeraden tangirt. 

16. Ueber den Tangentialkegel der Fliiche von einem beliebigen 
Punkte des Raumes iiberhaupt, einem beliebigen Punkte der Fliche und 
aus einem Punkte einer Doppelgeraden hat schon Herr Cremona ge- 
sprochen. Der erste ist ein allgemeiner Kegel 3. Classe, also 6. Ord- 
nung, der zweite hat eine Doppelebene, die Beriihrungsebene des Punk- 
tes, ist also 3. Classe und 4. Ordnung, der dritte zerfallt in das Ebe- 
nenbiischel um die Doppelgerade und einen Kegel 2. Grades, denen 
die beiden Beriihrungsebenen des Punktes gemein sind. Ebenso zer- 
fallt aber auch der Beriihrungskegel, der von einem Punkte einer der 
6 Geraden B, also einem nicht auf der Fliiche liegenden Punkte an 
die Fliiche gelegt ist, in das Biischel dieser Geraden und einen Kegel, 
2. Grades, denen die beiden in B sich begegnenden Doppelebenen ge- 
mein sind. Fiir jeden der 6 Punkte @ zerfallt er in das einfache Bii- 
schel um die Doppelgerade G, die durch w geht, wnd das doppelte Bii- 
schel wm die Gerade B, welche diesen Punkt enthiilt. 

Nicht blos die Punkte der Fliche selbst liefern Beriihrungskegel 4. 
Ordnung, sondern auch die der 4 Doppelebenen P. Die betreffende 
Doppelebene beriihrt dann auch den Kegel zweimal und zwar sind die 
Beriihrungskanten die beiden Tangenten von dem Punkte an den Kegel- 
schnitt H. Befindet sich der Punkt gar auf dem Kegelschnitt H selbst, so 
wird die Doppelebene P fiir dessen Tangentialkegel Wende(tangenten)- 
ebene, welche lings der Tangente des Kegelschnitts H osculirt, wnd 
der Kegel also 3. Ordnung (und 3. Classe). 

17. Wir kommen nun noch in Kiirze auf die Bemerkung des 
Herrn Cremona zuriick, dass die Steiner’sche Fliche und die reine 
(eubische) Polarfliiche einer Ebene in Bezug auf eine allgemeine Fliiche 
3. Ordnung reciprok sind; wir hatten urspriinglich die Absicht, die 
reciproken Eigenschaften dieser beiden Fliichen nach Steiner’scher 
Sitte einander gegeniiber zu stellen, doch der Kiirze wegen begniigen 
wir uns behufs dieser Vergleichung auf unsere Untersuchungen iiber 
die Polarfliche*) zu verweisen und hier nur noch darauf aufmerksam 
zu machen, wie diese Reciprocitidt recht klar aus der von Herrn Reye**) 


*) Fl. 3. O. Nr. 39 und 40. 
**) Geometrie der Lage, II, 8. 246. 
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angegebenen Erzeugungsweise der Steiner’schen Fliche und aus der 
Entstehung der Polarfliche durch die Einhiillung der Polarebenen aller 
Punkte einer Ebene in Bezug auf eine Fliiche 3. Ordnung zu erkennen 
ist. Herr Reye setzt ein Flichengebiische 2. Ordnung = und ein 
riiumliches System Z, so in Beziehung, dass jeder Fliiche des Gebii- 
sches £ eine Ebene in £, und jedem Flichenbiischel in £ ein pro- 
jectivisches Ebenenbiischel in £, entspricht. Jeder Raumcurve 4. Ord- 
nung, in welcher 2 Flichen von £ sich schneiden, entspricht dann 
die Schnittgerade der entsprechenden Ebenen, und jeder. Gruppe von 
8 associirten Punkten, in denen drei Flichen des Gebiisches sich durch- 
dringen, der Schnittpunkt der entsprechenden 3 Ebenen des Systems. 
Rechnen wir nun die Punkte einer den Raum durchziehenden Ebene 
zum Gebiische £, so ist der Ort der entsprechenden Punkte in %, 
die Steiner’sche Flaiche, und ist damit auch die Abbildung der 
Herren Clebsch und Cremona erhalten. 

Die simmtlichen quadratischen (oder ersten) Polarflichen aller Punk- 

te des Raumes in Bezug auf eine Fiche 3. Ordnung bilden ein Flichenge- 
biische 2. Ordnung = *), und jeder Fliiche desselben entspricht im raiumli- 
chen Systeme £, nicht wie oben eine Ebene, sondern ein Punkt, ihr Pol; je- 
der Grundcurve des Gebiisches = eine Gerade in £,, deren Polarcurve jene 
ist, und jeder Gruppe von 8 associirten Punkten des Gebiisches, nicht wie 
oben ein Punkt, sondern eine Ebene, die gemeinsame Polarebene der 8 
Punkte. Suchen wir nun zu allen Punkten einer das Gebiische durchzieh- 
enden Ebene die entsprechenden Ebenen, also die Polarebenen in Bezug 
‘auf die Fundamentalfliche 3. Ordnung, so ergiebt sich als deren Enve- 
loppe die Polarfliche der Ebene in Bezug auf diese Fundamentalfliche. 
Die jetzige Beziehung des Systems £, auf das Gebiische £ ist der obi- 
gen reciprok, also sind es auch die beiden erzeugten Flichen. 


Il. 


18. Wir haben bei der Erzeugung der Steiner’schen Fliche, um 
die Allgemeinheit zu wahren, den Fall ausgeschlossen, dass die beiden 
Tangenten B’ und B” der Kegelschnitte Q’ und Q” in den Punkten ° 
a’ und a”, in denen sich die Gerade G auf diese Kegelschnitte stiitzt, 
einander treffen. Jetzt wollen wir uns gerade mit diesem speciellen Falle 
beschiftigen. Die Ebene P = (B’, B”) ist dann, weil sie Q’ und Q” be- 
riihrt, eine Ebene der Fliche D, und die Gerade G, welche ihre Be- 
riihrungspunkte mit Q’ und Q” verbindet, die Generatrix, lings de- 
ren P diese Fliche tangirt. P beriihrt alle Flachen F’,* und zwar 
stets in einem Punkte von G; folglich beriihrt sie auch alle er- 


*) Von mir friiher (F]. 3. Ordnung Nr. 36) Flichennetz genannt. 
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zeugenden Kegel C,*, die von den Punkten a* auf G an ihre entspre- 
chenden Flichen F,* gelegt sind, und zwar lings G. Demnach ver- © 
einigen sich in ihr stets die beiden gemeinsamen Ebenen des Biischels 
G und jedes der Kegel C,*, also die beiden Tangentenebenen der er- 
zeugten Fliche F, in jedem Punkte a*; P beriihrt daher vierpunktig 
die Fliche F, lings der ganzen Geraden G. Dass der Grad der Viel- 
fachheit von P nicht 2 iiberschreiten kann, geht aus der Classe der 
Flache hervor: eine Fliche 3. Classe mit einer dreifachen Ebene de- 
generirte zu-einer ebenen Curve. Jede Gerade / in P sendet in der 
That an die Fliche ausser der Doppelebene P noch eine Ebene, die 
zweite Tangentenebene von / an den Kegel C,*, der vom Punkie 
a* = (l,G@) ausgeht. Alle Punkte a* sind uniplanare Doppelpunkte. Fer- 
ner ist P stets eine der beiden gemeinsamen Ebenen des Biischels B’ 
resp. B” und des Kegels CY von einem Punkte by der Geraden B’ 
resp. B”. Folglich vereinigt sich in ihr eine der beiden P’ mit einer 
der beiden Ebenen P” : P, = P,’ = P. Durch jede der beiden Gera- 
den B geht noch eine Doppelebene P,' resp. P,’. Die Ebene P aber 
zuhlt fiir 2 Doppelebenen, ist nach der Bezeichnung des Herrn Cayley 
eime 2 (+ 2) fache Ebene der Fliiche. Wie jede Ebene iiberhaupt, so 
muss auch jede (von P verschiedene) Ebene durch G eine Fliche der 
Schaar S (F’,*) beriihren; diese wird schon von P und zwar in einem 
Punkte der Geraden G, in der sich P und die andere Ebene durch- 
schneiden, tangirt; wenn aber durch eine Tangente einer Fiche 
2. Classe 2 verschiedene Beriihrungsebenen gehen, so muss dieselbe 
auf der Flache liegen. Also liegt G auf einer Fliiche der Schaar (von 
der ersichtlich alle Ebenen durch G tangirt werden), und diese Fliiche 
ist auch diejenige, F’,°, die durch ihren entsprechenden Punkt a® geht. 
Von den beiden durch a°® gehenden Geraden G’' G” dieser Fliiche hat 
sich demnach eine G” mit G vereinigt. Wir erhalten folglich den spe- 
ciellen Fall der Steiner’schen Flaiche, auf den, wie Herr Cre- 
mona in seiner zweiten Abhandlung mittheilt, Herr Clebsch zuerst 
aufmerksam gemacht hat. Der Kegel 2. Classe C,’ von a" an F,° be- 
steht aus den Biischeln G und G’, folglich hat der Kegel 3. Classe 
C,° von a® alle Ebenen des Biischels G zu Doppelebenen, so dass alle 
Ebenen dieses Biischels G die Fliche in a° beriihren. Wir werden auch 
bald G als eine Gerade B erkennen, deren Punkt w der Punkt a’ ist. 
Die Ebene P vertritt die Ebene (GG”) des allgemeinen Falls; sie 
hat also mit der Fliche ausser der Geraden G, lings deren sie beriihrt, 
keinen Schnitt mehr gemein. Diese beiden zusammengefallenen Gera- 
den GG” vertreten in P den Kegelschnitt H. 

19. Die Involution J wm G hat ihre Bedeutung verloren, da alle 
Punkte dieser Geraden — ausser a® —- uniplanar sind, alle Tangen- 
tenebenenpaare in die Ebene P zusammengefallen sind; auch die 
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Asymptotenebenen (G, B’) und (G, B”) haben sich mit P vereinigt. 
Der eine Punkt a° liefert siimmtliche tibrigen Ebenen des Biischels G. 
Die Gerade G’ ist, wie im allgemeinen Falle, doppelt und die Invo- 
lution J’ wm sie bleibt bestehen. Der eine Cuspidalpunkt ist @,,, in 
welchem sie von der Schnittgeraden B,, der beiden Ebenen P,’ und P,”” ge- 
troffen wird, der andere Cuspidalpunkt o,, ist a°, denn die beiden durch 
G’ gehenden Beriihrungsebenen des Punktes a’, G’G und G’G”, sind 
zusammengefallen. Freilich ist a® eben nur Cuspidalpunkt als Punkt 
von G’, nicht auch als Punkt von G, durch G gehen vielmehr unendlich 
viele in a® beriihrende Ebenen; diese Gerade ist auch als die Gerade B 
anzusehen, welcher a® als Punkt w angehirt; sie vertritt die Schnitt- 
gerade B,, der beiden in P vereinigten Doppelebenen P,’ und P,’. B, 
hat in sich noch eine zweite Gerade B aufgenommen: B,, und ebenso 
hat B” noch B,, aufgenommen, folglich enthalten @’ und @” noch 
die Punkte ,, resp. @,,, welche beiden Punkte der mit G vereinigten 
Geraden G” angehéren. Die Gerade B,, und der Punkt @,, verhal- 
ten sich allein auch hier so wie im allgemeinen Falle. 

Die Schnittcurve einer beliebigen Ebene E_ beriihrt sich selbst in 
dem Punkte (E, G); gemeinschaftliche Tangente beider Aeste ist (E, P). 
Ausser dieser Doppeltangente, welche zweifach rechnet, hat sie noch 
2 andere: (E, P,’) und (£, P,”). Ist E eine Beriihrungsebene der 
Fliche, so werden die beiden Kegelschnitte in E von (E, P) 
beriihrt. Alle Ebenen durch G beriihren in a®, folglich schneiden alle 
— natiirlich ausser P — Kegelschnitte aus, welche die Gerade G in a® 
beriihren. Die Ebenen durch B’ beriihren alle in @’; die von ihnen 
ausgeschnittenen 2 Kegelschnitte osculiren sich in w’ (berithren sich in 
2 benachbarten Punkten @’ und @,,); die gemeinschaftliche Tangente 
in w’ ist B’, die in w,, ist B,,, welche neben B’, aber nicht in der 
Ebene P, sondern in der Ebene P,’ zu denken ist). Ebenso osculiren 
sich die von den Ebenen durch B” ausgeschnittenen 2 Kegelschnitte in 
a”. Die Kegelschnitte dieser, wie jener Ebenen treffen sich, wie im 
allgemeinen Falle, noch auf G’. Die beiden Kegelschnitte endlich, wel- 
che von den Ebenen des Biischels wm B,,, die alle in o,, beriihren, 
ausgeschnitten werden , tangiren einander zweimal, in w,, und im Schnitt- 
punkt der Ebene mit G. In zwei Ebenen, P, und P,’’, sind sie, wie 
im allgemeinen Falle, in einen Kegelschnitt H, resp. H,” zusammen- 
gefallen, lings dessen die Ebene beriihrt. Diese beiden Kegelschnitte 
H,', H,” und die beiden Geraden G und G’ befinden sich auf einem 
Kegel 2. Gradés, der von P lings G beriihrt wird und seine Spitze 
in a° hat, derselbe vertritt also die Fliche-2. Grades des allgemeinen 
Falles, welche die 4 Kegelschnitte H enthilt. 

20. Im eben betrachteten speciellen Falle der Steiner’schen 
Fliche beriihrt P in je einem Punkte ¢ von G eine Fliiche der Schaar 
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S (F*) und jeder dieser Flichen entspricht ein Punkt a*. Wir haben 
also 2 projectivische Punktreihen auf G: a* und ¢*. Die beiden Coin- 
cidenzpunkte sind ’ und ”. Beriihrt P noch eine Flaiche in deren 
entsprechendem Punkte, so haben die beiden Punktreihen 3 Paare zu- 
sammenfallender entsprechender Punkte gemein, folglich beriihrt jede 
Fliche in ihrem entsprechenden Punkte. Also alle Punkte a* liegen 
auf ihren Flichen F’,*, alle Kegel C,* zerfallen in 2 Biischel, deren 
Achsen in der Tangentenebene von ¢* = a* d. i. jederzeit in P liegen. 
Die Flaiche reducirt sich folglich auf eine ebene Curve (als Enveloppe 
ihrer simmtlichen Tangentenebenen) in P und zwar diejenige, welche 
von den Geraden der Flaichen der Schaar F’,* eingehiillt wird, die-in 
der Tangentenebene P der Flaiche D, liegen. Dieselbe ist bekanntlich 
3. Classe (und 6. Ordnung) und bildet den ferneren Schnitt der Flaiche 
D, mit der Ebene P ausser der Generatrix G. Diese degenerirte 
Flache 3. Classe hat aber natiirlich die wichtigsten EKigenschaften der 
Steiner’schen Fliche und damit auch unser Interesse verloren. 

21. Die Ebene jedes der 4 Kegelschnitte Q, die zur Schaar S (F',*) ge- 
hiren, z. B. Q” schneidet aus der Fliiche D,, auf der Q” doppelt liegt, noch 
4 Generatricen aus, in denen die von dem Schnittpunkte der Ebenen 
der 3 iibrigen Kegelschnitte — dem Pole der Ebene von Q” in Bezug 
auf alle Flichen F’,* — an die Fliche D, gelegten Ebenen dieselbe 
beriihren. Diese 4 Generatricen beriihren den Kegelschnitt Q” und sind 
als Geraden der Fliche Q” anzusehen, weil durch sie unendlich viele 
Tangentenebenen derselben gehen. 

Wenn wir also eine dieser 4 Generatricen zur Geraden G nehmen 
(w’ sei der Punkt, in dem sie sich auf Q’ stiitzt, mw” derjenige, in 
dem sie Q” beriihrt), so wird Q” die Fliche F,°, auf welcher G liegt 
und welche durch ihren entsprechenden Punkt a° geht, der mit @” zu- 
sammenfillt. Die beiden Geraden G’ und G”, welche auf F,° = Q” 
durch a® =a" gehen,+fallen in die Tangente G von Q” in @” zusam- 
men; folglich vereinigt diese Gerade in sich alle 3 Geraden G*), und 
auch B”. Wenn B’ die Tangente von Q’ in ’ ist — welche nicht 
in die Ebene von Q” fallt —, so ist (G, B’) die Ebene P, welche 
von allen Flachen F,* in Punkten auf G beriihrt wird. In allen Punk- 
ten von G ist sie wiederum die einzige Beriihrungsebene der Stei- 
ner’schen Flache, ausgenommen in den beiden Punkten @’ und @”, 
in denen die Fliche von allen durch B’ resp. G gehenden Ebenen 
tangirt wird. Wie im vorigen Falle ist P an die Stelle der beiden 
gemeinsamen Ebenen des Biischels um G und der Kegel C,* (auf de- 


*) Wir haben es also mit dem zweiten speciellen Falle zu thun, von dem 
Herr Cremona a. a. O. spricht. 
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nen allen G liegt) getreten, und ebenso geht durch B’ noch eine 
zweite Doppelebene P,’, die zweite gemeinsame Ebene des Biischels 
B’ und der Kegel C,” von den Punkten 6” auf B’ ausser P,’ = P. 
Fiir B” = G haben sich diese beiden gemeinsamen Ebenen, wie eben 
gesagt, in P vereinigt. Wie im vorigen Falle enthilt G auch noch 
die Gerade B,, = (P,, P,”) und indem sie B” in sich aufgenommen 
hat, vertritt sie zugleich die auch schon im vorigen Falle mit dieser 
vereinigte B,,; B’, hier wie schon im vorigen Falle die B,, mit ver- 
tretend, hat nun, da auch P,” mit P identisch geworden ist, auch 
B,,, welche im vorigen Falle noch fiir sich bestand, mit sich vereinigt. 
Der Punkt wo‘ =(G, B’) enthilt in sich noch die beiden Punkte 
@,, =(G’, By) und @,,—(G", B,.), der Punkt a” =(G, B”), 
welche beiden Geraden man sich als benachbarte Tangenten von Q” 
vorstellen kann, vertritt auch die Punkte @,, = (G@”, B,,) und 
@. = (G', Bay). 

22. Die Fiche hat also in dem jetzt betrachteten speciellen Falle. 
nur 2 Doppelebenen: P, welche die 3 Ebenen P,’, P,” und P,’ des all- 
gemeinen Falles repriisentirt, also eine 2 (+ 2 + 2) fache Ebene der Fli- 
che ist, und P,’. Jene hat mit der Fliche eine Beriihrung 3. Ordnung 
lings der Geraden G, welche alle 3 Doppelgeraden in sich vereinigt 
urd deren Involution J in die Ebene P zusammengeschrumpft ist, 
diese beriihrt in einem Kegelschnitte H,’. Eine beliebige Ebene E durch- 
schneidet die Fliiche in einer Curve 4. Ordnung, welche im Punkte 
(E, G) einen Doppelpunkt hat, der fiir 3 Doppelpunkte zahlt, also ein 
2 (+ 2 + 2) facher Punkt ist, d.h. welche sich selbst in diesem Punkte 
osculivt. Die beiden unendlich nahen gemeinschaftlichen Tangenten 
beider Aeste vertreten 3 Doppeltangenten, die vierte ist (E, P,'). Dic 
beiden Kegelschnitte einer Beriihrungsebene L osculiren sich in (G, L). 
Jede Ebene durch G schneidet cinen Kegelschnitt aus, der G in @” be- 
riihrt, die Ebenen durch B' zwei Kegelschnitte, welche in @' eine Be- 
riihrung 3. Ordnung eingehen. Als die drei unendlich nahen gemein- 
samen Tangenten sind B’, B,, und B,, anzusehen; zugleich sind dies 
drei auf einander folgende Tangenten des Kegelschnitts H,’. 

Die Gerade G ist in unserm jetzigen Falle eine 2 (+ 2 + 2) fache 
Gerade der Fliche, d.h. im Allgemeinen zihlt sie in dem Schnitte 
der durch sie gelegten Ebenen als einfache Doppelgerade, so dass 
noch ein Kegelschnitt als weiterer Schnitt bleibt. Nur im Schnitte 
zweier unendlich nahen Ebenen, P und ihrer Nachbarin, ist sie als 
doppelte Doppelgerade zu rechnen, so dass sie den vollen Schnitt bil- 
det. Im vorigen, noch etwas allgemeineren Falle (Nr. 18. und 19.) ast 
sie 2 (+ 2) fache Gerade; nor in P ziihlt sie als doppelte Doppel- 


gerade. 
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23. Wenn eine Curve auf der Steiner’schen Fliche F*,— die wir 
nun wieder allgemein annehmen —, gleichviel ob sie aus einem Con- 
tinuum besteht oder in mehrere Curven zerfillt, mal durch einen 
Punkt a einer Doppelgeraden geht, so miissen nothwendig gq (< p) 
Zweige die eine Tangentenebene 7’, der Fliiche in a und p — q Zweige 
die andere Tangentenebene 7’, beriihren. Wenn die Curve der volle 
Schnitt einer Fliche F'" mit F ist, so vertheilen sich die Zweige in 
gleicher Anzahl auf die beiden Tangentenebenen. 

Nehmen wir nun an, eine Curve m'‘* Ordnung C”, welche auf F' 
liegt, gehe p mal durch den dreifachen Punkt a° und r Aeste beriihren 
G, r’ Aeste G’ und r” Aeste G”, so miissen noch p, Aeste die Ebene 
GG’, p, Aeste die Ebene GG” und p, Aeste die Ebene GG” und 
zwar ausserhalb der Geraden G beriihren, wobei 


rere’ +p + P+ Ps =P 
ist. Wir nehmen an, dass jede dieser 7 Zahlen auch 0 sein kann. 
Ist p = 0, so sind es die 6 iibrigen selbstverstindlich auch. In Folge 
der eben genannten Beriihrung und weil a° pfach ist, liegen in der 
Ebene GG’ schon p+r-+7'+ p, Punkte von C”. Die iibrigen 
Punkte, der Zahl nach m — p—r—~r’ —p,, miissen sich auf die 
beiden Geraden G und G’, die den vollen Schnitt ihrer Ebene mit 
F* bilden, vertheilen; wenn also z. B. auf G q liegen, so miissen sich 
auf Gq’ = m— p—r—r’ — p, — q befinden. Ebenso miissen 
auf G und G” zusammen m — p — r —r” — py, also auf G” allein 
q’ =m—p—r—r” —p, —q liegen. Folglich muss wegen der 
dritten Ebene G’ G” sein: 
m=p+p,tr tr” + 2m — 2p —2r —r — vr” — p, — pp — 29, 
worin 

py =p—r—r—r"—p—py- 

Der Kegel, welcher die Curve C” vom p fachen Punkte @° proji- 
cirt, ist von der Ordnung m — p; er hat die Gerade G zur (q + r) 
fachen Kante, die Gerade G’ zur (q’ + 7’) fachen und die Gerade G@” 
zur (q” + 7”)fachen Kante. Auf J sind sie doppelt, also rechnen 
sie beim Durchschnitt des Kegels und der Fliche als Gebilde von der 
Ordnung (q-++'r +9’ +9 +9" +97") 2—=(q+r+m—p—r—p, 
— 4+ m—p—r— p,—q) 2 = (2m— 2p— 2r—p, — p, — 9g) 2. 
Dazu kommt noch die Curve C” selbst; einen weiteren Durchschnitt 
als die 3 Geraden G und die Curve C” kénnen die beiden Flichen 
nicht haben, da jede Gerade, die von a ausgeht, die Fliiche 4 nur 
noch einmal trifft. Folglich muss 
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4m — 4p — 4r — 2p, — 2p, — 2¢ + m = (mh — p)4 sein, oder 
(1) m= 4r + 2p, + 2p, + 2q. 
Also m muss gerade sein. 
Es giebt demnach auf der Steiner’schen Fliche keine Curve un- 
gerader Ordnung. 
24. Nehmen wir an, die Curve — sie heisse nun C”, indem wir 


m durch 2n ersetzen — ginge nicht durch den Punkt a®, so. dass 
p=0O und in Folge dessen auch p, = p, =p, =r =? =r” =O, 
so ist 


2n = 2q; also gq = gq” —=q=—=n; 

folglich trifft eine Curve 2n' Ordnung auf F*, dic nicht durch den 
dreifachen Punkt geht, jede der drei Doppelgeraden in n Punkten. Eine 
Curve 4. Ordnung muss also alle drei Doppelgeraden in zwei Punkten 
treffen. Sind diese auf allen drei Geraden wirklich getrennt oder fin- 
det auch auf einer oder der andern der drei Geraden eine Beriih- 
rung statt, so haben wir eine Raumcurve 4. Ordnung mit drei schein- 
baren Doppelpunkten, folglich eine Curve II. Species. Sind aber dic 
beiden Punkte auf einer Geraden in einen Doppelpunkt zusammengefallen, 
so ist die Curve eine der I. Species (mit zwei scheinbaren Doppelpunkten). 
Haben sich die beiden Punkte auf zwei Doppelgeraden in einen Doppel- 
punkt vereinigt, so ist die Curve in zwei Kegelschnitte zerfallen, die sich 
auf den beiden Doppelgeraden begegnen und im Allgemeinen in zwei 
verschiedenen Ebenen liegen. Ist dies nicht der Fall, so haben sich auch 
die beiden Punkte auf der dritten Doppelgeraden in einen Punkt ver- 
einigt: wir haben es mit einer Beriihrungsebene zu thun. Aber eine 
Vereinigung aller drei Punktenpaare je in einen Doppelpmkt findet 
nicht blos bei den Schnittcurven der Beriihrungsebenen, sondern bei allen 
ebenen Schnitteurven (4. Ordnung) statt. 

Es ist bis jetzt bewiesen, dass auf F eine Raumcurve 4. Ord- 
nung I. Species, die nicht durch den dreifachen Punkt geht, nicht 
ohne Doppelpunkt sein kann. Aber auch wenn sie diesen Punkt pas- 
sirt. — also natiirlich, um nicht hier schon einen Doppelpunkt zu sta- 
tuiren, einmal —, muss sie doch anderweitig, auf einer der drei Geraden 
G, einen Doppelpunkt besitzen. Da sie einfach durch a° geht, so ist 
im Allgemeinen eine der Gréssen p;, p., p;, 2. B. p; = 1, und dann 
ist p, = p, =r =r’ =r” =O, oder im besonderen Falle eine der 


drei Gréssen 7, 7’, vr”, z B. r=1 und dann ist 1 =r" =p, 
=), = p,=0. Ks ist ersichtlich, dass die obige Gleichung: 

(1) m=2n = 4r+ 2p, + 2p,+2¢ 

zwei analoge hat: 

(2) 2n = 47 + 2p, + 2p, + 2q’ und 

(3) 2n = 47" + 2p, + 2p, + 29”. 


q* 
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Im ersteren Falle ist demnach g” = 2, gq = q’ = 1; im andern Falle ist 
q = 0, aber gq’ = g” = 2. In jenem Falle wird also die Curve 4. Ord- 
nung von einem ihrer Punkte a° durch einen Kegel 3. Ordnung mit einer 
Doppelkante projicirt, was bei einer Raumcurve 4. Ordnung und I. Spe- 
cies ohne einen Doppelpunkt nicht méglich ist; der zweite Fall kann 
iiberhaupt nicht eintreten, da in demselben die Ebene (G’, G”) von 
der Curve 5mal getroffen wiirde. 

Es giebt also auf der Steiner’schen Fliiche keine Raumeurve 
4. Ordnung und I. Species ohne Doppelpunkt. 

25. Da jede von a® ausgehende Gerade — ausser den drei Gera- 
den G — die Fliche F* nur noch einmal trifft, so folgt, dass an jede 
Curve C™ auf F'', welche nicht durch a® geht, von diesem Punkte 


nur die drei »fachen Secanten G gehen, welche _—— Se = (gewohn- 


liche) Secanten — Gerade, welche C™ in 2 Punkten treffen, speciell in 
einem Punkte beriihren oder durch einen Doppelpunkt gehen — vertre- 
ten. Folglich hat die Curve, wenn sie h Doppelpunkte auf den Dop- 
pelgeraden besitzt, $(m—1)—h scheinbare Doppelpunkte und 
falls C™ noch mit h’ Doppelpunkten ausserhalb der Doppelgeraden be- 
haftet ist, ist thr Geschlecht @" — Je ae. 3m (n — 1) —W’ 
=} (n — 1) (n — 2) — hh’, also gleich dem Geschlechte ciner mit h’ 
Doppelpunkten behafteten ebenen Curve n' Ordnung. 

Dies weist auf die punktweise Abbildbarkeit der Curven auf der 
Fliche F* in Curven einer Ebene E hin, also auf die schon mehrfach 
erwahnte Abbildung, welche die Herren Clebsch, Cremona und 
Reye besprochen haben. Da wir dieselbe, wenn auch nicht zur Auf- 
findung, so doch zur Controllirung der anderweitig gefundenen Eigen- 
schaften der Curven auf der Steiner’schen Fliche verwenden wollen, 
so mége eine kurze Wiederholung derselben hier gestattet sein. 

26. Die 4 Kegelschnitte H der Fliiche werden in der Ebene 
als Geraden § abgebildet; die Diagonalen ( G’ G” des Vierseits der- 
selben sind die Bilder der Doppelgeraden GG'G”: Im Allgemeinen 
hat jeder Punkt der Fliche nur ein Bild; die Punkte a der Doppel- 
geraden haben zwei Bilder a, und a,, die den beiden Tangentenebenen 
T, und T, in a an F* derartig entsprechen, dass das Bild einer daurch 
a einfach gehenden und T, resp. T., beriihrenden Curve oder des T, resp. 
T,, beriihrenden Zweiges einer mehrfach durch a gehenden Curve durch 
a, resp. a, geht. Die beiden Punkte a, und a,, welche denselben Punkt a 
abbilden, — associirte Punkte—liegen zu den Bildern der beiden Cuspidal- 
punkte @, also zu den durch die Diagonale verbundenen Ecken des 
Vierseits § harmonisch. Der dreifache Punkt a® wird durch die drei 


KEcken des Dreiseits 6 G'” abgebildet. Jedem Kegelschnitte S auf 


F'* entspricht in E eine Gerade © und zwei Kegelschnitte S’ S” einer 
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Tangentenebene — associirte Kegelschnitte —, welche sich dreimal 
auf den Doppelgeraden jschneiden und verschiedene Ebenen 7’ be- 
riihren, haben zu Bildern zwei Geraden G'S”, die den Geraden @ in 
3 Paaren associirter Punkte begegnen, sich selbst im Bilde 3 des 
vierten Schnittpunktes s der beiden Kegelschnitte, des Beriihrungs- 
punktes, treffen. Zwei beliebige Kegelschnitte haben im Allgemeinen 
nur einen Punkt gemein, in dessen Bild sich ihre Bildgeraden schneiden; 
2 Punkte haben sie gemein, wenn mindestens einer auf einer Doppel- 
geraden liegt, die beiden Kegelschnitte aber in demselben von ver- 
schiedenen Tangentenebenen der Fiche beriihrt werden, so dass dieser 
Punkt in verschiedenen Punkten abgebildet wird, je nachdem er dem - 
einen oder dem andern Kegelschnitte angehért. Liegt auch der zweite 
gemeinsame Punkt auf einer Doppelgeraden, so miissen die Kegel- 
schnitte, wenn sie in verschiedenen Ebenen liegen, in diesem Punkte 
von derselben Tangentenebene beriihrt werden, damit das Bild dieses 
Punktes der Schnittpunkt der beiden Bildgeraden sei. (Nr. 13.) 

Eine ebene Schnittcurve C* von F;' (mit 3 Doppelpunkten, vom 
Geschlechte 0) begegnet jedem Kegelschnitt S zweimal, ihr Bild also 
dem Bilde © von S, einer Geraden, ebenso oft und ist ein Kegel- 
schnitt ©? (also vom Geschlechte 0), der den 3 Geraden (% in asso- 
ciirten Punkten begegnet. Je drei-Paare associirter Punkte in E liegen 
also auf einem Kegelschnitte. 

27. Der volle Durchschnitt der Steiner’schen Fliche und einer 
Fliche 2. Grades F? ist eine Curve 8. Ordnung RS mit 6 Doppel- 
punkten, den Begegnungspunkten der F'? mit den 3 Geraden G; in 
jedem derselben beriihrt der eine Ast die eine Tangentenebene von F', 
der andere die andere. Das Flichenbiischel der Polarebenen der Punkte 
einer Geraden in Bezug auf J’? und das Biischel der cubischen Polar- 
flichen derselben in Bezug auf F'', zu dessen Grundcurve die 3 Ge- 
raden G gehéren (Nr. 8.), erzeugen eine Fliiche 4. Ordnung, auf der 
sich diese Geraden befinden, und welche R* ausser in den 6 Doppel- 
punkten 20mal trifft. Demnach wird jene Gerade von 20 Tangenten 
der R® getroffen, also ist diese Curve vom 20. Range. Daraus folgt, 
dass sie 36. Classe ist, ausser den 6 wirklichen noch 12 scheinbare 
Doppelpunkte besitzt und also das Geschlecht 3 hat. Dies Geschlecht 
3 weist darauf hin, dass eine Fliche 2. Grades mit der Steiner’schen 
Fliiche hichstens 3 Beriihrungen eingehen kann, ohne dass die Durch- 
schnittscurve zerspaltet. Durch jede solche Beriihrung-bekommt die 
Curve noch einen Doppelpunkt, der dann die Classe um 2, das Ge- 
schlecht um 1 erniedrigt. Die allgemeine Ourve R® trifft jede Gerade 
auf F? viermal; sie wird aus jedem ihrer einfachen Punkte durch einen 
Kegel 7. Ordnung und 18. Classe mit zwei dreifachen Kanten — die 
ausser durch die Spitze noch durch je 3 Punkte der Curve gehen — 
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und 6 Doppelkanten — welche nach den Doppelpunkten laufen — 
projicirt. 

RS trifft jeden Kegelschnitt S auf F'‘ viermal, weil dies F’? thut; 
folglich ist das Bild von R‘, wenn keine Beriihrung stattfindet, eine 
Curve 4. Ordnung §t* ohne Doppelpunkte, also vom Geschlechte 3, 
bei h (<3) Beriihrungen mit h Doppelpunkten und vom Geschlechte 
3—h. * trifft jede der drei Geraden ( in 2 Paaren associirter 
Punkte, den Bildern der Doppelpunkte auf der Doppelgeraden. 

28. Wenn F? durch eine Doppelgerade von F* 2. B. G geht, so 
ist der fernere Schnitt eine Curve 6. Ordnung R®, welche noch einmal 
durch a° geht und dort die Ebene (G’, G”) tangirt. Dieselbe wird von 
allen Geraden auf F? aus derselben Schaar wie G viermal, von denen 
der andern zweimal getroffen. Auch G hat mit R® vier Punkte gemein, 
niimlich a® und 3 Beriihrungspunkte der beiden Flichen: die Involution 
der Tangentenebenenpaare der Fliche F* und das Biischel der Tan- 
gentenebenen der Fliche F’ in den Punkten von G sind projectivisch 
und haben 3 Coincidenzebenen. Diese 4 Begegnungspunkte der beiden 
Bestandtheile zihlen vierfach; ferner hat R* noch je einen Doppelpunkt 
auf G’ und G’, in denen die beiden Aeste stets von verschiedenen 
Tangentenebenen der Fliche F* beriihrt werden (so dass die Tangenten 
der beiden Aeste wohl eine Beriihrungsebene von JF’, aber nicht von 
F' erzeugen); folglich hat R® den Rang 12, 7 scheinbare Doppelpunkte 
und das Geschlecht 1; sie wird von jedem ihrer Punkte durch einen 
Kegel 5. Ordnung, 10. Classe mit einer dreifachen Kante — die durch 
3 Punkte gehen — und 2 Doppelkanten —- die durch die Doppelpunkte 
gehen — projicirt. 

F* trifft jeden Kegelschnitt S ausserhalb G noch dreimal; also 
thut dies auch R®. Das Bild von F* ist demnach eine Curve 3. Ordnung 
X° ohne Doppelpunkt, sobald auf F® ausserhalb der Doppelgeraden 
sich keiner befindet, wie oben angenommen, also ebenfalls vom Ge- 
schlechte 1. ‘° trifft ( in den einen Bildern der 3 Begegnungspunkte 
von R* und G, in denen die Beriihrung stattfindet, und zwar denen, 
die den Beriihrungsebenen von /'* zugehéren, welche zugleich I’? 
tangiren. Der vierte Begegnungspunkt von G und R°, a, bildet sich 
nicht auf G ab, sondern weil R* die Ebene.(G’, G’) tangirt, im Punkte 
(8, &”). Jede dieser beiden Geraden wird von R* noch in 2 asso- 
ciirten Punkten getroffen. 

29. Geht I? durch einen Kegelschnitt S’, dessen Socius S” sei, so ist 
der fernere Schnitt der beiden Fliichen ebenfalls eine Curve 6. Ordnung W'°, 
welche von. jeder Geraden auf F? dreimal getroffen wird. Alle Punkte 
von W* in der Ebene von S’ miissen auf S’ liegen, drei sind die 
Punkte a, in denen sich S’ auf die 3 Doppelgeraden G stiitzt und 
welche dem Gesammtdurchschnitt doppelt angehéren, also sind ausser- 
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dem noch 3 Punkte c, in denen sich W® und S’ begegnen. In den 
Punkten a wird W® von andern Tangentenebenen der Fliche F'‘ be- 
riihrt, als S’, also von denselben wie S’. Ausserdem hat W®*® noch 
auf jeder Doppelgeraden* einen Doppelpunkt; daraus ergiebt sich der 
Rang von W* — nach Abzug des Ranges 2 von S’ — ebenfalls 12, 
also stimmen auch Geschlecht und Classe mit dem von R°; ‘aber dort 
2 wirkliche und 7 scheinbare, hier 3 wirkliche und 6 scheinbare Doppel- 
punkte. Von jedem ihrer einfachen Punkte wird W® durch einen 
Kegel 5. Ordnung und 10. Classe mit 5 Doppelkanten — von denen 
3 nach den Doppelpunkten, 2 nach je zwei verschiedenen Punkten 
der Curve gehen — projicirt. Den Socius S” trifft W® dreimal, in 
den 3 Punkten a; aber auch jeder andere Kegelschnitt S auf F'* wird 
von W® dreimal getroffen, da F'? ihn viermal trifft und S’ mit S im 
Allgemeinen nur einen Punkt gemein hat, oder wenn mehrere, die 
iibrigen zu den Punkten a gehéren und also auf W® liegen. Das 
Bild von W® ist eine Curve 3. Ordnung Y* (ohne Doppelpunkt, also 
vom Geschlechte 1). Sie trifft die 3 Geraden G in den Punkten, wo 
ihnen ©”, das Bild von S”, begegnet, und dann noch in je 2 asso- 
ciirten Punkten. 

30. Ist die Fliche F? ein Kegel K?, der seine Spitze auf einer 
dér 3 Doppelgeraden z. B. auf G in a hat, so ist dieser Punkt fiir 
den vollen Durchschnitt R* ein vierfacher Punkt, in den sich also 
die beiden Doppelpunkte auf der Geraden G vereinigt haben, der aber 


= 6 Doppelpunkte repriisentirt, so dass die Curve R® demnach 
10 wirkliche Doppelpunkte ausser den 12 scheinbaren hat, das Ge- 
schlecht also — 1 ist, zum Zeichen, dass sie in Curven niedrigerer 
Ordnung zerfallt, ersichtlich, da es Curven ungerader Ordnung auf 
der Steiner’schen Fliche gar nicht giebt und der Kegel im Allge- 
meinen auch nicht iiber einem Kegelschnitte der Flaiche steht, in zwei 
Raumcurven 4. Ordnung K,* und R,‘, welche sich dann je zweimal 
auf jeder der Geraden G’ und G” begegnen und beide in @ einen 
Doppelpunkt haben. Dieser Doppelpunkt weist auf die erste Species 
hin. Steht iibrigens der Kegel iiber einem Kegelschnitt der Fiche, 
so lést sich die eine der beiden Curven in diesen und die Doppelge- 
rade G auf. Wenn im besonderen Falle der Kegel K? der von a an 
die Fliche F' gelegte Beriihrungskegel ist, so haben sich die beiden 
Curven R,* und R,‘ in eine einzige Curve R* vereinigt. 

Ein beliebiger Kegel 2. Grades also, der seine Spitze in einer 
Doppelgeraden der Steiner’schen Fliche hat, durchschneidet dieselbe in 
2 Rauwmcurven 4. Ordnung I. Species, welche beide durch die Spitze 
des Kegels doppelt gehen und sich je zweimal auf den beiden andern 
Doppelgeraden begegnen. Der von einem Punkte einer Doppelgeraden 
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an die Fliche gelegte Tangentialkegel hat zur Beriihrungscurve eine 
Raumeurve 4. Ordnung I. Species, welche zweimal durch die Spitze 
geht (weil dort ja 2 — durch G gehende — Ebenen tangiren) wnd dic 
beiden andern Doppelgeraden in deren Cuspidalmmkten trifft*). (Nr. 8.). 

30. Wir gehen nun wieder zur allgemeinen Fliiche 2. Grades F?* 
zuriick und legen dieselbe durch 2 Doppelgerade der Steiner’schen 
Fliiche: G und G’. Der fernere Schnitt ist eine Curve 4. Ordnung V', 
die von jedér Geraden auf F?, da diese entweder G oder G’ trifft, 
zweimal getroffen wird und sich durch dieses characteristische Kenn- 
zeichen als Curve I. Species offenbart. Auch G und G’ werden zweimal 
getroffen, denn die dritte Coincidenz (Nr. 29.) findet, da (@G’) beide 
Flichen in a° beriihrt, diesmal in diesem Punkte statt. Als Curve 
I. Species auf F'* muss sie selbst einen Doppelpunkt aufweisen: es ist 
dies der zweite Schnittpunkt der dritten Doppelgeraden G” mit F’*. 
So hat der Totaldurchschnitt 12 Doppelpunkte (a° zihlt vierfach, die 
4 Begegnungspunkte von G und G’ mit V* doppelt), woraus auch fiir 
V* der wegen des Doppelpunktes zu erwartende Rang 6 und das Ge- 
schlecht 0 (ein wirklicher, zwei scheinbare Doppelpunkte; bei der Curve 
II. Species derselbe Rang, dasselbe Geschlecht, aber kein wirklicher, 
sondern 3 scheinbare Doppelpunkte) hervorgeht. 

Jeder Kegelschnitt S wird von J’? viermal, je einmal auf G und 
auf G’ getroffen, also von V‘ zweimal. Folglich ist das Bild von V'! 
ein Kegelschnitt %*, welcher G und @’ in den einen Bildern der auf 
G und G’ liegenden Beriihrungspunkte von F'' und F? begegnet, 
denjenigen, die der gemeinsamen Beriihrungsebene zugehéren. (” 
wird von %? in 2 associirten Punkten getroffen. 

32. Hat F? mit F' cine Doppelgerade G und einen Kegelschnitt 
S’ gemein, so wird der fernere Schnitt U* (4. Ordnung) von allen Ge- 
raden der Schaar auf F*, zu welcher G gehirt, dreimal, von allen der 
andern Schaar einmal getroffen und zeigt. sich dadurch als Curve 4. Ord- 
nung und IT. Species. Aus diesem characteristischen Kennzeichen folgt, 
dass durch die Curve nur eine einzige Fliche 2. Grades — hier F'? — 
geht, was gewohnlich als Haupteigenschaft der II. Species angefiihrt 
wird. Durch die beiden Punkte a’a’, in denen sich S’ auf G’ und 
G” stiitzt, geht U‘ (so dass dieselben Doppelpunkte des Totaldurch- 
schnitts werden), ferner noch einfach durch a’ und beriihrt dort die 
Ebene (G’, G’). F* und F? haben auf G drei Beriihrungen: eine 
geschieht in dem Punkte a, in dem sich S’ auf G stiitzt (gemeinsame 
Beriihrungsebene sei 7;), die beiden andern geben Begegnungspunkte 
von U' und G. Ausserdem trifft U4 den Kegelschnitt S’ noch zwei- 


*) Man sehe iiber deren Abbildung Reye a. a. O. 
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mal, in ihren beiden weitern Schnittpunkten mit dessen Ebene. 
Es haben sich also 8 Begegnungspunkte der Partialcurven ergeben, 
von denen die 4 auf G doppelt rechnen: daraus ergiebt sich fiir U' 
der Rang 6. Da es keine Schnittpunkte von G’ oder G” mit F? giebt, 
die sich nicht auf G oder S’ befinden, so hat U* — wie zu erwarten — 
keinen wirklichen Doppelpunkt, sondern drei scheinbare und das Ge- 
schlecht 0. 

Von den 4 Begegnungspunkten der Fliiche F? mit einem Kegel- 
schnitte S auf F liegt einer auf G, einer auf S’, also zwei auf U'. 
Folglich ist das Bild von U‘ ein Kegelschnitt 12. Es kommt wohl 
vor, dass U* mit einem Kegelschnitte S mehr als 2 Punkte gemein hat; 
die iibrigen sind dann aber stets Punkte auf einer Doppelgeraden und 
U* wird in denselben- von einer andern Beriihrungsebene der Flache 
F'' beriihrt als S, so dass sich diese iiberschiissigen Begegnungspunkte 
in 2 verschiedene Punkte abbilden, je nachdem sie zu U‘ oder zu S 
gerechnet werden, oder wenn dies nicht der Fall, so beriihrt ’? dort 
den Kegelschnitt S. 

WU trifft die Geraden (S’, ” dort, wo dieselben von ©”, dem Bilde 
des Socius S” von S’, getroffen werden, und in (G’‘, ”), weil U! 
durch a°® geht und (G’, G”) tangirt. © wird in den Bildern der Be- 
gegnungspunkte von U‘ und G getroffen, die den gemeinsamen Be- 
riihrungsebenen von F? und F* in diesen Punkten zugehdren. 

33. Durch 2 Kegelschnitte S, die sich — wie dies im Allgemeinen 
stattfindet — ecinmal begegnen, geht keine allgemeine Fléche 2. Grades. 
Wird eine solche durch 2 Kegelschnitte gelegt, die sich zweimal treffen, 
in a auf den Doppelgeraden G und in s ausserhalb der Doppelgeraden, 
so ist der “fernere Schnitt eine Rawmeurve 4. Ordnung und I. Species 
I', welche durch die Punkte, in denen sich die beiden Kegelschnitte 
auf G’ und G” stiitzen, einfach geht, ihren Doppelpunkt im zweiten 
Schnittpunkte der Fliche F* mit G (ausser a) hat und jeden der beiden 
Kegelschnitte noch zweimal ausserhalb der Doppelgeraden trifft. 

Liegen die beiden gemeinsamen Punkte von S, und 8, auf Doppel- 
geraden: a auf G, a auf G’, so miissen S, und S,, wenn sie, wie im 
vorigen Falle, in @ von verschiedenen ‘Tangentenebenen der Fiche 
F* beriihrt werden, in a von derselben, 7,’, tangirt werden, welche 
ersichtlich dann auch F? beriihrt. Folglich tangirt G’ diese Fliche 
in @ und dieser Punkt repriisentirt 2 Doppelpunkte des Durchschnitts, 
also ausser dem von (S,, S,) noch einen von Ft‘; jedoch R* hat schon 
einen, den zweiten Schnittpunkt a, von F? mit G, folglich zerféillt 
R' in 2 Kegelschnitte S,, S,, die sich in a, und a’ begegnen, in letzterem 
Punkte ebenfalls wie S, und S, von derselben Beriihrungsebene 7',’ 
der Fliche F'* (und F?), in a, aber von verschiedenen tangirt werden. 
Durch die beiden Punkte a,” und a,”, in denen F? die Gerade G” 
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trifft, oder in denen S, und S, sich auf G” stiitzen, muss R' = (S,, S,) 
nochmals gehen; es gehe also S, durch a,” und begegnet dort S,, 
beriihrt aber die andere Tangentenebene als S,, da beide in a’ dieselbe 
tangiren; S, geht dann durch a,”, wo er S, begegnet und ebenfalls 
von der andern Tangentenebene beriihrt wird. S, und S,, in a’ von 
derselben Tangentenebene beriihrt, haben keinen andern Punkt auf 
einer Doppelgeraden gemein, also iiberhaupt keinen, sie beriihren sich 
in a’; dasselbe gilt fiir S, und S,. 


Wird die Fliche F? durch (S,, S,) geiandert, so iindert sich S, 
und S,; ihr zweiter Schnittpunkt a, durchliuft die Gerade G. Die 
Beriihrung mit 7 in a bleibt, ebenso geht S, stets durch a,”, S, 
durch a,”. Fallt a, in a°, so liegen G und G’ auf F?, weil G’ in 
a’ beriihrt und in a® trifft, G” in a,”, a,” und a° begegnet, und re- 
prasentiren die beiden Kegelschnitte S, und S,. Die Reihe S,, S, 
wird nur durch die beiden Kegelschnitte S, und S, hervorgerufen, 
weil es auf der Flache F* nicht zwei Kegelschnitte giebt, welche in 
a, wie in a,” (oder a,”) von derselben Tangentenebene der Fliche 
beriihrt werden. 


34. Jede Raumeurve 4. Ordnung R* auf der Fliiche F*, die nicht 
durch a° geht, trifft, wie im Anfang dieses Abschnitts (Nr. 23.) be- 
wiesen, jede der 3 Doppelgeraden doppelt; sie ist I. Species, wenn 
das Paar der Begegnungspunkte auf einer Doppelgeraden identisch 
geworden (das blosse Nebeneinanderfallen bewirkt diese Uminderung 
der Species nicht), sonst II. Species. Jedenfalls wird sie, mag sie von 
dieser oder von jener Species sein, aus a® durch einen Kegel 4. Ord- 
nung, welcher die 3 Doppelgeraden zu Doppelkanten, sonst iibrigens keine 
hat, und den wir stets mit K* bezeichnen wollen, projicirt und ist 
zugleich der einzige fernere Schnitt desselben mit F'4, so dass jede Curve 
R* einen Kegel K* veranlasst und wmgekehrt. 


35. Geht nun aber R* durch den Punkt a°, so kann sie, sobald 
sie II. Species ist und nicht zerfallen soll, nur einmal denselben 
passiren. Sie hat dann ihre Tangente A (im Punkte a,) in einer der 
3 Ebenen GG’, GG”, GG’ liegen; nehmen wir an, in GG”. Es 
miissen dann noch auf G und G” zusammen zwei Punkte von I! 
liegen, damit sich die 4 Schnittpunkte der Ebene G’G” mit der Curve 
ergeben. Nun sollen aber auf GG’ und auf GG” auch 4 sich befinden, 
mithin nothwendig auf G’, G” je einer: a’, a’, auf G zwei aa,, also in 
G’G": a° und sein Nachbar auf A, a’, a”; in GG’: a°a’'aa,;inGG": a,a’aa,. 
(Man vergl. Nr. 23.). Der Kegel 3. Ordnung K*, welcher R* aus 
a® projicirt, hat also G zur Doppelkante, G’ und G” aber zu ein- 
fachen; R* ist sein einziger .weiterer Schnitt mit F'‘ ausser diesen 
3 Kanten. 








Ueber die rémische Flaiche von Steiner. 107 


Die Tangente A kann mit keiner der beiden Geraden G’ und G” 
zusammenfallen, denn dann miissten, damit in jeder der 3 Ebenen 
4 Punkte sind, auf jeder der beiden andern Geraden sich noch 2 Punkte 
ausser @° befinden; so dass der Kegel K* zwei Doppelkanten hitte; 
er wiirde dann in deren Ebene und einen Kegel 2. Grades durch alle 
3 Kanten zerfallen, dessen weiterer Schnitt ein Kegelschnitt wire, 
aber nicht R*. 

Wenn hingegen FR! I. Species ist und einfach durch a geht, so 
beriihrt sie dort diejenige Ebene, in der sich die Doppelgerade, welche 
ihren Doppelpunkt enthalt, nicht befindet; die beiden andern enthalten 
von ihr je noch einen Punkt: der Projectionskegel ist wie oben 3. Ord- 
nung, mit einer Doppelkante. Wenn aber der Punkt a® Doppelpunkt 
ist, so liegen seine beiden Tangenten A’ und A” in zweien der Ebenen 
GG, GG", GG’; nehmen wir an in GG’ und GG”. Es muss auf 
G’ und G” noch je ein zweiter Punkt von R* liegen, auf G aber liegt 
keiner; es ist diese. also diejenige Gerade, welcher der Doppelpunkt 
a°® zugehért, wiihrend die beiden andern die in zwei Punkten ge- 
troffenen sind. Der Projectionskegel aus a° ist 2. Grades, K*, und 
enthilt nur die beiden Geraden G’G”; R' ist sein fernerer Schnitt 
mit F'4. 

Auch hier kann sich A’ oder A” mit keiner der 3 Geraden G 
vereinigen; denn wenn z. B. A’ mit G zusammenfiele und A” in GG” 
lige, so kiime auf G” kein Punkt, auf G’ aber immer noch einer, in 
die Ebene G’G” also blos drei; oder wenn A’ mit G sich vereinigte, 
A” in GG" lage, so lige auf G’ und G” je ein Punkt von R', in 
der Ebene G’G” aber fiinf: der Doppelpunkt a°, sein Nachbar auf A” 
und die beiden Punkte von G’, G’. Vereinigten sich endlich beide Tan- 
genten in eine Riickkehrtangente, die nach G fiele, so bekiime zwar 
jede der beiden Geraden G’ und G” ausser a® noch einen Punkt, so 
wie auch G ihn hat, also jede der drei Ebenen enthielte 4 Punkte, 
jedoch der Projectionskegel, welcher 2. Grades wire, enthielte alle 
3 Geraden, kénnte also nicht noch eine Curve 4. Ordnung ausschneiden. 

Also eine Raumcurve 4. Ordnung und II. Species kann a® nur 
zum einfachen Punkt haben, eine der I. Species kann ihn auch zum 
Doppelpunkt haben; die eine oder die beiden Tangenten befinden sich in 
einer oder in zwei von den 3 Beriihrungsebenen des dreifachen Punktes, 
kinnen sich nie, sofern die Curve allgemein sein soll, mit einer der 
3 Doppelgeraden vereinigen. (Man vergl. Nr. 24.) 

36. Zwei Raumcurven 4. Ordnung auf FF, die nicht durch a’ 
gehen, haben, weil jede von a°® ausgehende Gerade F'* nur noch ein- 
mal trifft, so viel Punkte gemein, als die ihnen zugehérigen Kegel 
K* ausser den 3 Doppelkanten Kanten gemein haben, ersichtlich 
4.4—3.2.2=4. Gehit eine durch a und zwar einmal, so ergiebt 
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sich die Anzahl der gemeinsamen Punkte 4.3 — 2.2 — 2 — 2, also 
ebenfalls 4; geht sie zweimal durch a” (so dass sie I. Species ist): 
4.2—2—2=4. Aber wenn beide durch a® gehen, so erhalten 
wir als gemeinschaftliche Punkte, wenn 1) beide einmal es thun 
und verschiedene Ebenen beriihren, 3 . 3 — 2 —2—1=—= 4, wenn 
sie aber dieselbe Ebene beriihren, 3.3 — 2.2 —1—1=3, 2) wenn 
die eine einmal, die andere zweimal durch a° geht und die von jener 
beriihrte Ebene mit keiner der beiden von dieser beriihrten Ebenen 
iibereinstimmt, 3 . 2 — 1 — 1 — 4, wenn dies aber der Fall ist, 3 . 2 
— 2— 1=3, und wenn endlich 3) beide zweimal durch a° gehen 
und die beiden Paare der beriihrten Ebenen nur eine Ebene gemein 
haben, 2. 2— 13, wenn aber diese beiden Paare identisch sind, 
2.2 — 1— 1=2 gemeinschaftliche Punkte, natirlich ausser a° selbst. 
Da aber in 1) a° einen einfachen, in 2) einen zweifachen und in 
3) einen vierfachen Schnittpunkt der beiden Curven reprisentirt, so 
ist ersichtlich, da die obigen Reductionen nie mehr als 2 betragen, 
dass zwei Raumcurven 4. Ordnung auf F‘ mehr als 4 Begegnungs- 
punkte haben. Die oben erhaltenen 4 Begegnungspunkte sind entweder 
ausserhalb der Doppelgeraden liegende oder solche auf einer Doppel- 
geraden befindliche, in denen beide Curven dieselbe Beriihrungsebene 
der Fliche F‘* tangiren, im letzteren Falle haben niimlich die iiber 
den Curven stehenden Kegel noch eine oder mehrere der lings der 
Doppelgeraden beriihrenden Tangentenebenen gemein, was natiirlich 
eine Reduction der Anzahl der von den Doppelgeraden verschiedenen 
gemeinsamen Kanten zur Folge hat. 

37. Dagegen findet diese Reduction nicht statt, wenn die Curven 
sich derartig auf einer Doppelgeraden begegnen, dass sie verschiedene 
Beriihrungsebenen tangiren. Solche Begegnungspunkte haben z. B. 
zwei Curven 4. Ordnung, welche den Totaldurchschnitt der Fliiche F' 
mit einer sie in 4 Punkten beriihrenden Fliiche 2. Grades zusammen- 
setzen. Da stets eine Fliche 2. Grades miéglich ist, welche F'' in 
3 bestimmten Punkten tangirt, so wird es ersichtlich unendlich viele 
F? geben, welche F* in 4 Punkten beriihren; die Durchschnittscurve 
einer solchen Fliche hat, wie alle Durchschnittscurven der Flaiche F' 
mit Flichen 2. Grades, 6 Doppelpunkte auf den 3 Geraden G, in denen 
die Aeste von verschiedenen Tangentenebenen von F'' beriihrt werden, 
und 4 Doppelpunkte an den Stellen der Beriihrung. Sie muss also in 
zwei Curven niedrigerer Ordnung zerfallen, ersichtlich in 2 Curven 
4. Ordnung, die sich in den 4 Beriihrungspunkten begegnen und ausser- 
dem, wenn sie beide Curven II. Species sind, in den 6 Punkten auf 
den Doppelgeraden, so dass sie auf verschiedenen Ménteln liegen, oder 
wenn sie Curven I. Species sind, je zweimal auf zwei Doppelgeraden 
(ebenfalls von verschiedenen Miinteln herkommend), wihrend die beiden 
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Doppelpunkte auf der dritten Geraden G die den beiden Partialcurven 
angehorigen sind. Die 8 Punkte, welche den beiden Curven I. Species 
gemeinsam sind, bilden die Grundpunkte eines Fliichennetzes 2. Ordnung, 
sind 8 verbundene Punkte; denn durch 8 von einander unabhingige 
Punkte geht ja nur eine einzige Curve I. Species. Die Geraden auf 
der vierfach beriihrenden Fliche 2. Grades treffen im zweiten Falle jede 
der beiden Curven I. Species zweimal, dagegen trifft im ersten Fall 
eine Gerade, welche der einen Curve II. Species dreimal begegnet, die 
andere einmal. Daraus ist auch ersichtlich, dass eine Curve I. und 
eine II. Species nicht derselben Fliche 2. Grades angehiren, ,,associirt« 
(conjugirt, wie Herr Cremona sagt) sein kénnen. 

38. Da durch jede Curve I. Species ein Biischel von Flichen 
2. Grades geht, die alle noch eine Curve I. Species ausschneiden, in 
deren 4 (hier sicher) ausserhalb der Doppelgeraden liegenden Begeg- 
nungspunkten die betreffende Fliche die F'' tangirt, so hat jede Curve 
I. Species R* unendlich viele associirte Curven R,*, welche stimmtlich 
durch die 4 Punkte gehen, in denen sich jene auf die beiden nicht ihren 
Doppelpunkt enthaltenden Doppelgeraden stiitzt und hier alle von den 
andern Tangentenebenen der Fliche beriihrt werden, als von welchen 
thre gemeinsame Socia tangirt wird, so dass sie ausserhalb der Doppel- 
-geraden 4—4 d. t. keinen Punkt gemein haben. Die Doppelpunkte 
dieser Curven R,' durchlaufen diejenige Doppelgerade, auf welcher der 
von R* liegt; eme Curve hat denselben Doppelpunkt wie R‘: die Weide 
Curven verbindende Fliiche 2. Grades ist ein Kegel, dessen Spitze in 
diesen gemeinsamen Doppelpunkt fillt. Diejenige Socia von FR‘, deren 
Doppelpunkt nach a® fillt, lést sich in die beiden oben erwahnten 
Doppelgéraden auf. Also kann auf die friiher (Nr. 31.) beschriebene 
Art jede Raumcurve 4. Ordnung und I. Species auf J’! erzeugt werden. 

39. Eine Raumeurve 4. Ordnung und II. Species liegt aber nur 
auf einer einzigen Fliiche 2. Grades, hat folglich nur eine einzige Socia; 
mithin wird die Nr. 32. beschriebene Weise keineswegs alle Curven 
4. Ordnung und IT. Species erzeugen. Dieselben ergeben sich uns nur 
entweder durch die vierfach beriihrenden Flichen 2. Grades oder sicherer, 
da man bei diesen nicht voraussehen kann, welcher Species die beiden 
den Durchschnitt zusammensetzenden Curven angehéren werden (jedoch 
spiter wird ein Criterium angegeben werden), durch die Kegel mit 
der Spitze a°, welche iiber ihnen ‘stehen, und welche im Allgemeinen 
4. Ordnung sind und die 3 Doppelgeraden zu Doppelkanten haben. 
Die beiden Punkte, in denen die Tangentenebenen eines solchen Kegels 
K®* liings einer Doppelgeraden die Fliche F* beriihren, sind diejenigen, 
in denen diese Gerade von der Raumeurve, dber welcher der Kegel 
steht, getroffen wird. Also ist diese Raumcurve nur dann I. Species, 
wenn jene beiden Ebenen ein Paar der Involution J bilden, welche wm 
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die Doppelgerade durch die die Fléche F* in dem niimlichen Punkte 
tangirenden Ebenen gebildet wird; demnach im Allgemeinen II. Species. 

40. Kin solecher Kegel K‘ mit den 3 Doppelkanten GG’G”, von 
denen jede fiir die Bestimmung desselben den Werth von 3 einfachen 
Kanten hat , ist durch 5 weitere Punkte — oder Kanten, da die Spitze 
ja schon gegeben ist — eindeutig bestimmt. Folglich geht durch 5 
beliebige Punkte auf F* eine und nur eine Raumcurve 4. Ordnung, 
im Allgemeinen II. Species; es leuchtet ein, dass die 5 Punkte auch 
theilweise oder ganz auf den Doppelgeraden sich befinden kénnen; 
nur muss dann noch die Tangentenebene der Fliiche, welche von der 
Curve beriihrt werden soll, oder der Mantel, von dem sie zu dem 
Punkte kommen soll, vorher bestimmt sein. Sind alle 5 Punkte auf 
den Doppelgeraden gegeben, so ist der 6. Begegnungspunkt dadurch 
schon bestimmt; fallt er mit einem der fiinf zusammen, so ist die Curve 
I. Species. Ebenso kann man selbst schon auf eine Curve I. Species 
ausgehen, indem man statt 2 verschiedene Punkte auf derselben 
Doppelgeraden mit je einer Tangentenebene denselben Punkt mit seinen 
beiden Tangentenebenen giebt. Im allgemeinen Falle, wo die Curve 
IL. Species ist, erhailt man die associirte Curve R,‘ mit Hilfe des Kegels 
K,‘, welcher zu seinen einen Tangentenebenen lings GG’G” gerade 
die anderen Beriihrungsebenen von F hat, als der der Curve R? zu- 
gehérige K*: man hat es natiirlich blos bei 5 von diesen Ebenen in 
der*Hand, bei der sechsten geschieht es dann von selber. Hat man © 
es hingegen mit dem besondern Falle der I. Species zu thun, die ihren 
Doppelpunkt z. B. auf G habe, so dass K‘ liings G von den beiden 
Ebenen eines Paars aus J tangirt wird, so hat jeder von den Kegeln 
K,', welche lings G’ und G” die andern Tangentenebenen von F" 
beriihren, als K‘*, die Eigenschaft, lings G von einem Paar der In- 
volution J beriihrt zu werden: diese Kegel erzeugen die associirten 
Curven R,* der Curve I. Species Ri‘. 

41. Durch 4 Kanten geht ein Biischel von Kegeln K,'; also durch 
4 Punkte auf F* geht ein Biischel 4. Ordnung R,*. Die beiden Ebenen, 
welche jeden der Kegel K,* lings einer seiner Doppelgeraden G tan- 
giren, bilden eine Involution J,, da jede Ebene durch G nur einen 
Kegel beriihrt, also nur eine denselben Kegel beriihrende’ Genossin 
hat. Da nun zwei Involutionen um dieselbe Gerade stets ein Paar 
gemein haben, so werden 3 Kegel des Biischels je von einem Paar 
resp. aus J, J’, J” tangirt; also befinden sich in dem Biischel 3 Curven: 
I. Species, welche ihre Doppelpunkte je auf GG’G” haben. Falls etwa 
in emem Biischel 2 Curven I. Species mit ihrem Doppelpunkte auf der- 
selben Doppelgeraden sich befinden, so erhdlt das Biischel lauter Curven 
I. Species, weil dann die beiden Involutionen um diese Gerade identisch 
sind. Kin soleches Biischel ist z. B. das der associirten Curven einer 
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Curve I. Species; seine 4 Grundpunkte befinden sich auf zwei Doppel- 
geraden und in jedem derselben werden alle Curven von der niamlichen 
Beriithrungsebene der Fliche F* tangirt. Durch jeden Punkt der Fliche, 
der nicht auf einer Doppelgeraden sich befindet, geht eine einzige Curve 
eines Biischels, durch jeden Punkt einer Doppelgeraden zwei, je nachdem 
man die eine oder die andere Tangentenebene ihr zuweist, ausgenommen 
der Punkt ist gerade Doppelpunkt einer der 3 Curven I. Species. Durch 
den 3fachen Punkt a® gehen 3 Curven, denen die 3 Beriihrungsebenen 
resp. zugehdren; kommt unter diesen eine Raumcurve I. Species vor, 
welche just ihren Doppelpunkt in a° hat, so vertritt sie zwei von den 
drei Curven, die dritte (II. Species) beriihrt die von jener nicht be- 
riihrte Ebene. In jedem Biischel giebt es, da 2 Punkte auf F* einen 
Kegelschnitt S bestimmen, 3 Curven 4. Ordnung, welche je in 2 im 
Allgemeinen in verschiedenen Ebenen liegende und in einem Punkte 
sich begegnende Kegelschnitte zerfallen. 


42. Besteht das Biischel aus lauter Curven 1. Species, so geht 
durch jeden Punkt der Fliche ausserhalb der Doppelgeraden und jeden 
auf derjenigen (2. B. G) von diesen Geraden, welche die Doppelpunkte 
enthilt, nur eine Curve, durch jeden Punkt der andern beiden Doppel- 
geraden aber wie oben zwei; durch den dreifachen Punkt geht eine Curve, 
lie thn zum Doppelpunkt hat und zwei Curven vertritt}? und eine, die 
ihn nicht zweimal passirt. Aber es muss in dem Biischel auch noch 
zwei Curven geben, welche ausser ihrem Doppelpunkte auf G je noch 
einen auf G’ resp. G” haben, denn die Involution J’ resp. J” hat hier, 
so wie im allgemeinen Falle, mit der Involution J,’ resp. J,” ein Paar 
gemein. Aber keine dieser beiden Curven kann, da in beiden Doppel- 
punkten beide Aeste von verschiedenen Tangentenebenen von F'* be- 
riihrt werden miissen, in zwei Kegelschnitte zerfallen, die sich zweimal 
und zwar beidemal auf Doppelgeraden begegnen, denn zwei solche 
werden nur in dem einen Begegnungspunkte von verschiedenen Be- 
riihrungsebenen der Fliiche F'4 (Nr. 14.) tangirt; eine doppelt ge- 
kriimmte Curve 4. Ordnung muss aber zerfallen, wenn sie mehr als 
einen Doppelpunkt hat; also sind beide Curven eben oder vielmehr, 
da eine ebene Curve auf Ff gleich drei Doppelpunkte hat, fallen in 
dieselbe ebene Curve 4. Ordnung zusammen. Folglich miissen sich die 
4 Grundpunkte eines Biischels von lauter Curven 4. Ordnung und I. Spe- 
cies in einer Ebene befinden, so dass die Schnittcurve dieser Ebene zum 
Biischel gehért. 

43. Statt ein Biischel durch 4 Punkte, kann man es auch, wie 
bekannt, durch zwei seiner Mitglieder constituiren, seine 4 Grund- 


punkte sind dann die 4 Schnittpunkte derselben oder wenn sie mehr 
haben, diejenigen vier unter denselben, in welchen beide Curven je 
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von derselben Tangentenebene der Fliche F'* beriihrt werden; man 
erhalt so auch imaginire Grundpunkte. 

Aus obigem Satze schliessen wir, dass die 4 Schnittpunkte einer 
Curve I. Species durch eine Ebene stets Grundpunkte eines Biischels von 
lauter Curven I. Species sind. 

Einerseits werden keineswegs im Allgemeinen in jedem Biischel 
2 associirte Curven sich befinden; andererseits aber erzeugen zwei 
associirte Curven ein Biischel. Folglich schneiden sich 2 associirte 
Curven I. Species, da sie ihre Doppelpunkte auf derselben Doppel- 
geraden haben, also ein Biischel von Curven I. Species hervorrufen, 
ausserhalb der Doppelgeraden in 4 Punkten einer Ebene. Wenn dem- 
nach die Fiche F* von einer Fiche 2. Grades in 4 nicht derselben 
Ebene angehorigen Punkten beriihrt wird, so durchschneiden sich beide 
Fliichen sicher in 2 Curven II. Species. 

Hingegen kinnen 4 Punkte auf F* in einer Ebene auch Grund- 
punkte eines im Allgemeinen aus Curven II. Species bestehenden Biischels 
sein; z. B. die 4 Schnittpunkte einer Ebene mit einer solchen Curve; 
in einem derartigen Biischel befinden sich gar keine eigentlichen Curven 
I. Species; die*3 sonst vorkommenden werden hier durch die eine 
Schnittcurve der Ebene mit der Fliche vertreten. 

Ganz besondere Biischel sind die, deren Grundpunkte die 4 Schnitt- 
punkte einer Geraden mit der Fliiche F* sind: ein solches Biischel be- 
steht aus lauter ebenen Curven 4. Ordnung, die dreimal in 2 Kegel- 
schnitte zerfallen. 

44. Wenn qg ein Punkt auf einer Curve J. Species R* der Fliiche 
F" ist, die z. B. ihren Doppelpunkt a auf G habe, so ist durch die 
3 Doppelgeraden G, durch die 4 Ebenen, welche F'* in den Punkten 
4a, 4,"a,", in denen R* die nicht ihren Doppelpunkt enthaltenden 
Doppelgeraden G’G” trifft, berithren, aber nicht R* tangiren, und 
die Kante a°q ein einziger Kegel K* bestimmt: der, welcher iiber der- 
jenigen Socia von Jt' steht, welche R' in q und 3 andern Punkten 
trifft. Die Gruppen von je 4 Punkten q, also, die cine Curve I. Species 
mit jeder ihrer associirten Curve R,' im Allgemeinen ausserhalb der 
Doppelgeraden gemein hat oder genauer, in denen die die beiden Curven 
verbindende Fliiche 2. Grades F,? die F* tangirt, oder in denen beide 
Curven von derselben Beriihrungsebene von F'* tangirt werden — ,, uni- 
tangentielle Begegnungspunkte“ — durchstreichen die ganze Curve 
und zwar einmal, wihrend die auf der Doppelgeraden liegenden, in 
denen beide Curven von verschiedenen Tangentenebenen der F'liche 
beriihrt werden, — ,,bitangentielle Begegnungspunkte‘‘ — unbeweg- 
lich sind. Durch jeden Punkt q, auf R* sind seine 3 Genossen 4, 
bestimmt. Kommt q,, indem er die Curve R* durchwandert, in einen 
der 4 Punkte a’a”, so zerspaltet R,* in das System (G’, G”) und die 
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3 andern Punkte q, fallen also in die 3 iibrigen von jenen 4 Punkten, 
in jedem derselben beriihrt F,? den Mantel von F'4, von welchem R! 
tangirt wird. Gelangt andererseits g, in den Doppelpunkt a, so wird 
dieser auch Doppelpunkt fiir R,* und die Fliche F,? ist der Kegel 
durch R* mit der Spitze a. Noch ein Punkt g, hat sich dann nach 
a begeben (die beiden Kegel 4. Ordnung K‘ und K,' iiber R* und 
R,* haben die drei Doppelkanten und lings einer noch die beiden 
Beriihrungsebenen, also ausserdem nur noch 2 Kanten gemein), eine 
eigentliche Beriihrung findet nur in den beiden andern Punkten 4q, 
statt. 

45. Von den Curven eines Biischels (mit den Grundpunkten s, s,s, 8,) 
sind im Allgemeinen drei von der I. Species; jede derselben hat un- 
endlich viele associirte Curven. Drei Curven des Biischels zerfallen je 
in 2 Kegelschnitte, die sich einmal begegnen. Die durch dieselben 
gelegte einzige Fiche 2. Grades besteht aus 2 Ebenen, folglich be- 
steht die Socia jeder dieser 3 Curven wiederum aus 2 Kegelschnitten, 
den beiden associirten jener. Drei Curven ferner gehen durch a’; die 
Socia jeder derselben — derjenigen z. B., welche (G’, G”) beriihrt — 
zerfillt in die Doppelgerade G und den Kegelschnitt S, der sich auf 
G, G@ in denselben 2 Punkten stiitzt wie jene Curve (abgesehen von 
@°), aber von andern Beriihrungsebenen tangirt wird (Nr. 40.). Die 
den beiden Curven gemeinsame Fliche 2. Grades beriihrt J’! zweimal 
auf G und nur zweimal ausserhalb der Doppelgeraden, auf S. Wiahrend 
im Allgemeinen durch jeden Punkt einer Doppelgeraden 2 Curven des 
Biischels gehen, geht durch jeden der 6 Cuspidalpunkte @ nur eine, 
weil eben ein solcher Punkt nur eine (durch die betreffende Doppel- 
gerade gehende) Beriihrungsebene von F’! hat; diese beriihrt auch die 
associirte Curve; beide haben in  dieselbe Tangente — welche fiir 
die Gesammtschnittcurve der die beiden Curven verbindenden Fliche 
2. Grades F? mit F"' Riickkehrtangente und die Schnittlinie der Tan- 
gentenebene in @ an J? mit der einzigen Tangentenebene an J" 
ist. Die Kegel K*‘ iiber den beiden Curven haben also ausser den 
3 Doppelkanten noch bei einer derselben je eine Tangentenebene ge- 
mein, also ausserhalb der Doppelgeraden nur 3 Kanten; @, obgleich 
kein Beriihrungspunkt von F’? und £"', zihlt doch fiir einen solechen; — 
unitangentieller Begegnungspunkt der beiden associirten Curven ist 
er sicher. 

Von den associirten Curven gehen je 3 durch jeden Punkt einer 
Doppelgeraden, niimlich die von jeder der beiden Curven des Biischels, 
welche durch denselben gehen, und diejenige, von der die Doppel- 
gerade selbst ein Bestandtheil ist. Hinsichtlich der beiden ersteren 
miissen wir aber den Punkt in zwei einfache zerlegen, welche den 


verschiedenen Minteln angehéren. Durch einen einfachen Punkt also 
Mathematische Annalen III. 8 
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auf F’! werden nur 2 associirte Curven passiren. Wéhrend demnach 
die Curven des Biischels selbst ein System vom Index 1 bilden, so hat 
das ihrer associirten Curven den Index 2; es wird dabei natiirlich von 
den 3 Systemen von unendlich vielen associirten Curven der 3 Curven 
I. Species abgesehen oder vielmehr jeder dieser Curven, damit doch 
das Continuum nicht unterbrochen werde, nur diejenige als Socia zu- 
gewiesen, welche denselben Doppelpunkt hat; denn die Construction 
dieser beiden associirten Curven aus einander ist eine ganz analoge, 
wie die zweier associirter Curven II. Species. Der Ort der wnitangen- 
tiellen Begegnungspunkte der Curven des Biischels (s,8,8,8,) mit ihren 
associirten Curven trifft also. jede der 3 Doppelgeraden in ihren beiden 
Cuspidalpunkten, in den beiden Punkten, in welchen sie ausser in a° 
— welcher bitangentiell ist — der Curve des Biischels begegnet, zu 
deren Socia sie gehért, und hat den auf der Doppelgeraden liegenden 
Doppelpunkt der einen Curve I. Species des Biischels ebenfalls zum 
Doppelpunkt, denn zweimal zwei Aeste dieser Curve und der asso- 
ciirten werden je von derselben Tangentenebene der Fliche F'' be- 
riihrt, so dass zwei unitangentielle Begegnungspunkte sich dort ver- 
einigt haben. Wenn also dieser Ort x'** Ordnung ist, so hat der iiber 
ihm stehende Kegel z'** Ordnung mit der Spitze a® die 3 Geraden G 
zu sechsfachen Kanten, und diese und die Curve bilden den vollen 
Schnitt des Kegels und der Fliche; also: 


44 =3.2.6+2, folglich « = 12. 


Mit jeder Curve des Biischels hat diese Curve 12. Ordnung 12.4 
— 3.6.2 = 12 Punkte gemein, denn so viele Kanten sind den iiber 
ihnen stehenden Kegeln mit der Spitze a° ausser den Geraden G ge- 
mein. Das kénnen, da die Curve nur eine Socia hat, nur die 4 
(unitangentiellen) Begegnungspunkte mit derselben und die 4 Grund- 
punkte sein, folglich sind die letzteren auf der Curve 12. Ordnung 
Doppelpunkte; so dass sie im Ganzen 7 Doppelpunkte hat. Anderer- 
seits zeigt sich wiederum der Index 2 des associirten Systems unsers 
Biischels; durch jeden Grundpunkt miissen 2 associirte Curven gehen. 

Nehmen wir aber die oben weggelassenen unendlich vielen asso- 
ciirten Curven der 3 Curven I. Species des Biischels mit hinzu, so 
wird der Ort der unitangentiellen Begegnungspunkte der Curven des 
Biischels mit ihren associirten Curven durch die 3 Curven I. Species 
vervollstaindigt, und da durch jeden Punkt einer Curve I. Species eine 
von ihren associirten Curven geht, so ist jeder der 4 Grundpunkte 
fiinfmal Begegnungspunkt von 2 associirten Curven. 

46. Durch 3 Punkte s,s,s, auf F* geht ein Netz von doppelt un- 
endlich vielen Curven II. Species und in thm drei Systeme von Curven 
I. Species, deren Doppelpunkte die 3 Doppelgeraden durchlaufen. In 
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jedem Punkte einer Doppelgeraden liegt ein Doppelpunkt einer durch 
$8.8, gehenden Curve I. Species, denn der dieselbe erzeugende Kegel 
K* ist ausser durch die 3 Doppelkanten eindeutig durch die beiden 
Tangentenebenen der Fliiche in jenem Punkte als seine Tangenten- 
ebenen lings der betreffenden Doppelgeraden und durch die 3 Kanten 
a° (S,;, S., 83) bestimmt. Fir diejenigen Curven, die ihre Doppel- 
punkte in. den Cuspidalpunkten @ haben, sind dieselben Riickkehrpunkte. 
Wenn in jedem Grundpunkte eines Biischels 5 Curven von ihren asso- 
ciirten Curven getroffen werden, so wird in je zwei der 3 Grundpunkte 
eines Netzes gewiss eine endliche Anzahl von Curven desselben von 
ihren associirten Curven getroffen. Da die Curven des Netzes, die 
von ihren associirten Curven in einem Grundpunkte des Netzes ge- 
troffen werden, ein System vom Index 5 bilden, so vermuthen wir, 
dass das der associirten Curven vom Index 10 sei. Wenn das der Fall 
ist, so wire die obige Zahl 10. 

47. Wir haben schon erwihnt, dass es stets mdglich sei, eine 
Fliche 2. Grades zu construiren, die mit J eine Beriihrung in 3 be- 
liebigen Punkten eingehe*). Sind also blos 2 Punkte s,, s, gegeben, 
so giebt es doppelt unendlich viele Fliichen 2. Grades, welche die 
Fliche F'* in s,s, und einem dritten Punkte beriihren, folglich einfach 
-unendlich viele, welche sie noch in 2 Punkten tangiren, also in zwei 
associirten Curven 4. Ordnung durchschneiden, zu deren 4 unitangen- 
tiellen Begegnungspunkten s, und s, gehdren. Von dem Orte 7* der 
iibrigen Paare Beriihrungspunkte lassen sich auf jeder Doppelgeraden 
mehrere Punkte angeben. Die beiden Punkte s,, s, geben einen 
(einzigen) Kegelschnitt S auf F, der.sich auf die 3 Doppelgeraden 
GGG” ifi den Punkten aa’‘a” stiitze. Die Fliche 2. Grades F?, welche 
F" in s, und s, beriihrt — was den Werth von 2 >< 3 = 6 Punkten 
hat —, durch einen weitern Punkt auf S und zwei weitere auf einer 
der 3 Doppelgeraden z. B. G gelegt ist, geht durch S und G und 
schneidet aus der Fliiche F* noch eine Raumcurve 4. Ordnung II. Spe- 
cies R', welche durch a’a’s,s, geht und der Geraden G in a® und 
2 andern Punkten a,a, begegnet (Nr. 32.). Die 4 unitangentiellen 
Begegnungspunkte der beiden associirten Curven R' und (S, G, G) 
— die Punkte, in denen sich F' und J? tangiren — sind 5,5, 4,4. 
Folglich sind a,, a, zwei Punkte von 7%, die auf G liegen. 

Wenn ferner 2 associirte Curven 4. Ordnung sich in einem der 
6 Cuspidalpunkte @ treffen, so gehért dieser zu ihren unitangentiellen 
Begegnungspunkten (wenn er auch nicht ein Beriihrungspunkt von F" 
mit der die beiden Curven verbindenden Fliche 2. Grades ist); in dem 
Netze von Curven 4. Ordnung mit den Grundpunkten s,s, giebt es 


*) Cremona, Teoria delle superficie Nr. 19 (2. Anm.). 
g* 
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eine gewisse Zahl von Curven (vielleicht 10), welche von ihren asso- 
ciirten Curven in s,s, getroffen werden. Jedenfalls liegen also die 
6 Cuspidalpunkte @ auf 7; es muss noch dahingestellt bleiben, als 
wievielfache Punkte. Ebenso haben wir noch nicht die Ordnung dieser 
Curve 7'* ermitteln oder die Frage erledigen kénnen, ob und wieviel- 
mal sie durch s,s, geht und ob sie den Doppelgeraden noch in andern 
Punkten als a,a, und je den beiden w begegnet. Es lisst sich aus 
zwei speciellen Fallen die Existenz solcher weiteren Punkte vermuthen. 
Der Kegel 2. Grades, der durch die von einem Punkte auf einer Ge- 
raden G oder B ausgehenden Tangentenebenen an F"! eingehiillt wird, 
beriihrt die Flache lings einer Curve 4. Ordnung und I. Species, 
welche durch die Cuspidalpunkte zweier Doppelgeraden geht und auf 
der dritten ihren Doppelpunkt hat (Nr. 30.), resp. lings eines Kegel- 
schnittes, der sich auf eine Doppelgerade in ihrem einen Cuspidal- 
punkte, auf die beiden andern in andern Punkten stiitzt (der Beweis 
hierfiir wird bald, in Nr. 50., gefiihrt werden). Legt man s,, s, auf 
jene Curve 4. Ordnung oder auf diesen Kegelschnitt, so wird ersicht- 
lich die Curve oder der Kegelschnitt einen Theil der Curve 7'* bilden, 
und der Doppelpunkt jener, so wie die beiden Punkte, in denen sich 
dieser auf die Doppelgeraden stiitzt, und welche nicht Cuspidalpunkte 
sind, weisen, wie oben erwihnt, darauf hin, dass 7'* den Doppel- 
geraden noch in andern Punkten begegnet. 

48. Dass jede Curve 4. Ordnung auf F', I. wie II. Species, und 
auch jede ebene, mit jedem Kegelschnitte S dieser Fliche 2 wnitangentielle 
Schnittpunkte hat, ist mit Hilfe der Kegel mit der Spitze a°, die iiber 
beiden stehen, leicht zu erkennen; also ergiebt sich, dass jede Curve 
4. Ordnung, da die unitangentiellen Begegnungspunkte nur ein Bild, 
die hitangentiellen (zweier verschiedener Curven oder zweier Aeste der- 
selben Curve), welche sich stets auf einer Doppelgeraden befinden, 
je 2 associirte Bilder haben, in einen Kegelschnitt abgebildet wird. Die 
oben gewonnenen Siitze finden nun durch diese Abbildung ihre Be- 
staitigung. 

Eine Curve 2m'*" und eine Curve 2n' Ordnung auf F'*, welche 
wir im Allgemeinen nicht durch a® gehen lassen wollen, treffen jede 
der 3 Doppelgeraden in m resp. » Punkten; folglich haben die iiber 
ihnen stehenden Kegel mit der Spitze a® diese Geraden zu m-, resp. 
mfachen Kanten und demnach ausserdem 2m.2n — 3. mn = mn 
Kanten gemein. Diese gehen durch unitangentielle Begegnungspunkte 
der beiden Curven. Also hat eine Curve 2m‘ Ordnung auf F* mit 
einer 2n' Ordnung mn unitangentielle Punkte gemein, folglich eine 
Curve 2m'* mit einem Kegelschnitt m Punkte gemein, womit der 
Hauptsatz der Abbildung, dass jede Curve 2m'* Ordnung auf F* durch 
_ eine Curve m'* Ordnung abgebildet wird, bewiesen ist und nun die 
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Abbildung auch wiederum den obigen Satz verificirt. Fiir die Be- 
stimmung eines Kegels vertritt jede mfache Kante ser) einfache 


Kanten. Folglich ist jeder unserer Kegel 2m‘ Ordnung (mit der 
Spitze a® iiber einer Curve auf F' von dieser Ordnyng) ausser durch 


die 3mfachen Kanten durch sae . ae 3 aie + D a niet) Kanten 


bestimmt; mithin determiniren a 5) Punkte eine Curve 2m Ord- 


nung auf F4; wird ja ersichtlich deren Bild m‘* Ordnung durch die 
ch nde Bilder jener Punkte bestimmt. 


49. Jede Curve auf der Steiner’schen Fliche wird nothwendig 
von den 4 Doppelebenen P dort beriihrt, wo sie die Kegelschnitte H 
trifft (ohne dass sie mit diesen die Tangente in den Begegnungs- 
punkten gemein hat). So sind also die Ebenen P Doppeltangenten- 
ebenen der Curven 4. Ordnung auf F*. Folglich beriihren sie bei 
einer Curve 4. Ordnung und I. Species R‘, durch welche ein Kegel 
2. Grades V° mit der Spitze im Doppelpunkte und zwei andere, V’, V” 
mit ausserhalb der Curve liegenden Spitzen wv’, v” gehen, einen oder 
den andern von diesen beiden letzteren Kegeln. Die Spitzen derselben 
_ miissen sich desshalb auf zweien der sechs Kanten B des Tetraeders 
der Ebenen P befinden. Da man die Curven I. Species, welche ihre 
Doppelpunkte auf derselben Doppelgeraden G haben, continuirlich in 
einandex iiberfiihren kann, s9 erhellt, dass alle die beiden Spitzen 
vv” auf denselben zwei Geraden B haben miissen. Fillt nun aber 
‘der Doppelpunkt einer Curve I. Species in einen Cuspidalpunkt @ von 
G, so vereinigt sich noch einer der beiden Kegel V’V” mit V", also 
einer der beiden Punkte v’v” fiallt in den Punkt @. Daraus ergiebt 
sich, dass die Punkte v’v” auf den beiden Geraden B liegen, welche 
der Doppelgeraden G begegnen. 











Eine Curve 4. Ordnung und I. Species R* auf F* wird also ausser 
aus ihrem Doppelpunkte a noch aus je einem Punkte jeder der beiden 
Geraden B, welche der den Doppelpunkt enthaltenden Geraden G be- 
gegnen, durch einen Kegel 2. Grades projicirt. Diese beiden Punkte 
b’, 0” (so nennen wir sie nun als Punkte von Geraden B anstatt v'v’) 
werden auf den genannten Geraden B durch die Ebene % markirt, 
welche beide Aeste der Curve in a tangirt. In dieser Ebene pefinden 
sich auch die beiden Secanten von a an alle associirten Curven von 
R‘ und bilden die Strahlenpaare einer Involution , deren Doppelstrahlen 
a(b’, 6”) sind. Besteht iibrigens die Curve R* aus zwei Kegelschnitten 
(die sich zweimal begegnen), so dient, falls beide Begegnungspunkte 
auf Doppelgeraden liegen, fiir die Bestimmung der Geraden B, welche 
die Spitzen b enthalten, nur der bitangentielle Begegnungspunkt; die 
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Tangentenebene der Fliiche, welche beide Kegelschnitte im andern 
Begegnungspunkte beriihrt , enthilt freilich auch die beiden Spitzen bb”. 

Jeder solche Kegel 2. Grades V, der von einem Punkte ) einer 
Geraden B eine Raumcurve I. Species R' auf F' projicirt, schneidet 
aus F* noch einé zweite solehe Curve und projicirt sie. Beide sind 
natiirlich associirt und ihre 4 unitangentiellen Begegnungspunkte be- 
finden sich in einer Ebene U; dieselbe wird durch die beiden Kanten 
gebildet, liings deren V von den durch B gehenden Ebenen P be- 
riihrt wird; und die 4 Begegnungspunkte sind die Punkte, in denen 
diese Kanten die Kegelschnitte H dieser Ebenen treffen. 

50. Unter den Kegeln V befinden sich auch die Beriihrungskegel 
C, aus den Punkten b an F''. Wihrend die Beriihrungscurve des 
Kegels 2. Grades von einem Punkte a auf einer Doppelgeraden eine 
Raumeurve 4. Ordnung und I. Species ist, welche zweimal durch a 
geht (Nr. 30.), so ist die Beriihrungscurve des Kegels von einem Punkte 
b auf einer Geraden B ein Kegelschnitt K. Die volle Durchschnitts- 
curve 12. Ordnung von F* mit der ersten Polarfliiche des Punktes } 
besteht aus den 3 Doppelgeraden, welche doppelt rechnen (Nr. 8.), 
den beiden Kegelschnitten H, deren Ebenen durch B gehen, und dem 
genannten Kegelschnitte K (die Schnitteurve aber von F‘ mit der 
ersten Polarfliiche eines Punktes a einer Doppelgeraden aus den 3 
Doppelgeraden, welche alle als Doppelgerade doppelt zu zihlen sind 
und von denen die den Punkt a enthaltende, weil in jedem ihrer 
Punkte zwei durch a gehende Ebenen beriihren, eine zweifache Be- 
riihrungscurve bildet, also im Ganzen vierfach zihlt, und der ge- 
nannten Raumcurve 4. Ordnung und I. Species). Der Kegel C, pro- 
jicirt also aus } eine aus zwei zusammengefallenen Kegelschnitten 
bestehende Curve I. Species (K, K) und noch eine andere R‘. Die 
Curve (K,K) muss eben so wie jede andere aus 6 projicirte Curve 
4. Ordnung und I. Species mit einem Doppelpunkte auf der Geraden 
G behaftet sein, welcher die den Punkt } enthaltende Gerade B be- 
gegnet. Die beiden Tangenten in dem Punkte, in dem sich K auf 
G stiitzt, sind zusammengefallen, da beide Aeste identisch geworden 
sind; folglich muss K durch den einen Cuspidalpunkt von G gehen. 
Doch dies ist ja auch aus einem friiheren Resultate zu ersehen (Nr. 8.); 
die erste Polarfliiche jedes Punktes in Bezug auf die Fliiche F' be- 
riihrt dieselbe in den Cuspidalpunkten d. h. die 3 Doppelgeraden und 
der fernere Schnitt 6. Ordnung beider Flichen begegnen sich in diesen 
Punkten. . Die beiden Kegelschnitte H gehen nun durch 5 Cuspidal- 
punkte, nimlich durch den Begegnungspunkt (G, B) und die Cuspidal- 
punkte der beiden andern Doppelgeraden, folglich geht K durch den 
zweiten Cuspidalpunkt auf G. Seine Ebene muss demnach, dg sie 
Tangentenebene der Fliche F' ist, durch die Gerade B gehn, welche 
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denselben enthiilt, ist also eine Beriihrungsebene in diesem zweiten 
Cuspidalpunkte. Die Kante, welche von b nach diesem Cuspidalpunkt 
geht, beriihrt dort die Fliche nicht, sondern trifft sie wegen der 
Doppelgeraden in zwei zusammengefallenen Punkten, ebenso beriihrt 
die Tangentenebene von C, lings dieser Kante die Fliche nicht im 
Cuspidalpunkt, sondern durchschneidet sie in einer Curve, die dort 
einen Riickkehrpunkt hat, der von der Doppelgeraden herriihrt. 


Der Kegel also 2. Grades C,, welcher von einem Punkte b einer 
Geraden B an F'* gelegt ist, tangirt liings eines Kegelschnittes K, dessen 
Ebene durch die gegen B windschiefe Gerade B geht. 


51. Es sei der Kiirze wegen B’ die Gerade, welche den Punkt b 
enthilt, so ist B” die windschiefe, G die von beiden getroffene Gerade. 
Der Kegel C, wird von den beiden andern Doppelgeraden G’ und G” 
beriihrt (Nr. 9.), folglich tangirt die Curve R* in den beiden Punkten 
a, a’, in denen K von G’, G” getroffen wird, diese beiden Geraden. 
Die 4 iibrigen Begegnungspunkte von (K, K) und R* fallen zu je 
zwei in die Punkte, in denen sich die Beriihrungskanten der beiden 
Ebenen P’ (durch B’) mit C,, d. h. die zweiten Tangenten von b an 
die beiden H’ (ausser B’) auf K stiitzen. 


Der Socius K, von X ist natiirlich auch Beriihrungscurve fiir 
einen Kegel, dessen Spitze b, auf B’ liegt. Die Involution der Tan- 
gentenebenenpaare der Punkte von G’ trifft B’ auch in einer Invo- 
lution; da die Doppelebenen jener die beiden Ebenen (G’, B,,) und 
(G’, By), die einzigen Beriihrungspunkte in ,, und @,, sind, so sind die 
Doppelpunkte dieser Involution diejenigen Ecken des Tetraeders der Ebe- 
nen P, die sich auf B’ befinden. Daraus geht hervor, dass die Tangenten- 
ebenenpaare der Punkte von G" dieselbe Involution auf B’ (ebenso auf’ 
B’) hervorrufen, wie die der Punkte auf G’. Wenn mithin b und 3, 
zwei zugeordnete Punkte dieser Involution sind, also zwei harmonische 
Punkte in Bezug auf die beiden eben genannten Tetraederecken, so 
beriihren die Ebenen (G’, b) und (G’, b,) in demselben Punkte a auf 
G und ebenso (G@”, b) und (G’, b,) in demselben Punkte a” auf G”. 
Folglich gehéren die beiden Punkte a’ und a” dem Beriihrungskegel- 
schnitte K des Kegels vom Punkte b ebenso wohl an wie dem K, 
des Kegels von b,, und da K und K, in beiden Punkten a’ und a” 
von verschiedenen Tangentenebenen der Fliche beriihrt werden, so 
liegen sie in derselben Ebene, sind folglich associirt. 


Also die beiden Kegelschnitte, die in einer durch eine Gerade B 
gehenden Ebene sich befinden, sind die Beriihrungscurven der Kegel, 
welche von zwei Punkten der Gegenkante B des Doppelebenentctraeders 
ausgesandt sind, die zu den auf dieser Kante befindlichen Ecken des 
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Tetraeders harmonisch legen. Haben sich diese beiden Punkte ver- 
einigt, also in eine der beiden Ecken, so miissen sich auch die 
beiden zugehérigen Kegelschnitte K und K, in einen vereinigen, 
ersichtlich in einen der beiden Kegelschnitte H,”H,", deren Ebenen 
durch B” gehen. In der That, wenn p, und p, die beiden Ecken 
auf B’ sind und zwar p, = (P,, P,, P,’) = (B, By, By) wd 
Po = (Py, Py, Po”) = (B, Bi, By), 80 lost sich z. B. der Kegel C, 
von p, an F auf in die beiden Biischel B,, und B,,. Diese ergeben 
noch keine Beriihrungscurve, denn alle Ebenen jenes Biischels be- 
riihren in @,, (auf G’), alle aus diesem in @,, (auf G”); die den beiden 
Biischeln gemeinsame Ebene P,” liefert allein den vollen Kegelschnitt 
H,”, der auch jene beiden Beriihrungspunkte @,, und @,, mit enthilt. 

Fiir den Punkt ow’ auf BD’ bilden den Beriihrungskegel die beiden 
Biischel B’ (welches am vollen Kegel 3. Classe doppelt theilnimmt) 
und G. Der Beriihrungspunkt fiir alle Ebenen jenes Biischels ist ’, 
diejenigen fiir die Ebenen dieses Biischels erfiillen dessen Axe G doppelt; 
zugleich enthilt diese Gerade auch jenen Beriihrungspunkt mit. Die 
Beriihrungscurve des Kegels von demjenigen Punkte auf B’, welcher 
o in Bezug auf p,, p, harmonisch zugeordnet ist, ist der Kegelschnitt, 
der von der Ebene (B’, G) aus F* ausgeschnitten wird. 

52. Die Curven 4. Ordnung, in welchen die Ebenen eines Biischels 
die Steiner’sche Fliche durchschneiden , werden in der Abbildungsebene 
E als Kegelschnitte eines Biischels abgebildet, dessen Grundpunkte die 
Punkte abbilden, in denen die Axe & des Biischels die Fliche trifft (Nr. 43.), 
und in derselben Weise reell oder imaginiir sind wie diese Punkte. 
Die 3 Geradenpaare des Kegelschnittbiischels sind die Bilder der 
3 ‘Kegelschnittpaare in den 3 durch & an F gelegten Beriihrungs- 
ebenen. Trifft also cine Gerade & die Fliche F* in 4 reellen Punkten, 
so sind die 3 Geradenpaare, also auch die 3 Kegelschnittpaare und die 
3 Tangentenebenen reell. Durchbohrt & die Steiner’sche Fliiche in 
zwei reellen und zwei conjugirten imagindéren Punkten, so ist ein Ge- 
radenpaar reell, die beiden andern imaginiir und haben imaginiéren 
Schnittpunkt, also ist eine der 3 Tangentenebenen reell und enthdlt auch 
2 reelle Kegelschnitte, die beiden andern sind imagindér — denn ihr 
Beriihrungspunkt, dessen Bild der Schnittpunkt des Geradenpaars ist, 
ist imaginiir — und enthalten natiirlich imagindre Kegelschnitte. Wenn 
endlich die Geraden 2 die Fliiche in 2 Paaren conjugirter imaginirer 
Punikte trifft, so ist ebenfalls ein Geradenpaar reell, die beiden andern 
sind imaginir, haben aber reellen Schnittpunkt; also sind die 3 Tan- 
gentenebenen durch & reell, die eine enthélt zwei reelle Kegelschnitte, die 
beiden andern aber imaginére. 

Bemerken wir hier nebenbei, dass wie durch zwei reelle Punkte, 
so auch durch zwei conjugirte imagindre, d. h. auf derselben reellen 
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Geraden liegende Punkte von F* stets ein reeller Kegelschnitt der Fliche 
geht, und dass die Kegelschnitte einer (reellen) Tangentenebene entweder beide 
reell oder beide imaginér sind, was auch mit Hilfe einer in der Ebene 
gezogenen und auf eine reelle Doppelgerade — eine ist ja sicher reell, 
G — sich stiitzende Gerade einleuchtet. Entfernt sich die Gerade & 
ins Unendliche, so haben wir folgende Sitze: 

Von drei parallelen (reellen) Tangentenebenen der Steiner’schen 
Fliiche enthalten entweder alle drei je zwei Hyperbeln (ihre gemein- 
schaftliche unendlich entfernte Gerade trifft F’* viermal reell), oder 
eine enthilt zwei Ellipsen, die beiden andern aber imaginire Kegel- 
schnitte (die gemeinsame unendlich entfernte Gerade begegnet EF"! vier- 
mal imaginir). Kine Tangentenebene aber, welche keine reelle parallele 
hat, enthilt eine Hyperbel und eine Ellipse (ihre unendlich entfernte 
Gerade trifft F’4 zweimal reell und zweimal imaginir). 

53. Wie jede Ebene, so wird auch die unendlich entfernte Ebene 
E,, von F;' in einer Curve 4. Ordnung und 6. Classe (mit 3 Doppel- 
punkten) C;' durchschnitten. Die Fliiche F,! und diese Curve (als 
Abart einer Fliche 6. Classe) werden zugleich von den Ebenen einer 
abwickelbaren Fliiche 18. Classe D,, eingehiillt. Die 4 Doppelebenen 
P erzeugen in E,, die 4 Doppeltangenten p, von C,'; alle Ebenen 
-durch jede dieser 4 Geraden sind Doppelebenen der Fliche C,', die 
4 Ebenen P also, welche zugleich Doppelebenen von F;' sind, vierfache 
Ebenen von D,,, hingegen die 4 Tangentenebenen Q, welche von den 
Geraden p, ausser den P noch an F,‘ gehen (Nr. 15.), nur Doppel- 
ebenen von D,,. 

Die Ebenen dieser Fliche D,,, welche also von Tangenten der 
Curve C;* d. i. von Tangenten der Fliiche F’;‘ an dieselbe gehen, sind 
(Nr. 14.) zweierlei Art: durch jede Tangente gehen zwei, die eine, 
welche zwei Tangentenebenen vertritt, also zweifach zu rechnen ist, 
beriihrt F’,‘ im Beriihrungspunkte der Tangente, ist also eine asym- 
ptotische Tangentenebene, die andere beriihrt im Allgemeinen in einem 
nicht auf C,' liegenden, folglich in einem endlichen Punkte. Die 
Fliche 18. Classe D,, zerfillt also in zwei Flichen, in die Enveloppe 
der Beriihrungsebenen der Steiner’schen Flache lings der Curve C,', 
die dieser Flache asymptotisch umschriebene Developpable, und in die 
Enveloppe der Tangentenebenen von F;', welche durch eine Tangente 
von C;' gehen, aber in einem im Allgemeinen endlichen Punkte be- 
riihren. Die Beriihrungscurve des von einem beliebigen Punkte an 
die Steiner’sche Fliche gelegten Tangentialkegels ist, wie schon 
mehrfach erwihnt, 6. Ordnung und zerfillt fiir einen Punkt einer 
Doppelebene P in den Beriihrungskegelschnitt H dieser Ebene und 
eine Curve 4. Ordnung. Von jedem Punkte gehen also sechs Ebenen 
aus, welche F’,! auf E, beriihren, und von jedem Punkte einer Ebene 
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P vier von derselben verschiedene, welche dies thun. Also ist ‘die 
der Steiner’schen Fliche asymptotisch wmschriebene abwickelbare Fliiche 
6. Classe D, und hat die 4 Ebenen P zu Doppelebenen. Da sie aber 
doppelt an D,, theilnimmt (und also auch die 4 Ebenen P, schon 
sofern sie D, doppelt beriihren, vierfache Ebenen von D,, sind), so 
ist der. andere Bestandtheil von D,, ebenfalls eine abwickelbare Fliche 
6. Classe D,, welche aber von den P nicht mehr tangirt wird, hin- 
gegen die vier Ebenen @ zu Doppelebenen hat, welche nicht D, 
tangiren. 


Wihrend die von jeder Tangente ¢, der Curve C,' an D, ge- 
sandte Ebene die Steiner'sche Fliche in 2 Kegelschnitten durch- 
schneidet, welche sich — ausser auf den 3 Doppelgeraden — im Be- 
riihrungspunkte tr, von ¢, durchschneiden, weil die Ebene dort die 
Fliche F,‘ tangirt, beriihrt in der von ¢, an ©, gehenden Ebene 
der eine Kegelschnitt die Tangente ¢, in +, (der andere trifft sie 
in ihren beiden weitern Schnittpunkten mit C,'), ist also eine Parabel. 

Diejenigen Beriihrungsebenen der Fiche F',', deren einer Kegel- 
schnitt eine Parabel ist, wmhiillen cine abwickelbare Fliche 6. Classe D,,. 
Jede (reelle) Ebene mit einer Parabel hat stets eine aber nur eine 
(stets reelle) parallele Tangentenebene, welche asymptotisch beriihrt und ent- 
weder 2 Hyperbeln oder 2 imaginire Kegelschnitte ausschneidet, je nach- 
dem der zweite Kegelschnitt in der Parabelebene cine Hyperbel oder eine 
Ellipse ist. 

Die vier Ebenen @ sind wie gesagt Doppelebenen der Fliiche D, 
und enthalten je zwei Parabeln, welche p, in den beiden Schnitt- 
punkten mit H beriihren (Nr. 15.). Es giebt demnach 4 Tangenten- 
ebenen Q der Steiner’schen Fliiche, welche zwei Parabeln ausschneiden ; 
sie sind den vier Doppelebenen parallel und stets in derselben Weise 
reell wie die parallelen Doppelebenen, also alle 4 oder 2 oder keine. 
Die beiden Parabeln einer reellen Ebene Q sind wiederum entweder reell 
oder imaginir, je nachdem der Kegelschnitt H in der parallelen Doppel- 
ebene P eine Hyperbel oder Ellipse ist. Sind sie reell, so sind ihre 
Azen den Asymptoten dieser Hyperbel parallel. 


Durch jeden der 3 Doppelpunkte von C,' gehen vier Tangenten 
dieser Curve, von denen zwei im Doppelpunkte selbst beriihren; also 
gehen durch jede der 3 Doppelgeraden 2 Ebenen, welche noch eine Pa- 
rabel enthalten, und 2 Parabeln giebt es auf der Fliche, deren Axen 
der Doppelgeraden parallel sind (Nr. 15.). Die zweiten Kegelschnitte 
in den Ebenen dieser beiden Parabeln sind Hyperbeln (vorausgesetzt, 
dass der Doppelpunkt ein ordentlicher, nicht isolirter ist). Da der 
unendlich entfernte Punkt einer Geraden B ausser den beiden Doppel- 
tangenten noch zwei Tangenten an C,' sendet, so befinden sich in 
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dem Biischel jeder Geraden B 2 Ebenen, welche Parabeln aus- 
schneiden. 

54. Jeder Kegelschnitt, der sich auf den allen Kugeln gemein- 
samen Kreis C?, in FE, zweimal stiitzt, ist ein Kreis; da nun C,! 
diesem Kreise in 8 Punkten begegnet, welche sich 28 mal zu je zweien 
zusammenstellen lassen, durch je zwei Punkte auf F,* aber ein Kegel- 
schnitt dieser Fliche geht, so erhellt, dass auf derselben 28 Kreise 
liegen; jedoch nur 4 von denselben sind reell, welche durch je conjugirte 
von den acht Punkten gehen. 


Bromberg, Juli 1869. 











Kine Aufgabe tiber Kegelschnitte im Raume. 


Von J. Liirotn in Carusruue. 


In den bis jetzt behandelten Aufgaben iiber die Bestimmung von 
Kegelschnitten im Raume beziehen sich die Bedingungen nur auf 
Punkte, gerade Linien und Ebenen, wihrend ein Fall, dass in den 
Bedingungen eine Raumcurve hdherer Ordnung auftritt, noch nicht 
untersucht ist. Auf Veranlassung des Herrn Clebsch habe ich mich 
mit einer solchen Aufgabe beschiftigt und erlaube mir die gewon- 
nenen Resultate im Folgenden darzulegen. 

Die Aufgabe lautet: 

Die Anzahl der Kegelschnitte zu bestimmen, welche eine Curve 
vierter Ordnung erster Species in drei und fiinf ihrer Sehnen in 
je einem Punkte treffen, ohne durch einen den Schnen und der 
Curve gemeinsamen Punkt zu gehen. 

Die Lésung dieser Aufgabe beruht auf dem Principe, dass die 
Ordnung der Fliche, auf welcher alle Kegelschnitte einer einfach un- 
endlichen Schaar liegen, gleich x ist, wenn eine beliebige Linie von 
Kegelschnitten der Schaar in » Punkten getroffen wird. Hieraus folgt, 
dass ein Punkt, durch den n Kegelschnitte gehen, als ein » facher Punkt 
jener Fliiche gelten muss. 

Der Kiirze der Darstellung wegen werde ich, nach Herrn Chasles 
Vorgang, die Bedingungen, welchen ein Kegelschnitt zu geniigen hat, 
symbolisch bezeichuen. Die Zeichen und Bedingungen sind: 

P, P,, P, .. der Kegelschnitt geht durch die festen Punkte P, P,, P,... 
die nicht auf der Curve liegen 

C,, C,, C, ..er enthailt die festen auf der Curve liegenden Punkte 
C,, C,, Gy... 


ls oss 40% der Kegelschnitt trifft die Curve ausser in den festen 
Schnittpunkten noch in » veriinderlichen ; 
ae Serer die Sehnen S,, S,... der Curve werden in je einem 
Punkte getroffen; 
D gseceves die Ebene des Kegelschnittes geht durch den festen Punkt p. 


Prk esses die Ebene geht durch die gegebene Linie G. 
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GC oder G P die Ebene des Kegelschnittes geht durch die Gerade G, 
die er in einem festen Punkte trifft, der entweder auf 
der Curve liegt (@C) oder nicht (GP). 

EC, EP .. der Kegelschnitt beriihrt eine Ebene E in einem auf der 
Curve resp. nicht auf der Curve gelegenen festen 
Punkte. 

Der Satz: ,, Alle Kegelschnitte, welche gewissen Bedingungen B ge- 

niigen, bilden eine Fliche »'" Ordnung“ soll angedeutet werden durch 

F (B) =n; wihrend (B) = m aussagen soll, dass » Kegelschnitte exi- 

stiren, welche die Bedingungen B erfiillen. 

Es sei noch im Allgemeinen bemerkt, dass immer nur solche Ke- 
gelschnitte gemeint sind, welche die Bedingungen erfiillen, ohne durch 
einen Schnittpunkt einer Sehne und der Curve zu gehen. Hier wie 
iiberall im Folgenden ist, wo keine Verwechselung méglich ist, ,,Curve“ 
gebraucht fiir die gegebene Curve vierter Ordnung erster Species. 


I. 


Wir werden uns zunichst beschiiftigen mit der Bestimmung der 
Ordnungen von Flichen, welche von Kegelschnitten erzeugt werden, 


“deren Ebenen durch eine bestimmte Gerade G gehen. Um diese Ord- 


nungen zu finden, betrachten wir eine Gerade g, welche die G in 
einem Punktc a schneidet. Alle Kegelschnitte, welche g in einem 
von a verschiedenen Punkte treffen, miissen in der durch g und G be- 
stimmten Ebene liegen und jeder solcher Kegelschnitt schneidet g in 
zwei Punkten. Es kann aber auch Kegelschnitte geben, welche g in 
a schneiden, ohne so zu zerfallen, dass G ein Theil ist, und endlich 
kann G selbst Theil eines oder mehrerer zerfallender Kegelschnitte 
sein. Bezeichnen wir die Zahl der Kegelschnitte, welche in einer 
durch G gelegten Ebene liegen und den sonstigen Bedingungen genii- 
gen, mit x, die Zahl der Kegelschnitte, welche durch a gehen mit y 
und endlich durch z, wie oft G Theil eines zerfallenden Kegelschnit- 
tes ist, so wird g in 24+ y-+ ¢ Punkten von Kegelschnitten getrof- 
fen und die gesuchte Ordnung der Fiche ist also 
=2r4+y+2. 

1. Wir betrachten zuerst jetzt die Fliche, welche von den Kegel- 
schnitten erzeugt wird, die den Bedingungen (P,, P,, 3C) geniigen. 
Die Gerade G ist hier die Linie P, P,. Jede durch diese gelegte 
Ebene schneidet die Curve in vier Punkten und folglich giebt es in 
dieser Ebene vier Kegelschnitte, welche die Bedingungen erfiillen. 
Die Zahl & ist also = 4. Jeder Kegelschnitt, der durch a geht, muss 


zerfallen in die Gerade P, P, und eine zweite Linie, welche mit der 
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Curve drei Punkte gemein haben muss. Dies ist aber unméglich, weil eine 
nicht zerfallende Schnitteurve zweier Flichen zweiter Ordnung von 
keiner Linie in drei Punkten getroffen werden kann. y und 2 sind 
also beide = 0 und folglich 

F (P,, P,, 3C) = 8. 
Da eine durch P, gelegte Linie in vier von P, verschiedenen Punkten 
von Kegelschnitten getroffen wird, so ist dieser Punkt vierfacher Punkt 
der Flaiche ebenso wie P,. Aehnlich erkennt man, dass die Curve 
dreifache Curve ist. Wenn man also die Fliche durch eine beliebige 
Sehne S, der Curve schneidet, so ergeben sich zwei nicht auf der 
Curve gelegene Schnittpunkte. Daher 

(P,, P., 3C, 8) = 2. 
Da P, ein vierfacher Punkt ist, so bilden die durch ihn gehenden 
Geraden, welche in ihm fiinf Punkte mit der Fliche gemein haben, 
einen Kegel vierter Ordnung. Solche Linien sind offenbar die Tan- 
genten der durch P, gehenden Kegelschnitte. Wenn in irgend einer 
Ebene durch P, P, ein Kegelschnitt vorhanden ‘wire, der einen Dop- 
pelpunkt in P, hatte, so wiirde jede in dieser Ebene durch P, gezo- 
gene Linie dem Kegel angehéren. Kegelschnitte derart sind aber nicht 
moglich, wie man leicht einsieht. Der Kegel vierter Ordnung besteht 
also nur aus den in P, an die Kegelschnitte gelegten Tangenten 
und in einer durch P, gelegten Ebene liegen also vier solcher Tan- 
genten, d. h. 

(E P,, P,, 3C) = 4. 

2. An die Stelle des willkiirlichen Punktes P, der vorigen Unter- 
suchung setzen wir jetzt einen auf der Curve liegenden Punkt C, und 
betrachten nun die Flache der Kegelschnitte, welche die Bedingungen 
(P,, C,, 2. C, S,) erfiillen. Da eine durch P, C, gelegte Ebene die 
Curve ausser in C, noch in drei Punkten trifft, so giebt es drei Ke- 
gelschnitte, welche in dieser Ebene liegen. Also" ist «= 3. Auch 
hier muss ein Kegelschnitt, der durch einen Punkt auf P, C, geht, zer- 
fallen in P, C, und eine zweite Linie, welche P, C,, die Sehne S,, 
und die Curve in zwei Punkten trifft. Es giebt eine Linie derart, wie 
sich zeigt mit Hiilfe der durch die Curve und die Sehne gelegten 
Fliche zweiter Ordnung. Also ist y=0, z= 1 und 

F (P,, C,, 2C, 8) = 7. 
Da durch einen Punkt der Curve zwei Kegelschnitte gehen, so ist die 
Curve Doppelcurve der Fliche. Schneidet man also mit einer beliebi- 
gen Sehne, so erhalt man drei nicht auf der Curve liegende Schnitt- 


punkte, so dass 
(P,, C,, 2C, 8,, 8.) = 3 


ist. 
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Sowohl eine durch P,, wie eine durch C, gelegte Gerade wird 
ausser in diesen Punkten noch in drei Punkten von Kegelschnitten 
getroffen. Folglich sind beide Punkte vierfache Punkte. Zerfallende 
Kegelschnitte, deren Spitzen in P, oder C, liegen, giebt es nicht, also 
zeigt sich auf dem niaimlichen Wege wie im vorhergehenden Artikel, 
dass : 

(EP,, C,, 2C, 8) =4 
(P,, EC,, 2C, S,) = 4. 

3. Wir suchen nun die Ordnung der Fliiche, welche von den Ke- 
gelschnitten gebildet wird, die den Bedingungen (C,, C,, C, 8,, 8,) 
geniigen. Die Gerade G ist hier die C, C,. Eine Ebene durch diese 


Linie trifft die Curve noch in zwei Punkten, so dass also in ihr zwei 
den Bedingungen geniigende Kegelschnitte liegen. Wenn ein Kegel- 


schnitt durch einen Punkt auf C, C, gehen soll, so muss er zerfallen 
in die Gerade C, C, und eine zweite, welche C, C,, die beiden Sehnen 


und die Curve in einem Punkte trifft. Da alle Geraden, welche C, C, 
und die beiden Sehnen schneiden, eine Fliiche zweiter Ordnung bilden, 





so giebt es zwei solcher Linien und folglich ist C, C, zweimal Theil 
eines zerfallenden Kegelschnittes. Aus 7—2, y=0, e-=2 folgt 
“also 
F (€,, C,, C, S,, S,.) = 6. 

Da die Curve selhst einfache Curve dieser Fiche ist, so erhalten wir 
durch den Schnitt mit einer Sehne S, 

(C,, C,, C, S,, S,, 83) = 4. 
_ Auch hier sind C, und C, vierfache Punkte und also 

(EC,, C,, C, S,, 8.) = 4, 
weil im Allgemeinen keine zerfallenden Kegelschnitte existiren, deren 
Doppelpunkte in C, liegen und deren Ebenen durch C, C, gehen. 

4. Wir nehmen nun einen Punkt P an, legen durch ihn eine 
Gerade G und suchen F' (GP, 3 C, S,). Da eine Ebene durch G die 
Curve in vierPunkten schneidet, so ist « = 4. Durch einen gegebenen 
Punkt auf G gehen nach 1. zwei Kegelschnitte, also ist y= 2. 2 ist 
wieder gleich Null, weil die Curve von der ersten Species. Also ist 

F (GP, 3C, 8,;) = 10. 
Da durch jeden Punkt auf der Curve drei Kegelschnitte gehen, so ist 
sie dreifach zu rechnen und es folgt 
(GP, 3C, 8,, S,) = 4. 

Eine Gerade durch P wird ausser in P noch in vier Punkten 
von Kegelschnitten getroffen und daher ist P sechsfacher Punkt der 
Fliche. Nun giebt es im Allgemeinen keine Kegelschnitte, welche die 
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obigen Bedingungen erfiillen, und in P einen Doppelpunkt haben und 
deren Ebenen durch G gehen. Wir schliessen also 
(GP, EP, 3C, 8; =6. 

5. Wenn wir in der vorigen Untersuchung statt P einen Punkt 
C, der Curve setzen und eine Sehne S, hinzunehmen, so liegen in je- 
der Ebene durch G drei Kegelschnitte, weil die Ebene ausser C, noch 
drei Punkte der Curve enthilt. Durch einen jeden Punkt auf G gehen 
nach 2. drei Kegelschnitte, aber Theil eines zerfallenden Kegelschnittes 
kann G im Allgemeinen nicht sein. Also ist x=3, y=3, =O 
und 

F (GC,, 2C, S,, S,) =9. 

Da die Curve selbst zweifache Curve ist, so folgt 

(GC, 2C, 8,, S,, 83) = 5. 
Der Punkt C, ist wie P, der vorigen Nummer sechsfacher Punkt. Man 
kann nun zwar Kegelschnitte angeben, die in C, Doppelpunkte haben, 
aber bei allgemeiner Lage von G werden ihre Ebenen nicht durch G 
gehen. Also ist 

(GC,, EC,, 2C, 8,, S,) = 6. 

6. Wir untersuchen jetzt F (G, 3C, S,, S,), wo G eine ganz 
allgemeine Lage hat. Da eine durch G gelegte Ebene vier Kegel- 
schnitte enthilt, so ist 24. Durch einen beliebigen Punkt auf G 
lassen sich nach 4. vier Kegelschnitte legen, dagegen kann G nicht 
Theil eines zerfallenden Kegelschnittes sein. Also ist: 

F (G, 3C, 8,, 8) = 12. 

Da die Curve dreifache Curve ist, weil durch jeden ihrer Punkte 

drei Kegelschnitte gehen, so ergiebt sich noch 


(G, 3 C, S;, S,, Ss) —_— 6, 
oder mit Worten: 


Die Ebenen der Kegelschnitte, welche die Bedingungen (3 C, 
S,, S,, S,) erfiillen, umhiillen eine Fliiche sechster Classe. 


Il. 


1. Wir nehmen nun im Raume eine beliebige Ebene FE an, in ihr 
einen Punkt P und suchen die Kegelschnitte, welche den Bedingungen 
(E P, 3C, S,) geniigen. Alle diese Kegelschnitte bilden eine Fliche, 
deren Ordnung gleich ist der Ordnung irgend einer ebenen Schnitt- 
eurve. Zu ihrer Bestimmung wihlen wir die Schnittcurve mit der 
Ebene FE selbst. Sei a ein Punkt dieser Curve, dann muss ein Kegel- 
schnitt existiren, welcher durch a geht und mit E noch den Punkt 
P und einen unendlich benachbarten gemein hat. Er hat also drei 
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Punkte mit HE gemein und muss, wenn er nicht zerfallt, ganz in der 
Ebene FE liegen; wenn er aber zerfallt, so muss wenigstens ein Theil 
ganz in E liegen. Die Ebene FE schneidet die Curve in den vier Punk- 
C, Cy €,¢, und die Sehne S, im Punkte s, Dann liegen in E die vier 
Kegelschnitte (c, c,c,s P), (¢, ¢,¢,8 P) (¢,¢,¢,s P) (e, ¢,¢,s P), wel- 
che allen Bedingungen geniigen. Theile von zerfallenden Kegelschnit- 
ten kénnen die Linien Pc,, Pc,, Pc,, Pe, und Ps, sein. Wenn Pe, 
Theil eines solechen Kegelschnittes sein soll, so muss es eine Gerade 
geben, die Pc,, S, und die Curve in zwei Punkten schneidet. Da nur 
eine Gerade derart existirt, so ist Pc, und ebenso jede der drei an- 
dern Linien, Theil eines zerfallenden Kegelschnittes. Wire Cs, Theil 
eines derartigen Kegelschnittes, so miisste die Curve eine sie in drei 
Punkten treffende Sehne haben, was nicht mdglich ist. Aus dem 
gleichen Grunde kann auch keine andere in FE durch P gehende Linie 
Theil eines zerfallenden Kegelschnittes sein. Die Schnittcurve der 
Fliche mit E besteht also aus vier Kegelschnitten und vier Geraden 
und ist von der 12. Ordnung. Daher 
F (EP, 3C, S8,) = 12. . 

Die Curve selbst ist vielfache Curve dieser Fliche und zwar, da nach 
2. vier Kegelschnitte durch einen ihrer Punkte gehen, vierfache Curve. 


* Durch Schnitt mit einer Sehne S, folgt also 


(EP, 3C, S,, S,) = 4. 

2. Statt eimes beliebigen Punktes P nehmen wir nun einen der 
Schnittpunkte C, von EK mit der Curve und suchen die Kegelschnitte, 
die die Bedingungen (EF C,, 2C, S,, S,) erfiillen. Die Ordnung der 
von ihnen gebildeten F'liche bestimmen wir wieder durch Betrachtung 
der Schnittcurve mit der Ebene E. Bezeichnen wir die von C, ver- 
schiedenen Schnittpunkte der Ebene EF mit der Curve durch ¢, ¢, c, 
und die mit den beiden Sehnen durch s, s, so haben wir in E zunichst 
die drei Kegelschnitte (C, c, ¢, 5, 82) (C, ¢ ¢, 8, 8.) (C, ¢3 €, 5, 8,). Hine 
Gerade durch C, und ¢, ist Theil von zwei zerfallenden Kegelschnitten. 
Denn es giebt zwei Linien, welche C, c,, S,, S, und die Curve tref- 
fen. Das Gleiche gilt natiirlich von C,c,, C,c,. Hine Gerade durch 
C, und s, gehért einem zerfallenden Kegelschnitte an, weil nur eine 
Gerade C,s,, S, und die Curve in zwei Punkten trifft; die beiden Li- 
nien C, s, und C,s, sind also einfach zu rechnen. Da ferner keine 
Gerade existirt, welche die Curve in zwei Punkten und zwei Sehnen 
trifft, so kann auch keine andere in E durch C, gezogene Gerade 
Theil eines Kegelschnittes sein. Die Schnittcurve der Ebene EF und 
der Fliche besteht also aus drei Kegelschnitten, drei doppelt und zwei 
einfach zu rechnenden Geraden und ist demnach von der 14. Ord- 
nung. Daher 

Mathematische Annalen III. 9 
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F (EC,, 2C, S,, S,) = 14. 


Da durch jeden Punkt der Curve nach I. 3. vier Kegelschnitte gehen, 
so ist die Curve vierfache Curve und es folgt weiter 


(EC,, 2C, S,, S,, S;) = 6. 


Ii. 


Wir wenden uns nun zur Betrachtung von Kegelschnitten, welche 
durch einen gegebenen Punkt a gehen und fiinf Bedingungen genii- 
gen. Um die Ordnung der Fliche zu bestimmen, welche von diesen 
Kegelschnitten gebildet wird, legen wir durch den Punkt a eine Gerade 
g und suchen ihre Schnittpunkte mit der Fliche. Es mégen in der 
Schaar von Kegelschnitten « vorhanden sein, welche durch a gehen, 
die Gerade g treffen und den iibrigen Bedingungen geniigen. Dann 
hat g mit der Fliche x nicht mit a zusammenfallende Punkte gemein. 
a selbst ist vielfacher Punkt der Fliche. Ist er x facher Punkt, so bil- 
den die in ihm (x + 1) punktig schneidenden Geraden einen Kegel 
n'* Ordnung und umgekehrt. Jede Gerade, welche in a@ die Fliche in 
(mn + 1) zusammenfallenden Punkten trifft, muss ausser a noch einen 
unendlich benachbarten Punkt der Fliche enthalten. Es muss also 
durch einen a unendlich nahen Punkt der Linie und a selbst ein Ke- 
gelschnitt gehen, d. h. die Gerade muss Tangente an einen der Kegel- 
schnitte sein. Die Ordnung des von diesen Tangenten gebildeten Ke- 
gels ist gleich der Anzahl der Tangenten, welche in einer Ebene lie- 
gen oder gleich der Zahl von Kegelschnitten, welche den iibrigen Be- 
dingungen geniigen und eine durch a gelegte Ebene beriihren. Diese 
Zahl sei mit y bezeichnet. Wenn ein Kegelschnitt der Schaar in a 
einen Doppelpunkt hat, so ist die Ebene dieses Kegelschnittes Theil 
des in Rede stehenden Kegels. Im Folgenden treten aber solche Ke- 
gelschnitte im Allgemeinen nicht auf, der Punkt a ist dann y facher 
Punkt und die gesuchte Ordnung der Flaiche = x + y. 

1. Wenden wir dies auf die Kegelschnitte an, welche den Be- 
dingungen (P, 3C, S,, S,) geniigen. Nach I. 4. ist 


2 = (GP, 30, S,, S,) =4 
y = (EP, 36, S,, 8,) = 4. 


Kegelschnitte, welche in P einen Doppelpunkt haben, giebt es im 
Allgemeinen nicht, weil eine der beiden durch P gehenden Geraden 
drei Bedingungen geniigen miisste, was offenbar nur bei besonderer 
Lage von P angeht. Also ist 


F (P, 30, S,, &) = 8. 


und nach II. 1. 


a 
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Durch einen Punkt der Curve gehen nach I. 2. drei Kegelschnitte, sie 
ist also dreifache Curve der Flaiche und wir finden 


(P, 3.0, 8,, S,, 85) = 2. 


2. Betrachten wir dagegen an der Stelle von P einen Punkt C, 
der Curve, indem wir zu den Bedingungen eine Sehne hinzunehmen. 
Dann ist nach I. 5. 


a= (GC,, 26, 8,, 8,, 8;) = 5 
und nach II. 2. 
y = (EG, 2C, S,, S, 8) = 6. 


Dagegen existiren auch hier keine Kegelschnitte, welche in C, einen 
Doppelpunkt haben. Daher ist 


F (C,, 2C, S,, Sp, S) = 11. 


Wie I. 3. zeigt, gehen durch einen Punkt der Curve vier Kegelschnitte, 
so dass sie vierfach zu rechnen ist. Schneiden wir mit einer weiteren 
Sehne S,, so folgt 


(C,, 2 C, S,, S., 83, S,) = 3. 


IV. 


Wir wihlen nun einen Punkt p im Raume und betrachten die 
Kegelschnitte, welche den Bedingungen (3 C, S,, S,, S;) geniigen 
und deren Ebenen durch p gehen. Durch diesen Punkt legen wir eine 
Gerade. - Jeder Kegelschnitt, welcher diese in einem von p verschie- 
denen Punkte trifft, schneidet sie in zwei Punkten. Nach I. 6. giebt 
das sechs solcher Kegelschnitte. Durch p selbst gehen nach III. 1. 
zwei Kegelschnitte. Daher ist 


F (p, 3C, S,, S,, S3) = 14. 


Die Curve ist vielfache Curve der Fliche und zwar fiinffache, weil 
nach I. 5. durch jeden ihrer Punkte fiinf Kegelschnitte gehen. Wir 


finden also 
(p, 3C, S,, S,, 83, S,) = 4, 


d.h. die Ebenen der Kegelschnitte, welche den Bedingungen (3 C, S,,S,, 83,5) 
geniigen , bilden eine abwickelbare Fiche vierter Classe. : 

Da durch jeden Punkt des Raumes vier Ebenen dieser Filiche 
gehen, so werden auch ebensoviele durch einen Punkt C, der Curve 
gehen. Nach III. 2. giebt es aber drei Kegelschnitte, welche durch 
den Punkt C, gehen und ausserdem die Bedingungen (2C, S,, S,, S,, S,) 
erfiillen. Die Ebenen dieser Kegelschnitte sind offenbar drei jener 
9* 
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vier. Die vierte Ebene wird also einen Kegelschnitt enthalten, der 
nicht durch C, geht. Jedem Punkte der Curve entspricht so eine 
Ebene der abwickelbaren Fliche. Da umgekehrt in jeder solchen 
Ebene ein Kegelschnitt liegt, der nur durch drei Punkte der Curve 
geht, so wird auch jeder Ebene ein Punkt der Curve entsprechen und 
da letztere erster Species ist, so ist auch die abwickelbare Fliche vier- 
ter Ordnung erster Species. 


V. 


Es wire nun, um das in der Einleitung gestellte Problem zu 16- 
sen, nothig, die Ordnung der Flache zu bestimmen, auf welcher alle 
Kegelschnitte liegen, welche den Bedingungen (3 C, S,, S,, S;, S4) 
geniigen. Die bis jetzt bekannten directen Methoden zur Lésung die- 
ser Frage fiihren alle auf die gestellte Aufgabe zuriick. Dagegen 
kann man auf folgendem Wege zu jener Zahl gelangen. Auf der ge- 
suchten Flaiche werden die Curve und die Sehnen vielfache Curven 
sein. 

III. 2. zeigt, dass die Curve dreifach zu rechnen ist, weil durch 
jeden Punkt drei Kegelschnitte gehen. Die Zahl der Kegelschnitte, 
welche durch einen Punkt auf einer Sehne gehen, ist gleich der Zahl 
derer, welche durch einen beliebigen Punkt gehen, weil ja durch jeden 
Punkt eine Sehne gelegt werden kann. Das Resultat von III. 1. zeigt 
also, dass die Sehnen Doppelcurven sind. Die gesuchte Fliache hat 
demnach eine Curve vierter Ordnung zur dreifachen und vier Sehnen 
zu Doppeleurven. Die Fliche niedrigster Ordnung, welche solche Sin- 
gularitaiten enthalten kann, ohne zu zerfallen, ist die achter Ordnung. 
Die von den Kegelschnitten erzeugte Fliche kann nun offenbar nur 
abhaingig sein von der Curve und den vier Sehnen und es liegt nahe 
anzunehmen, dass sie durch die Bedingung, jene Singularitiiten zu ent- 
halten, vollstindig bestimmt ist. Unter dieser Voraussetzung kénnen 
wir ihre Ordnung finden. Damit eine Curve vierter Ordnung erster 
Species dreifache Curve einer Flache n'** Ordnung ist, miissen 8 (3 — 8) 
Bedingungen erfiillt sein. Ferner sind 3n + 1 Bedingungen ndthig, 
damit eine Gerade Doppelcurve der Fiche ist. Diese Zahl erniedrigt 
sich jedoch um acht durch jeden Schnittpunkt der Geraden mit einer 
dreifachen Curve, so dass fiir eine Sehne noch 3 — 15 bleiben. Es 
muss also die Gleichung bestehen 


(m +1) (w+2) (m+3) 


1. 2. 3. 1= 8 (n — 8) +4 (3n — 15), 


die einzige positive Wurzel dieser Gleichung ist m = 8. Daher ist die 
Fliche achter Ordnung die einzige, welche durch jene vielfachen Cur- 
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ven vollstindig bestimmt ist. Ein Kegelschnitt, welcher den Bedin- 
gungen (3 C, S,, S,, S,, S,) gniigt, hat nun 17 Punkte mit der Fli- 
che gemein und liegt ganz auf ihr. Also liegen alle Kegelschnitte, 
welche den Bedingungen (3 C, S,, S,, S,, S,) geniigen, auf einer 
Fliche achter Ordnung, in welcher die Curve dreifache Curve ist und 
folglich : 

Giebt es zwei Kegelschnitte, welche die Curve in drei und 
fiinf Sehnen in je einem Punkte treffen, ohne im Allgemeinen 
durch einen den Schnen und der Curve gemeinsamen Punkt 
zu gehen. 


Carlsruhe, im November 1869. 














Einige Bemerkungen zu Herrn Neumann’s Untersuchungen 
iiber die Bessel’schen Functionen *). 


Von ScuuArui in Bern. 


Die Bessel’schen Functionen sind diejenigen, die als Functionen 
eines Vielfachen des Excentricitatsverhiltnisses auftreten, wenn die 
Kepler’sche Aufgabe mit Anwendung der Fourier’schen Reihe ge- 
lést wird. Herr Neumann nennt sie in der erwihnten Abhandlung 
Bessel’sche Functionen erster Art, um sie von solchen zweiter Art 
zu unterscheiden, deren er bedarf, um arbitriire Functionen, die ge- 
wisse Bedingungen erfiillen, in Summenreihen zu entwickeln, die ent- 
weder nur nach Bessel’schen Functionen der einen Art oder nach 
solchen beider Arten fortschreiten. Das Studium der interessanten 
Schrift veranlasste mich zu einigen Wahrnehmungen, die ich dem Ver- 
fasser brieflich mittheilte, und die ich nun, seiner freundlichen Auf- 
forderung folgend, zu verdffentlichen wage. 

Wenn in der hypergeometrischen Reihe von Gauss die zwei er- 
sten constanten Elemente unendlich wachsen, wihrend das Produkt 
derselben und des Arguments eine endliche Variable bleibt, so geht 
die entsprechende Function in eine iiber, die sich im endlichen nir- 
gends mehr verzweigt und iiberall stetig bleibt, mit Ausnahme des 
Unendlichen, wo sie eine Unstetigkeit von schwierigem Charakter an- 
nimmt. Ich will diese Function mit 
n > a" 
n=0 Fn +1) T@+n+1) 
bezeichnen und definiren. Sie geniigt der Differentialgleichung 

7A2. 
a i+ (atl) %—y=0, 


die «-* F' (— a, x) zum zweiten particuliiren Integral hat; und es ist 


F (a, «) = 


*) Theorie der Bessel’schen Functionen von C. Neumann. Leipzig bei 
Teubner. 1867. Fortsetzung in dem Ber. der Kgl. Siichs. Ges. d. Wiss. Jahrgang 
1869. pag. 221, 
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2 F(a,2)=F(a+1,2), also auch 
aF(a+2,2)+(a+1)F(a+1,«)—F(a,2)=0. 


Wenn nun a einer nullen oder positiven ganzen Zahl » gleich wird, 
so ist die Bessel’sche Function erster Art und n'" Ranges durch 


J (e) = (2) Fan, — 42% 


bezeichnet und definirt. Ich werde in den Fall kommen, mir auch 


fiir ein beliebiges Element a die Bezeichnung J (v7) = <y F(a,—4 2?) 
zu erlauben. Wenn a@ zu einer ganzen positiven Zahl » wird, so fin- 
det sich: J («) = = (— >” J (x), weil iiberhaupt fiir jedes Angeanet a 


die Relation stattfindet: 2 F (—n, 2) =F (n, 2). Die Function J (x) 
geniigt deMDifferentialgleichung 


at OY 4 og V4 (2a) y = 0, 
und zugleich geniigt ihr J (x). Daher sind 
—(— 1" J@)) 
die zwei particuliiren Integrale der Differentialgleichung 


at Vg V4 (a? nd) y =O. 





J (x) und 


$1. 
Entwicklung von (z + y)* F(a, (x + y)*) nach Bessel’schen 
Functionen erster Art von 2iy, wenn y absolut kleiner 
als x ist. 


Der Satz iiber Addition der Argumente 
0 0 0 l=~ a d 
J(aty=—I@IY+2 ZS (—-IPI@IY), 


viiltig fiir alle endlichen Werthe von x und y, der sich 8. 40 der an- 
gefiihrten Abhandlung findet, leitet zu der Frage, ob vielleicht fiir die 
etwas allgemeinere Function x* F'(a, x”) ein aihnlicher Satz bestehe. 
Hat man sich iiber log x verstindigt, und fasst man den log (~ + y) 
so, dass er mit log x zusammenfallt, wenn y verschwindet, so findet 
man fiir den Coefficienten von y” in der Entwicklung des Einzelterms 


(w+ yet?" 
n!iT(a+n-+1) 








(a+y)* F(a,(e+y))=S=ZBZ — 
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folgenden Werth : 
ee) git ia—m = ye PR oy cadition : 
m nil (a+n+1) n m!/T(a+2n—m-- 1) 
Nun ist aber 
Cre") ioe 8 opeocrae é (") sere wos 
n a=o n—A i) > \al mm! Al(m—a)!? 
Pera) 1 Ls ode 1 ; 
n—A C(a+2n—m+1) (n—A)/T(a+n—m+A+1) 


Man bekommt also: 
ge+2n—m y™ 
nm (n—A)/T(at+n—m+A+1) Al(m—A)!* 
Halt man zuniichst m, 4 fest, so durchliuft m die Werthe 4, 4+-1,...., 
und die entsprechende Summation giebt : a 
— —m+2a ane : on — 

S ie tall F (a — m-+ 24, 2?) iT(m—1)) ; 
Setzt man hier m= 24-+ mu, wo w alle ganzen Werthe durchlauft, 
so kommt 





cnt 
Al(u+a)! 
=Z2e-*Fa—as, #).y F(y, y’). 
Man hat also den Additionssatz “ 


sieek-as pall “F(a—u, 2) > 


n=0O / in 
(1) @+ 9) F(a, («@ + y)) —” F(a—n,x).y* F(n,y’), 
wobei zu bemerken ist, dass 
yt F(n, y) =y-* F(— 0, ) =(— nF iy) 
wird, sobald » positiv oder Null ist. 

In der arithmetischen Reihe a —» +1, a—n-+2, ... sind alle 
Terme absolut grésser als 1 bis auf zwei unmittelbar auf einander 
folgende, deren absolute Werthe 8, y méglicher Weise kleiner als 1 
sein kénnen, und es wirklich sind, wenn a reell, aber nicht ganz ist. 
(Geht der eine derselben gegen 0 hin, so geht der andere gegen 1 
hin.) Daher ist (a—n-+ 1) (a—n-+ 2)....(a—m-+A4) absolut 
grosser als By; folglich, wenn ¢, uw die absoluten Werthe von x, y 
bedeuten , 





1 
r(a—n+1) ‘i . 
Da reraia == (— 1)*-! mee T (n — a), so folgt, dass 


F(a —n, 2?) abs, < y" F (1, y2) abs. < “ev. 





co -T(n— n 
a-* F.(a—n, a2) .y* F (n, y?) abs. < BS2 ete (9 (2) 
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ist. Wird z. B. 6 sehr klein, so ist Ba ungefaéhr der absolute Werth 


sin @ 7% 


von sin a2; also bleibt aes endlich. Bedeutet b die reelle Compo- 
nente von a, so hat, wenn » positiv sehr gross wird, ton EH unge- 
fihr den absoluten Werth n—!~—?. Der auf positive Werthe von n be- 
ziigliche Theil der Summe (1) hat also einen endlichen Werth, sobald 
als wu < ¢ ist, wie anfanglich vorausgesetzt war. Da nun der andere 
Theil der Summe fiir jedes Paar endlicher Werthe von x, y conver- 
girt, so folgt, dass der Satz (1) zu seiner Geltung vorerst die Endlich- 
keit von x und y erfordert, und dann noch, dass ¥ absolut kleiner als 
x sei. Wenn aber a eine ganze Zahl ist, so fallt die zweite Bedingung 
weg, und man hat 


@) Je@tyn= FS T@sy). 


§ 2. 
Addition der Argumente bei den Bessel’schen Functionen 
zweiter Art. 


Diese Functionen werden von Herrn Neumann (S. 9) mit 0 (x) 
bezeichnet und durch die Gleichheit 


n= mn 0 0 n=O n n 
Zi =O @)IW)+2 F O@ITW) 
n=0 & n=1 
definirt. Die Vergleichung der Coefficienten derselben Potenz von y 


liefert eine Recursionsscala fiir diese Coefficienten, aus der sich 
pa 


O@)=4, 0 (2) = 2 = YOR OP grew tpn 





ergiebt. Diejenigen geraden Ranges (nullter Rang inbegriffen) haben 


- zum héchsten Term. Sie geniigen der Differentialgleichung 


ot POW) 4 yp 2900) + (a2 — n? + 1) O (a) = « cos?” ~ + n sin? “*, 


und sind durch diese bestimmt, wenn die Bedingung sient dass 
sie ganze Functionen von + seien. Sie erfiillen ferner die zwei 


Relationen 


(n —1)'0 (@) + w+ 1) 0 (a) — (nw? — 1) 2.6 @) = sin? 2%, 


2 


"0 («) — 0 (2) +2200) 0. 
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Setzt man diese Relationen in negative Rangzahlen fort, so haben sie 
0 @) =(— 1" 0@) 


zur nothwendigen Folge. Man kann also die Definitionsgleichheit auch 
durch 





1 = 'S O(@) FW) 


Z—y 2=—@ 


darstellen. 

Multiplicirt man die Formel (2) mit O (y) dy, und integrirt, in- 
dem man y rechtliufig ein Mal um 0 herumfihrt, unter Anwendung 
der Satze (13) S. 19 der angef. Abh., so bekommt man 


1 *n m n—m n+-m 
4 fF @+y 6 w ay = Tia) + (— "Te, (m, n= 0, 1,...). 
(0) 
Ersetzt man x, y resp. durch —a, «+ a, so hat man 
*m n u—n mn 
(a) iJ O(a +2) I (@) de= J (a)+(—1) J (a). 
(—a) 
Die in den beiden letzten Formeln den Integralen zugefiigten Indices 
(0) und (—a) sollen andeuten, dass die Integrationen rechtliufig 
herumzufiihren sind, einmal um den Punkt 0, das andere Mal um den 


Punkt —a. Da O (a + y) fiir y = oo verschwindet und in y= — a 
rational unstetig wird (sich also nicht verzweigt), so ist 
1 >m d m 
sizJ O(a+y) = =V(a+2), 
vorausgesetzt dass der y-Weg rechtliufig ein Mal — a umschliesst, aber 
x ausschliesst ; denn solches ist dasselbe, wie wenn er nur z riickliufig ein 


Mal umschlésse. Ist z abs. > a, so kann man diesen Weg zu einem Kreise 
um 0 gestalten, dessen Radius zwischen den absoluten Werthen von a und 


x liegt. Substituirt man dann fiir = die Entwicklung nach Bes- 


sel’schen Functionen und wendet (a) an, so bekommt man 


O(a +2) =F (a) 0) +2 (Fa +C 1"F@) 6), 
in einfacherer Darstellung 
n A=o n— 
3) bw@t+y= 2 O@JW), 


wenn y absolut kleiner als x ist. 

Dieser Satz muss aber auch ohne Anwendung von Integralformen 
auf ahnliche Weise, wie der Satz (2), bewiesen werden kénnen; und 
es hat vielleicht ein Interesse zu sehen, wie eine solche unvollstindige 


Summenreihe O (x) Eigenschaften mit der vollstandigen Summenreihe 





eames. « 
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J (x) (die einer homogenen Differentialgleichung geniigt) gemein hat. 
Die Function 
"SF wna xe\—n+2a 2 ( ba 2nn 
S (2) ae. 2 (£) = — (x 0 (x) — cos ==) 
ist unmittelbar mit J (x) verwandt und passt fiir den vorliegenden 


Zweck besser als O (x) selbst. Sie erfiillt die zwei Relationen 


S@) +5@) — 22 § (a) = + cos? ™*, 


S 
"$ (x) —'S (a) + 228 9, 
und daher auch die Differentialgleichung 


at OS + 0 2S 4 (a? — n?) S = 2a sin? “* + 2m cos? ** . 





0 
Kine nothwendige Folge der Relationen ist: S(#)—=0O, und ferner: 
‘S(a) = — (— 1)" S(a). Endlich ist 
n+1 n—1 n 
S (a) + S (x) = 4 0 (a) 


eine andere Darstellung der ersten Relation. Ich trachte nun genau 
dem Gange in § 1. zu folgen. 


Wen a eine ganze positive Zahl und y abs. < x ist, so hat man 
‘2 al (a—n—1) ! (—a+2n\ (x\—-2—m+2n fy\m 
S@+y)— see Cn") G) (x). 


Denkt man sich die ganze nulle oder positive Zahl m beliebig gegeben, 





so ist n nicht durch < > beschrinkt, sondern kann bis < ot ™ gehen, 


weil auf dieser Strecke jenseits der anfainglichen Grinze biel Binomial- 
coefficient verschwindet. Aber nun ist die Gefahr da, dass im selben 
Intervalle die Facultit (a — »— 1) / unendlich werde. Die Sache ist 


ote 


also nur sicher, wenn zugleich » < a und n < So lange als 


m <a ist, schliesst die zweite Ungleichheit die sli in sich. {Die 
schwierige Gegend der Doppelsumme ist also durch m>a,acn< a 
definirt, und in dieser ist der EKinzelterm obiger Siectiieidaaliams 
einstweilen noch unbestimmt (co >< 0). Im sichern Gebiete aber, das 
au 8 (x + y) gehért oder, weil werthlos, gehéren kann, ist 

e~s— 9! meta _ 1)yn+e set Cr", 





Der Ausdruck rechts hat nun im Gebiete, das nicht zu 8 (x+y) ge- 
hért, einen endlichen nicht nullen Werth. Der entsprechende Theil 
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* der Doppelsummenform heisse — A, und B sei die iiber beide Gebiete 


sich erstreckende Doppelsumme, so dass 8 (c+y)=A+B ist. Be- 
rechnen wir zuerst A. Wir haben 


p eke rz(— Lyetett ers ac-4 —_— (2)". 


n m 


(m<a, acn<tla+ mj)! 


Da Mr) — 20 a2 ee OI), 


so folgt 
Ame BE yer anata! (nena 
 emmea n=a 4=0 ~ ) (n—a—da)r 2 al (m—a’)! ° 


Halt man m, 4 fest, so geht m von a+A4 bis < ete - Man kann 


also summiren und bekommt 





A my — ae Iyetetan *"SG) ‘ (4 y)™ 
4=0 m=a+24+1 A! (m —- A) ! 
—m-a+22 (4 y)” 
‘<i = a ). ae 
=—z2 S(#) .(—)) iT(m — a1 
Halt man hier , fest und setzt m= 24+ p, so kommt 
=o +22 
Awd "5° "Sie. (1p GV 
4=0 p=a+1 dh ) Al(p+A)! 
Die zwei Summationen sind nun von einander unabhingig; und man 
bekommt, wenn man nach 4 summirt, 


ius =. “S (a) Jy). 


Nun ist B zu berechnen; in seinem Gebiete ist O2m, 02n <“ eo ”; also 








a+m 
=a *< 3 
Pon m+n (@-m —2n— 1)! Qn—a —a— mob Bn 
a 2 Cer Oe ()” 
is 
Da man at "= = * 4 ages ™) (”) setzen kann, so wird 
gra eae ae 
Bue ZZZ(— 1) (n—a)? 2 AT(m—A)P 


Halt man m, 4 fest, so hat » den Spielraum 4S n < ot “+ Man 





kann also nach » summiren und bekommt 


a+m—2a m 
B=zEzES(@) (14 7 3. ene 


Da m > 2n—a und nS A war, so ist nun m > 24—a. Die Be- 











Cx, 
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dingung m 0 braucht man nicht, da sie schon in mS>435 0 ent- 
halten ist; und diese zwei braucht man nicht, weil bei ihrer Nicht- 
erfiillung der Einzelterm verschwindet. Wenn man also m = 24 + p 
setzt, so geht p von —a-+1 bis oo, und man hat 


ge ogee (sy)? 
= — +4 ee" 
Bm EE OK IY AST aT my, TW) 
Da S(2) = 0, so darf man die Summe mit p = — a idlinae Schreibt 


man noch — p statt p, so hat man 
B= “3S “S(a). dy). 
p=—OO 
Addirt man die fiir A und B gefundenen Ausdriicke, so ergiebt. sich 
a P=OO a—p J 
Sa@+y)= =  S (x) dy). 
p=—0Oo 


Addirt man endlich die zwei Gleichungen, die hieraus fiir a = n — 1 
und a=="-+1 entstehen, und dividirt durch 4, so bekommt man 
den Satz (3), der zu beweisen war. 


§ 3. 
Ueber das Product zweier Functionen verschiedenen Ranges. 


Auf 8. 70. der angef. Abh. findet sich die merkwiirdige Forme] (20) 
~~ 


Gj y. 1 on ¢ 1 i iY : 
J (x)) = 4 J(2zsing) dg = if J(2azsing) . cos (2nq) . dg. 
- rv) 0 


Giebt es eine tihnliche Darstellung des Products F(a, x). F'(b, x)? 


Nimmt man 
“> A A 
n—o n!F(a+b+n+1) 


als Form seiner Entwicklung an, so hat man zuniichst 
A, = e Ta+b+n+1) 





Fa+i+ti1)ro+n—241) 
Nun ist tiberhaupt totii etwa nur fiir Binomialcoefficienten), sobald 
als die reelle Componente von a + b-} 1 positiv ist, 
r b+1 
rey aie ) aie ft + t+? t-*—1d¢ (log? reell, wenn ¢ positiv) 
eine der Formen, unter denen man den bekannten Satz iiber das 
Euler’sche Integral erster Art darstellen kann. Dabei ist die Inte- 
gration hinerstreckt zu denken lings eines Weges w, welcher in — 1 
beginnt, und rechtliufig um 0 herumlaufend zu — 1 zutiickkehrt, 
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Gestaltet man diese Integrationscurve zu einem Kreise um 0 und setzt 
logt = i .2q, so verwandelt sich die Formel in: 





“Von 
r b+1 2 ¥ 
eEDTeED 2 J (Zeosg)'+? cos{(a — 0) g] dg. 


Daher ist 
1 ‘ an A4=n nm 
A, = = — fo + tatr+n 4 1 (")t a dt 


a n f—a—n— ore (a + b-+ 2n-+ 1) 
=a Jato rr ania fatnt+iretnti’ 





gerade so, wie wenn eine der zwei Zahlen a, b ganz und null oder 
positiv ist. Folglich ist 
i+ 
F(a, x). F(b, x) = giz f+ arte t F(a +b, oft) at 
Vent 


— 2 {@eosg)+ cos[(a — b)q]. F(a + b, 4xcos?q) . dg. 


Dabei ist durchweg unter der Integrationscurve w diejenige zu ver- 
stehen, welche vorhin angegeben wurde. — Setzt man ganze Zahlen 
m, ” fiir a, b, schreibt — 42? statt x, und multiplicirt dann mit 
(¢2)"+*, so kommt 


Pint 
JI(a) I(x) = ¥f F (2xcosq) . cos fen — n)g] dp 
Ven , 


=(— 1)" 2) 7 @zemg) cos[(m + n)g] do, 


was fiir m = in die Eingangs erwihnte Formel iibergeht. Hierdurh 


Cosinussen } 


sind aber in der Rutwuitang von J(2xsing) nach { ion 


{ _— 3 Vielfachen von gm, wenn { 


ficienten bekannt. 


gerade 


mae A ist, die Coef- 


g 4. 


Ueber die complementiire Bessel’sche Function. 


In der Einleitung zu diesem Aufsatz ward gesagt, wie man die 
zwei particuliren Integrale der Differentialgleichung 


at CY 4+ oY 4 (a? — a®)y =0 


darzustellen habe, wenn a einer ganzen Zahl m gleich wird. Sollen 











(5) 


(6) 














(5) 


(6) 
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nun dieselben durch Integralformen ausgedriickt werden, so steht unter 
anderen, wenn die reelle Componente von x positiv ist, die Formel 


= 90 
(4) J(2) = z J coo(esing — ag) dg —=<* e— = fm®9—a8 gg 


zu Gebot, die ich im ersten Bande der Annali di matematica bewiesen 
habe. Fiir a = ist also das erste particuliire Integral 


+ a 
JI(a) = £ | cos(esing — ng) dg; 
0 


und, wenn ¢ eine zum Verschwinden bestimmte Zahl bedeutet, so ist 
das zweite 


n : 1 “jute —n—e P n 
¥(e) = lim. 3, F(a) — (— 1)" TF @) + flog? + F()] - Sta) 
genau die complementiire Bessel’sche Function, wie sie Herr Neu- 

mann definirt. Mittelst der Relationen 


nat ens a atl a—1 ¢ 
F+J—*f=0, F—T4+22%—0 
iiberzeugt man sich leicht, dass der letzte Ausdruck die zwei Relationen 
w+1 n— n n > 
P+ 7—VY—0, “F—T+227%—0 


erfiillt. eee man in demselben einmal die Summenformen fiir 


ante —#— 


J, Jd “und dann die Integralformen und fiihrt die Rechnung aus, 
so kommt: 


n n 4=n— — oe 2a—n 
Y= logz.J —} “2 See + af (5) 


a=0 
“ay a 2 a+ Saga) ante: 


=[log2-+-1'(1)] J+ 1 fain (csing—ng)d o—afe* fin Ofen® 4 (—1)"e- "9d, 





wo -—1th+ hte +5 =A@+1)— (1), wenn 


clog = A(x) gesetzt wird; fiir » —0 verschwindet also S Ba ; 
Unterscheidet man im Summenausdruck (5) fiir y.. log . J fol- 
gende Theile 
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n l<F ! = 
ee ee os, 
n ~~" o= ae 22—n 
H=— 
co (5) 
n 4=CO 1 = a 
+4(5) 2. (S n+a < Diwear 


xz \" 4=00 1 - (— 42} | 
é ——(5) 2, Snta i@ea?’ 


so ist Y= logz . J+ G + H+ E, und der Theil E hat dieselbe 
Bezeichnung und Bedeutung, wie auf 8. 52 der angef. Abh.; die dortige 
Untersuchung veranlasste mich zu dieser Theilung, mit der ich dasselbe 


Ziel, lineare Darstellung der Function 7. logz . J durch Bessel’sche 
Functionen erster und zweiter Art, zu erreichen glaube, das der Ver- 
fasser dort vor Augen hatte. — Man iiberzeuge sich nun zuniichst 
von der Richtigkeit folgender vier Paare von Relationen (eigentlich 
nur der zwei letzten, denen ich die zwei schon bekannten der Ueber- 
sicht wegen voranstelle): 


n-+1 n—l1 n n-+1 n—1 n 
n+l n—1l1 2 n 2 | wpl n—l1 9 J 
G —=G=—— cs’; | G—G+22G¢G= ? 
n+1 n—1 n n | m1 n—1 

2% = —= 5+ 2 cos? * | | = H+2% H= 0, 
aba 1 s n 1 
Fa e—@s.* j, | "b—"p4+22 FR 


Man wird erkennen, dass sie das ahnliche Relationenpaar fiir die 
Y Functionen zur nothwendigen Folge haben. Dass ia (— 1)" J, 
Ye (— 1)" G, ist schon bekannt; das dritte Relationenpaar, ver- 
bunden mit der aus der Definition erkennbaren Gleichheit H == 0, 


giebt , (— 1)" H; ; das vierte Paar giebt nach und nach 


—Eek+2J, Fm-—£4+2(—¥)+24,. 


—n —n+2 = —n+ 9 2 
(—1p B= —(-1y-? EB 42%! (pt 7 


? 


dient also als Recursionsskale zur schrittweisen Berechnung von (—1)" E 





eS om 








' 
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2 2 0 A=00 f24+1 2-1 J 
Da schon 7 J=20— 2 ( J+J ) mittelst (7*) 8. 7 der angef. 
aesi 


Abh., so ist klar, dass (— 1)” E keiner ganzen Entwicklung fihig ist, 
sondern fiir « = 0 unendlich wird. Da ich einmal dabei bin, die 
Folgen der Relationen zu zergliedern, so will ich das Geschiift sogleich 
za Ende fiihren, obgleich das die E Function betreffende Ergebniss 
erst dann verwerthet werden kann, wenn das vorhin gestellte Ziel 


schon erreicht ist. Da Y nicht verschwindet, so verlangt fiir n = 0 
die erste der Y betreffenden Relationen durchaus | = a Y , und dann 
ziehen diejenigen fiir » = -—- 1, — 2, ... nothwendig Ya (— 1)" Y 
nach sich. Man hat also zugleich 

Y—logs. J=G+H+E, Y¥—logs .J=—G@—H+(— 1)" E, 
und hieraus durch Addition und Subtraction : 


H((—1y B+ B) = F— ogre. J, f(— 1p F— HG + tt 


n n n 
Gehen wir nun daran, G, H, E homogen und linear durch Bes- 
n 


sel’sche Functionen auszudriicken, so ist fiir G die Sache sehr leicht. 


n-+1 n—1 n _ ntl n—-1 n . 
Da S + S =—40 war, so ist G+ G—=—20. Summirt man die 
Gleichung 


—~of Fe" FV Jae wee: 


von 4=0 bis A= —1 und halbirt das Ergebniss, so hat man 


n—2A2—1 


a n—24—1 


n =n—1 
(7) G=— zs (1. O , 
a=0 
wo rechts die Terme fiir 4 = m und 4 = n — 1 — m einander gleich 
sind. 


Bei der Entwicklung der Function H nach Bessel’schen Func- 
tionen miissen wir von der iihnlichen Entwicklung der constanten 
Zahl 1, die in Formel (7*) 8. 7 der angef. Abh. enthalten ist, niimlich 


nm=OO 2 
1= 2 d(x), ausgehen, die entweder direct dadurch, dass man sieht, 
oo 


z= 


(1 —1p 


dass Caawr der Coefficient von «*” ist, oder mittelst der Formeln 
1 *2m ‘ 1 *2m+1 — 0 

aig. Ode@=1, 5 O dx=0 verificirt werden kann. Da H=0O 
tn 20% 


ist, so giebt die erste Relation 
Mathematische Annalen III, 10 
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1 0 g ®=CO 2n n+1 2n—1 Ss 1422 1—22 
H=i(i_J)—2 z = i CF'+ Tha ‘¥ Bas uote 





0 1 
Sobald man H, H kennt, so reicht die zweite Relation in Verbin- 
dung mit der iihnlichen fiir J zur Fortsetzung aus und giebt 


(8) Hay SyC7"7"), 


was man zum Ueberfluss noch an der ersten Relation priifen mag. 
| Will man (8) direct verificiren, so gebrauche man die Formeln 

~— m— 1 / 4=m 1 — 1)4—2+m 

Ni 4s (—1) 


mt  aaa-md (A—n+m)!(m—A)!’ 


(— 1)" (< 1 1 = i=m 1 (—1 ) sal A 
m! (m+n)! S m+n < m AA A (m— A)! (m+n+A4)! 
4=m-+n 1 (— 1)"+4 


~ =. i@en (m+n — a)!’ 


1 aan (— 1) 





die beide aus 
aG@41)....G@+n) ~stoapall(n—ad)i 
herfliessen]. 
Dass endlich die Formel stattfindet: 
n itn 4=ao (_.. 1\4 n—2A 4=Q0 (__ 1\4 n+24 
ent et. 2 ee se. 
a= 1 A 4=n+l1 A 4i=1 





ist in der angef. Abb. 8. 52 bewiesen auf Grund der aus den zwei 
Relationen sich ergebenden eee 





n n+1 
PBs 22: E+ (@—n)B=20'S. 
> n m=OO n+2m 
Substituirt man darn E= 2X A, Jd , so folgt 
m=O 
n+1 g™ on m(n + m n+2m+1 n+2m—1 
J=— 2 y(n +m)A, J =z “o wn) A ( J+ Jd ), 
se . a . n+ 2m . 

woraus fiir ein positives m sich A,, = — (— 1)” a bans ergiebt, 
wihrend A,=— G+ aus dem Anfangsterm des anfinglichen Aus- 


drucks zu entnehmen ist. |Der directe Beweis hiingt von der Rich- 
tigkeit der Gleichheit 


i=p-" 4 p!(p—n)! a 1 pl(p—n)! 
2, 1 PFD @—a—D! gd (p—4)!(p—n+4)! 
1 1 1 
rE seat <seue + = 


ab, von der man sich dadurch iiberzeugt, dass man darin n — 1 
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;" } statt  setzt, die alte Gleichung von der neuen abzieht, und, da dann 
der laufende Divisor 2 aufgeht, mittelst eines bekannten Satzes tiber 
Binomialcoefficienten die Summation ausfiihrt. Man bekommt ~. Da 


iibrigens die Gleichheit fiir » = p richtig ist, so ist sie tiberhaupt 
richtig. | 


Es bleibt noch iibrig, jeden der drei Theile G, H : E_ besonders 
durch eine Integralform auszudriicken. Ersetzt man ¢ in 


(m =p! =("—) ia yr t gn—2a—1 ft 


durch xt, so bekommt man 


n od A<y —j— 
G=— fe = ("it~") er-2-1 at 
A4=0 


0 


Nun ist 


i<¢ =a 
2, COL Ve iim re cof — 4H? — (— Wem"); 


folglich 


le ©) 
(10) G = — fe-#in® 4(en® _ (_ 1)" -*®) d, 
‘ 


} was mit dem Ausdruck (15“) (S. 16 der angef. Abh.) fiir O im Ein- 
klang-ist. Ferner folgt aus (4): 


n+224 n—22 
J 


- a 
—JjJ = J sin (wsing — ng) sin(2ig) dg, 
0 


, und, da z mis) = =d — @ ist, so hat man den Integralausdruck 


(11) HT = j= 3 fsintesing — ng). (% — 9) dg. 


4 Aus (6), (10) und (11) folgt 
J a oo 


(12) b—[log? +1 (1)] : J+ © { gsin(wsing—ng)dg—(— 1m fe =m 8—n® Jo, 
0 0 
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§ 5. 
Nachtrag. 


Man kann die fiir ein beliebiges Element a giiltige Formel 


go 

sin. an ) 

— e— 2x fing — ap 

Ia) = 1 frcatering ag) dp —— =f dg 
0 0 

mit geringerer Miihe beweisen, als im ersten Bande der Mailinder 

Annalen geschehen ist. Um im Summenausdruck den Binomialcoefficient 


a+ 2n : *s ° ae . ‘ 
( * ) anbringen zu kénnen, multiplicire man ihn mit 
1 1 [ 
a e a—2n—1 
T(a+ 2n-+ 1) =a: ai dz, 
w 
eine Formel, die, wenn ich nicht irre, Weierstrass in seiner Ab- 
handlung iiber Facultiiten gegeben hat. Dabei ist unter w eine Inte- 
grationscurve zu verstehen, welche im Punkte — oo beginnt, und, 
rechtliufig um 0 herumgehend, zu — oo zuriickkehrt. Der Summen- 
ausdruck 
$ geten 


S= 2 r@+ rete +t 





wird dadurch zu 


s— te fe SCH Erns. 
atm 
w 


nxn=0 y- 





Da 
pea 21 ¢ > ae 9 o 
—a8 __ ss ") (2 cof@)—4—2"—! . 2 find, 


n= 
so lange als coj@ absolut grésser als 1 ist (d. h., wenn 6 = « + 7, 
é, € reell, so lange als jin’e > sin? {), so setze man (x als positiv 
enguncmmnn) z= 2x oj und lasse N eine positive sehr grosse Zahl 
bedeuten. Dann ist 

N-in 


mS ete cof8 — a8 dé. 
20% 


N—ixz 


S= 


Der Integrationsweg soll durchs endliche Gebiet gehen und die Gegend 
des Horizonts, wo die reelle Componente von x coj@ positiv ist, ver- 
meiden, aber seine Enden sind in den zwei angrenzenden Gegenden 
des Horizonts, wo jene reelle Componente negativ ist, verschiebbar. 


3° - . w 
Wenn also x durch allmiiliges Wachsen seiner Phase von 0 bis = in 


29 
os 


a 
e'2 . x tibergeht, wo das neue z eine positive Zahl bedeutet, die durch 
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kommt durch entsprechendes Zuriickschieben der Grenzen: 


an a 
ersetzt werden mag, so geht S in e 2 J(y) iiber, und man be- 


in 
6 1 [21s 1 0—a(04!2) 
J(y) = size 2/7 d0. 
v-i= 


= 3in 3ix ° ix 
Fiihrt man nun 6 von N — ~ nach — 3 » Vou hier nach > end- 


9 


: ° in 
lich von hier nach N + — und setzt auf der ersten Wegstrecke 
in 


nm 
9 9? 


6—=g— _ auf der zweiten e=i(@ — *), auf der dritten 0=g—+ 
so wird das Argument der Exponentialfunction auf der ersten Strecke 
zu — y jing — agp + iaz, auf der letzten zu — y jing — ag — ian. 
Man kann also die betreffenden Integrale zu 

N 


7 e 
at nina f¢—ving— a9 dg 


e 

0 
vereinigen. Klappt man auch noch beide Hiilften des auf die mittlere 
Strecke fallenden Integrals zusammen, so hat man 


nm je.) 
J(y) = £ feos (ysing — agp) dp — Sinan | e—ying—ep dg, 
U 


0 


Bern, 4. Mai 1870. 


Notiz iiber die im vorstehenden Aufsatz angewandte Ausdrucksweise. 
Wenn die complexe Variable « gleich 
r ev 


gesetzt wird, so heisst r der absolute Werth und » die Phase von x. 
— Wiichst die Phase von 2 — a, wiihrend a constant bleibt, so heisst 
die Bewegung der Variable x um a rechtliufig, die entgegengesetzte 
riickléufig. 


C. N. 














Nouvelle démonstration de théorémes sur des séries de 
points correspondants sur deux courbes. 


Par H. G. ZeurHen 4 CopeNnnAGue. 


Dans une correspondance aux Comptes Rendus de l Académie des 
Sciences @ Paris*) j'ai donné — comme introduction 4 une communi- 
cation relative 4 des surfaces dont les points se correspondent un-d-un — 
une démonstration géométrique **) du théoreme de Riemann sur le- 
quel Mr. Clebsch a fondé la division des courbes en genres. Par une 
généralisation de cette méme démonstration on peut parvenir a prouver 
un lemme dot dérivent, & cdté du théoreme de Riemann, beaucoup 
d’autres théoremes géométriques. Je démontrerai ici ce lemme, et je 
donnerai des exemples de son application. 

Notations. Nous désignons par (C,) et (C,) des courbes planes, 
par m,, 7;, By, p, et m,, r,, By, p. leurs ordres, classes, nombres 
de points cuspidaux et genres, de fagon que nous ayons pour chacune 
des deux courbes 
(1) r+ Bp — 2m =—2(p — 1). 

Nous supposerons qu'il existe une relation, qui ne coutient pas des 
transcendantes, qui lie les points des deux courbes les uns aux autres, 
de fagon qu’a chaque point P, de (C,) correspondent x, points P, de 
(C,) et a chaque point P, de (C,) x, points P, de (C,). Nous dé- 
signerons par y, et y, les nombres des coincidences de deux points 
qui, respectivement sur (C,) et (C,), correspondent & un méme point 
de l'autre courbe ***). Toutefois nous ne comprenons aux nombres y, 
et y, celui des couples de points P, et P, qui se correspondent ainsi, 


*) Tome LII page 742. 

**) Aprés la publication de cette démonstration j'ai appris, que Mr. E. Ber- 
tini, professeur au Lycée Parini & Milan a appliqué antériewrement le méme pro- 
cédé, & peu prés, a la démonstration du théoréme de Riemann. Givrnale di 
Matematiche ad Uso degli Studenti Vol. VII. p. 105—106. 

***) On ne regarde pas ici comme coincidents les deux points d'une courbe 
qui se trouvent & un méme point double. 
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quien méme temps deux points correspondants a P, coincident a P, et, 
réciproquement, deux points correspondants a P,, coincident a P,. 
Nous désignons séparément le nombre de ces couples par z. Nous 
attribuerons enfin aux deux courbes B’ couples de points cuspidaux qui 
se correspondent. 

Nous aurons a étudier une courbe (D), lieu des points: d’inter- 
section des droites A, P, et A, P, qui joignent deux points fixes du 
plan A, et A, a deux points correspondants P, et P,. 

Determination de Vordre de la courbe (D). Désignons par G, et 
G, les points ot A, P, et A, P, rencontrent une droite arbitraire (JZ). 
Une droite A, G, rencontre la courbe (C,) & m, points P,, 4 chacun 
desquels correspondent x, points P,. Par conséquent, a chaque point 
G, correspondent m, x, points G,. De méme, a chaque point G, 
correspondent m, x, points G,. Il y aura done m, x + m, x, coin- 
cidences de points correspondants G, et G,. Celles-ci ont lieu aux 
points d’intersection de la droite (Z) avee (D), et cette courbe sera donc 
de Vordre m, 7, + m, 2. 

Seconde détermination du méme ordre. On voit qu’ chaque droite 
par A, correspondent m, x, droites par A,. Elle rencontre la courbe 
(D) aux m, x, points d’intersection avec ces droites et & un nombre 
de points qui coincident & A,. L’ordre de la multiplicité de ce point 
sur la courbe (D) sera indiqué par le nombre des tangentes au méme 
point. Celles-ci seront les m, x, droites du faisceau A, qui correspon- 
dent a la droite A, A, du faisceau A,. On voit donc, que la droite 
par A, rencontre (D) A m,2,-+ m, 2%, points. — Cette seconde dé- 
duction nous montre en méme temps, que la courbe (D) a @ A, un 
point multiple de Vordre m, «,; de méme, elle a ad A, un point mul- 
tiple de Vordre m, x,. 

Détermination de la classe de la courbe (D). Une droite A, P, 
sera tangente a la courbe (D), lorsque deux des droites correspon- 
dantes coincident a une seule A, P,, sans qu’en méme temps deux des 
droites qui correspondent a A, P, coincident en A, P;. Dans ce der- 
nier cas le point d’intersection de A, P, avec A, P, serait un point 
double ou cuspidal de (D). On verra done 

1°, qu'une tangente de A, a la courbe (C,) sera tangente a (D) 
a tous les x, points oi elle rencontre les droites qui joignent A, aux 
Z, points correspondants a son point de contact avec (C;); 

2°, qu'une droite qui joint A, & un point cuspidal de (C,) sera 
tangente a (D) a tous ses points de rencontre avec les droites qui 
joignent A, aux points correspondants au point cuspidal de (C,), a 
moins que ces points ne soient au nombre des #’ points qui sont eux- 
mémes cuspidaux; 
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3°. qu'une droite joignant A, & un des y, points de (C,) auxquels 
corregpondent deux points coincidents de (C,) sera une tangente simple 
de (D). 

Le nombre des tangentes trouvées ainsi, qui sont les seules*) qui 
partent de A, et ont des points de contact différents de A,, sera 


‘ 1, L, + (B, x, — B’) + y,- 
En y ajoutant le double du nombre m, 2, des tangentes 4 ce point 
multiple, on trouve que la classe de la courbe (D) sera 


, 
1, 2, +B, 2,—B + y+ 2m, x, . 
En cherchant le nombre des tangentes qui partent du point A,, on 
trouve pour la méme classe la valeur suivante 


r, % + B, x2, — PB +y,+2m, z,. 
Les deux résultats, que nous avons trouvés, devant étre égaux on 
aura la formule suivante 


r,% +6, 2, +y,+2m,2,—7r, 4, + B, 2, +y, + 2m, x, 

ou bien, en réduisant au moyen de |’équation (1) 

(2) i — Yo = 2 aX, (p, — 1) — 24, (p, — 1). 

C'est. cette formule qui nous servira de lemme a la démonstration de 
plusieurs théorémes. 

Note. La formule (2) se déduit presque immédiatement du théo- 
reme au moyen duquel Mr. Cayley a étendu le principe de correspon- 
dance & une courbe quelconque **). En effet, on trouvera au moyen 
de ce théoreme 

y, + 22— 22, (w%, —1)4+22,p,, 

Y. + 22 = 24, (@ —1)+24,p,. 
Ces deux équatious ne donnent pas seulement |’équation (2), mais four- 
nissent aussi, dans les cas ot l’on sait trouver z, le moyen de déter- 
miner séparément les valeurs de y, et y, au lieu de leur différence. 
Néanmoins, je n’en ferai pas usage ici, ayant pour but de montrer 
la portée des considérations géométriques simples que je viens d’ex- 
poser, et ne connaissant aucune démonstration simple et complete du 
théoreme de Mr. Cayley ***). 


*) On s’assure, de la maniére déja indiquée, que toute autre droite A, P, 

& laquelle correspondent deux droites coincidentes passe par un point double ou 
cuspidal de (D). — Le nombre des points cuspidaux sera, en général, z-+ 6’. 
Ce nombre peut s’‘augmenter aux frais de la classe, sans que la formule (2), que 
nous allons déduire, soit altérée. On en aura un exemple dans le cas oi, pour 
une des deux courbes, une des y coincidences a lieu & un des # points cuspidaux, 
(Voir les applications 3 et 6.) 

**) Phil. Transactions 1868 page 146. 

***) J'ai essayé en vain d’en fonder une sur la formule (2) et sur les procédés 
qui y ont conduit, 
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Applications de la formule (2). 


I. Lorsque les points des deux courbes se correspondent un-i-un, 
on a 2, = 2%, = 1 et y, = y, = 90. On trouve par conséquent p, = pp. 
Les courbes sont done du méme genre (Théoreme de Riemann). — 
Lorsque les points de l'une des courbes correspondent par groupes aux 
points de Yautre (chaque groupe & un point, et réciproquement), on 
a2, =1, y¥, =O, et par conséquent 


y, = 2 (p, — 1) — 22, (p, — 1). 


Il. On peut au moyen de la formule (2) trouver le genre p, de Ven- 
veloppe (C,) des droites qui joignent les points correspondants des deux 
séries sur les courbes (C,) et (C,). Les points de cette enveloppe cor- 
respondent & ceux de la courbe (C,) [ou (C,)]. En gardant les no- 
tations 7, Y;, %, Yo et 2 pour la correspondance des points de (C,) 
et (C,), et en désignant par §,, &, ,, 43, § les nombres qui indi- 
quent la correspondance de poimts de (C,) et (C,), on a 


B=1, &=% , 1 =9 , yw=mte , (eb f=9), 
dot 
© 2 (ps1) = te + 2 + 24, (p, — 1) fou=y +2424, (P,— Vf 
Si x, == 1, on trouve, conformément au théoreme de Riemann, 
Ps ™ P: 
III. Supposons maintenant, que les deux séries correspondantes 
soient déterminés par les intersections des deux courbes avec les courbes 
dun systeme (u, v), cest & dire d’un systéme de courbes ot il y a 
qui passent par un point quelconque du plan, v qui sont tangentes 
a une droite queleonque. Alors, les y, coincidences auront lieu en 
deux cas différents: 1°. lorsqu’une courbe du systeme est tangente a la 
courbe (C,) ou passe par un de ses points cuspidaux, et 2°., lorsque 
deux des courbes du systeme qui passent par un méme point de (C,) 
coincident. Dans le premier cas, les deux points coincidents corres- 
pondent a tous les points ot la courbe du systeme rencontre (C,), et | 
dans le second, le point de (C,) a des points correspondants coinci- : 
dents & tous les points ot les courbes coincidentes rencontrent (C,). 
Le nombre y, étant composé d’une manitre analogue, on aura — en dé- 
signant par » l’ordre d’une courbe du systeme, par ¢ le nombre des | 
| 








courbes du systeme qui sont tangentes a (C,) et par m’ l’ordre de len- 
veloppe des courbes du systeme, et en supposant que (C,) soit une 
droite — 

Po=0 , %&—H.nmMm , mE. n 


y,=tn+pun+m’ nm , Yo=VnMm +m’ Mm N. 
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La substitution de ces valeurs dans la formule (2) doune la formule 
suivante, due a Mr. Chasles*) , 


f{=—ur+vm,. 

Nous n’avons pas eu égard, dans cette démonstration, aux sy- 
stemes dont toutes les courbes ont des points doubles ou cuspidaux, 
mais on voit sans difficulté, que ces singularités ne feront qu'introduire 
a y, et y, des termes égaux qui se détruiront. 

IV. Dans l’exemple précédent [III. application de (2)] les deux 
termes qui dépendaient de m’ se détruisaient. La méme chose n’aura 
pas lieu dans les cas ot toutes les courbes du systeme ont déja des 
contacts avee la courbe fixe (C;), et il sera done au moins difficile de 
trouver, au moyen de notre procédé, les nombres des courbes qui ont 
des contacts multiples ou d’un ‘ordre supérieur avec des courbes don- 
nées. Mais comme on sait déja déterminer — grace & la formule de Mr. 
de Jonquiéres**), générale jusqu’aux limites indiquées par son au- 
teur — beaucoup de ces nombres, notre procédé peut servir a déter- 
miner l’ordre m’ de Yenveloppe des courbes d’un systeme. Nous nous 
contenterons ici de faire cette recherche dans le cas le plus simple, 
et sans doute le plus important, en cherchant lordre m’ de Venveloppe 


(C’) des courbes de Vordre n qui passent par eh?) 9 points fixes 


3 
et qui sont tangentes & une courbe fixe (C,). 

A cet effet, nous appliquerons la formule (2) aux séries suivantes: 
1°. celle des points de contact des courbes du systeéme avec (C,), et 2°. 
celle de leurs points d’intersection avec une droite fixe. Alors on a 

EM , =NM , =v , pp=O. 
Deux points de contact, correspondant & un méme point d’intersection 
avec la droite, coincident, 

1°. lorsque le dernier point est sur. ]’une des deux courbes (C,) et 
(C’), (qui —a cdté des points fixes — composent l’enveloppe complete), et 

2°. lorsque la courbe du systéme est osculatrice a (C)). 

Suivant la formule de Mr. de Jonquiéres, étendue par Mr. Cay- 
ley au cas dune courbe donnée de points cuspidaux ***), le nombre 
des courbes osculatrices sera 

3 (m,n —2+2p,) —26,. 
On aura par conséquent 


y, =m, + m’ +n {3 (m,n—2+2p,) —28,}. 





*) Compte Rendu de l’Académie des Sciences 15 février 1864 (dans une Note). 
**) Crelle: Journal de Mathématiques, tome 66 p. 289—321. Dans le cas 
dun systéme de coniques on peut faire usage de mes formules et de celles de 
Mr. Cayley (Nouvelles Annales et Comptes Rendus 1866). 
***) Phil. Transactions 1868 page 110. 
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Nous avons encore a nous rappeler, que le théoreme de Mr. de 
Jonquiéres donne pour le systéme actuel vy = 2(n — 1) pu. La méme 


chose ayant lieu pour un systeme de courbes qui passent par aio) —1 


points fixes (un faisceau, ot la caractéristique # = 1), on aura, sui- 
vant le théoreme de Chasles que nous venons de prouver: 
w=r,+2(n—1)m,. 

En faisant toutes ces substitions on trouve au moyen de l’équation (2): 

mv’ =m, (n® — 1). 

On aurait trouvé le méme résultat en appliquant |’équation (2) 
aux séries des points d’intersection des courbes du systeme avec la 
courbe (C,) et avec une droite quelconque*). 

Note. Au premier abord il m’a semblé étonnant, que m’ ne de- 
vient pas zéro pour » = 2, quoique l’enveloppe cherchée ne soit le 
lieu que de ceux d’entre les points d’intersection de deux courbes con- 
sécutives qui sont différents des points fixes et du point de contact 
avec (C,), et que le nombre de ces derniers points soit quatre pour 
un systeme de coniques. Ce fait n’est pourtant pas difficile & expliquer. 

En effet, bien que deux coniques propres, qui ne coincident**) 
pas, n’aient que quatre points communs, deux coniques composées de 
droites en auront une infinité dans le cas ot une méme droite fait 
partie de toutes les deux coniques. Voila ce qui aura lieu pour cer- 
taines coniques consécutives du systeme actuel. Une conique composée 
de la droite passant par deux des points fixes et de celle qui en joint 
le troisiéme & un point d'intersection de la premiere droite avec la 
courbe, compte ainsi pour 2 ou 1 au nombre mw des coniques passant 
par ul de ses points, suivant qu’ on prenne ce point sur !’une ou sur 
autre des droites dont elle est composée.  L’enveloppe trouvée sera 
done composée de trois droites m,-tuples dont chacune passe par deux 
des trois points fixes. 

Lorsque » > 2, on voit sans difficulté, que le systeme ne contient, 
en général, aucune courbe composée***), Par conséquent, tout point 
de l’enveloppe sera un point d’intersection de deux courbes consécutives 

2 


du systeme. Celles-ci se rencontrent déja aux — 2 points 


fixes et au point de contact avec (C,). Comme les points d'intersection 


*) Alors il est & remarquer qu’au nombre des points ot l’enveloppe cherchée 
rencontre (C;) se trouvent aussi les 3(n — 1)m, courbes du réseau, déterminé par 

n(n-+3 : . ; 
les ater Ree 2 points fixes, qui ont des points doubles sur (C,). 

**) Comme chaque point de contact pris sur (C,) ne donne qu'une seule courbe 
du systéme, il ne sera que les courbes osculatrices & (C;) qui coincident entiérement 
avec les courbes consécutives ou qui sont stationnaires dans le systéme. 

***) Voir le mémoire déja cité de Mr. de Jonquiéres. 








156 H, G. Zevrnen. 


de deux courbes de lordre » sont entitrement déterminées, lorsqu’on 
a, n(n-+3 
en connait de » Pas 
(m — 1) (n— 2) 
u 


* 
— 


1, lenveloppe trouvée (C’) devient le lieu des 


. ° n(n +3 . ° ° 
points qui avec et a points fixes et un point qui 


se meut sur une courbe (C,) font la base dun faisceau variable de 
Yordre ». L’ordre de ce lieu étant m,(n? — 1), on voit, qu'il existe 
n(n+3) _9 


eS 
~ 


m, m, (n®? — 1) faisceaux de l’ordre m qui ont pour points - base 


points donnés et deux autres points qui se trouvent sur deux courbes 
données des ordres m, et m,. 

V. Nous appliquerons encore la formule (2) & la recherche du 
nombre des branches de la courbe (C’), trouvée dans l’exemple précé- 


dent, qui passent par chacun des se +5) — 2 points fixes. 


Regardons, a cet effet, les séries suivantes: 1°. des tangentes des 
courbes du systeme 4 un des points fixes (ou bien, la série des points 
dintersection de ces tangentes avec une droite fixe quelconque) et 
2°. des points oi les courbes rencontrent une droite fixe. Alors, on 
aura, en désignant par k le nombre cherché, 


f= , M—p.n , ¥=—m+m , y=—vtk.n, 
d’ou k= m,.n. 

VI. Comme les points d’une courbe gauche correspondent un-d-un 
& ceux de sa projection sur un plan, la formule (2) sera aussi appli- 
cable & des séries de points sur des courbes gauches. Nous en donne- 
rons ici un exemple. Soit (C,) une section plane dune surface gauche 
(G), et (C,) la courbe ot la méme surface rencontre une surface donnée 
(S) de Yordre », et prenons pour correspondants les points de ces 
courbes qui sont sur une méme génératrice de la surface gauche. 


— ma=1 , =n , y =9, 

et y, sera composé du nombre v des génératrices de (G) qui sont tangentes 
a (S) et de celui des génératrices qui rencontrent son aréte cuspidale. 
En désignant Vordre de cette courbe par c, on trouve pour le nombre 


v l’expression suivante 
v = 2(p, — 1) — 2n(p, — 1) —e.m, 
oti les genres p, et p, dépendent des singularités des deux surfaces 
(G) et (S). 
Plusieurs des résultats que j'ai donnés dans un mémoire sur les 
singularités ordinaires d'une courbe gauche*) pourraient aussi étre 
déduits au moyen de notre formule (2). — 


*) Annali di Matematica Seric II, Tomo III. pag. 175 —217. 
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Notiz tiber zwei in der Warmetheorie auftretende 
bestimmte Integrale. 


Von G. F. Meyer in MemMinacen. 


Die Werthe der fiir die Wirmetheorie sehr wichtigen Integrale 


100 "a a i. 
(1) u ad e-*" cos (4) di=}4pVne-*"? cosa y?2, 
0 


(2) vm few sin (4) da = 4 Vxe-*"3 sin a V2, 
0 


bestimmte Dirichlet in héchst sinnreicher Weise auf dem Wege, wel- 
cher in den von Hattendorff herausgegebenen Vorlesungen Rie- 
mann’s iiber partielle Differentialgleichungen, Seite 134—136 voll- 
stiindig wiederholt ist. Vielleicht ist auch folgende Notiz iiber diese 
Integrale nicht ohne Interesse. 
Die beiden Integrale « und v will ich in der kiirzern Form 
CO, at. 


? 
. —_— = <6 
sau—vi= fe x dz 
0 


schreiben; alsdann folgt durch Differentiation nach « 


da 
0 
. . . - . a 
mithin durch Kinfiihrung der neuen Variabeln x, = > 
ad a? 
ds . ( -S-i 
f= —2i fe a amy. 


0 
Wird aber nochmals nach «@ derivirt, so entspringt 


dz ee .. a po. ¢, 
Ss . —#i——.dx ° ‘i ae 
fm 4ai fe aati fe . dz, 


0 
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d’s 
dat = 48. 


Hieraus fliesst weiter 
s=¢, alt 4 Cy e~2aVi 


we —#— - ‘ ° 
und beachtet man nun, dass s— f e «* da mit @ nicht unbe- . 


grenzt wachsen kann, so muss offenbar die willkiirliche Constante c¢, 
den Werth Null besitzen. Fiir a0 aber ist s=4)/a und daher 


auch ¢, = 4/2. Das Integral s ist sonach gleichbedeutend mit dem 
Ausdrucke 


4 Vme-2eli — bYme-e2uta, 


und demnach hat man 
ie ©) so e 
fer cos (“) dx=4pxe—*"? cosa p2, 
% 
co — ‘a —_ Vs: = 
fe- sin ()da=+4hyx ec"? snay2. 
% . 


Um iiber das Vorzeichen des letzten Integrales Auskunft zu gewinnen, 
braucht man nur zu beachten, dass durch eine zweimalige Differentia- 
tion des Cosinusintegrales nach « das Sinusintegral sich ergiebt, die 
zweite Derivirte von e~*”® cos a V2 aber mit dem Pluszeichen behaf- 
tet ist. Mithin kann in der letztern Gleichung nur das obere Zei- 
chen gelten. 


Will man durchweg die Werthermittlung der beiden Integrale « 
und v nicht von der Integration einer Differentialgleichung abhingig 
machen, so kann man — freilich viel weitliufiger — folgendes Ver- 
fahren benwinen. 


Mittelst der Laplace’schen Integrale 


oe) 
[BF e%, o> 0,100) 


jee =ze-'¢ ¢>0,1>0, 


beweist man leicht, dass 





400 
x sin 2 x Vs 
seaedl = — are € 
J at +1 dx =o sin a V2 
0 
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Ueber zwei bestimmte Integrale. 
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briiche zu zerfillen und bei der Behandlung der erzeugten vier Theil- 

integrale das Integral 
oo 
fre =f® », e€ <0 
are ~ 2ee', e>O,7z 


ist. Man braucht zu dem Behufe nur den Bruch in Partial- 


welches, wie man sieht, eine Combination der Laplace’schen Inte- 
190, 
grale und der evidenten Gleichung J cn ee d@ = 0 ist, 
— oo 
fortwihrend im Auge zu behalten. 
Beriicksichtigt man anderseits die fiir ein ganzes a bloss durch 
theilweise Integration zu begriindende Formel Euler’s 
400 
Je s* sin Ox .a*@-'daz= att pi sina y, (v = arctg , 2>0), 


so folgt sogleich die Beziehung: 
1 20 
a 22" of 
wi fe sinzdz. 
0 


Mithin entspringt nunmehr die Gleichung 


10. — , 400 Reve) 
Lax ° 2 ° 
1. fe pee 2 sin Qaxdx | = sine ds 
Vx x +1 Vx e. 
v0 Vv 0 
, 400 .00 
- ah fsinede fer xsin2ax de, 


4 
0 0 


Aus der bekannten Relation 
OO ais a? 
ier 
fem cos2axde—} —e *, 
z 


aber folgt durch Derivation nach «@: 


.o i eae 
: ares a 

Jew asin2acds 4/5 ¢ tee 
, z 2 


Daher die Gleichung 


2 


ao, “Og? . 
Lf emazende we fet Bt ag . 
Va at 2 . 


0 


. Qa . 
und hieraus folgt, wenn —- — 2 gesetzt wird, 


Ve 

















G. H. Meyer. 


200 @ fe ©) 

—~ fas 2 8 
Sf fe = Sidze= Je* sin (“) dz, 
: 0 aVe 0 ‘ 


also ist, wie vorhin, 


,00 
: . Qa — . sy 
f# sin (4) de = 4 yz e~*¥? sina V2. 
0 
Das Cosinusintegral, welches man auf demselben Wege aus dem 
Integrale 
Dein 2 
x sin 2a x Po eee gw > 
| 4a dz = 2 e~e cos a V2 
0 
ableiten kénnte, ergiebt sich am einfachsten durch zweimalige Diffe- 
rentiation des Integrals v nach a. 
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Ueber Flichen, welche Schaaren rationaler Curven 
besitzen. 


Von Max Noeruer in Hemwesera. 


In der Fliichentheorie ‘concentrirt sich das Hauptinteresse, sowohl 
von geometrischem als algebraischem Gesichtspunkte aus, auf das Stu- 
dium der Curven und Curvenschaaren, welche auf einer Fliche liegen 
kénnen, da ihre Kenntniss einerseits den geometrischen Zusammen- 
hang der Fliche mit andern Gebilden liefert und andrerseits zur Un- 
tersuchung der Art der Irrationalitit, welche mit der Flichenglei- 
chung verbunden ist, nothwendig ist. Indem ich hauptsichlich von 
letzterem Gesichtspunkt ausgehe , werde ich in dieser Abhandlung solche 
Fliichen einer Betrachtung unterziehen, aus welchen ein Flichenbii- 
schel eine Schaar rationaler Curven, niimlich Curven, deren Coordina- 
ten sich als rationale Functionen eines Parameters darstellen lassen, 
so ausschneidet, dass jede Fliiche des Biischels die gegebene Fliiche 
in mehreren beweglichen Curven schneiden kann. Die allgemeinen 
Fliichen dieser Art werde ich durch eindeutige Transformationen auf 
speciellere Flichenfamilien zuriickfiihren, welche sich iibersichtlicher 
behandeln und sich iibrigens selbst noch weiter reduciren lassen; ins- 
besondere werde ich mich aber mit solchen Flaichen beschiftigen, 
welche von jeder Fiche des Biischels in einer beweglichen rationalen 
Curve geschnitten. werden, und von ihnen das Haupttheorem beweisen, 
dass ihre Coordinaten sich immer rational durch zwei Parameter aus- 
driicken lassen, und zwar so, dass man diese Parameter auch umge- 
kehrt als rationale Functionen der Coordinaten der Fliche darstellen 
kann, so dass hiedurch ein Punkt fiir Punkt eindeutiges Entsprechen 
zwischen der Fliiche und einer Ebene hergestellt ist. Der Gang des 
Beweises wird so genommen werden, dass er zugleich auch diese in 
zwei Parametern rationale Darstellung der Coordinaten der Fiche 
selbst liefert. Daher wird es dann méglich sein, die Geometrie dieser 
Art von Fliichen aus der Geometrie der Ebene vollstiindig zu ent- 
wickeln, in welchem Punkte sich die Abhandlung somit an. die 
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Arbeiten*) des Herrn Clebsch reiht, in denen an einer Reihe von 
Fliichen, der allgemeinen Fliichen 3'* Ordnung und specielleren F'li- 
chen 4‘ und 5 Ordnung, die Abbildung auf einer Ebene gezeigt 
ist. Als ein Beispiel der Anwendung der vorgelegten Methode der 
Abbildung behandle ich niher eine merkwiirdige Fliiche 6'*" Ordnung, 
welche eine Doppelgerade und eine diese nicht schneidende doppelte 
Raumeurve 3'* Ordnung enthiilt. 

Diese Arbeit ist zugleich dazu bestimmt, einige Punkte, welehe 
ich in einer, in den Gdttinger Nachrichten, Jahrg. 1869, Nr. 15 ent- 
haltenen Note iiber algebraische Functionen angeregt habe, zu erle- 
digen. Den Gang eines Theils der hier folgenden Untersuchungen 
habe ich schon ib. Jahrg. 1870, Nr. 1 kurz angedeutet. 


§ 1. - 
Abbildbare Fliichen und ebene Systeme. 


Wenn eine Fliche auf einer Kegelfliiche (speciell einer Ebene) 
eindeutig abbildbar ist, so muss sie, entsprechend der Schaar der Er- 
zeugenden der Kegelfliiche, eine einfach unendliche Schaar von ratio- 
nalen Curven besitzen, welche ein Fliichenbiischel, jede Fliiche im Allge- 
meinen mehrere bewegliche Curven, ausschneidet. Kine solche Fliche 
kann dann, ohne dass sie auf einer Ebene abbildbar ist, keine weitere 
rationale Curve mehr besitzen ; denn einer solchen wiirde auch auf der Ke- 
gelfliche eine, von einer Erzeugenden derselben verschiedene, ratio- 
nale Curve entsprechen, d.h. der Kegel wiire iiber einer rationalen 
Curve beschrieben und kénnte folglich auf einer Ebene abgebildet 
werden. 

Wenn umgekehrt auf einer Fliche F’ eine von einem Flichenbii- 
schel, dessen Parameter 4 sei, ausgeschnittene Schaar = von rationa- 
len Curven bekannt ist, so sieht man sofort, dass man die Abbildung 
von F’ auf einer Kegelfliche wirklich leisten kann, sobald man auf 
jeder Curve der Schaar £ so viel Punkte eindeutig kennt, als erfor- 
derlich sind, um die Coordinaten dieser Curve rational durch einen 
Parameter g ausdriicken zu kinnen. Denn eine Curve von = ist durch 
eine algebraische Function von 4, also durch die Werthe zweier Pa- 
rameter 4, w, zwischen welchen eine algebraische Gleichung / (4, uw) = 0 
besteht, bestimmt; die Coordinaten der Fliiche werden daher dann ra- 
tionale Functionen des Parameters 9, wiihrend die Coefficienten dieser 


*) S. besonders Crelle’s Journal, Bd. 65 u. 68; Math. Annalen, Bd. 1; Ab- 
handlungen der Gittinger Societiit, 1870, Band 15. 
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Funetionen sich als rationale Functionen von 4 und w darstellen, 
welche durch eine Gleichung /(4, w) =O mit einander verbunden 
sind. Diese Gleichung liisst sich als die einer Kegelfliche auffassen, 
welche iiber der Curve f (A, w) = 0 beschrieben ist, wobei der Para- 
meter g die Punkte jeder Erzeugenden bestimmt. Und da durch jeden 
Punkt der Fliiche im Allgemeinen nur eine Curve der Schaar geht, 
und da wir weiter vorausgesetzt haben, dass man, wenn eine solche 
Curve durch die Werthe von 4 und wu fixirt ist, keine weitere Glei- 
chung mehr aufzulésen hat, um die Coordinaten dieser Curve rational 
durch g ausdriicken zu kénnen, so ergeben sich auch umgekehrt die 
Coordinaten 4, u, @ der Kegelfliiche als rationale Functionen der Coordi- 
naten der Fliiche J’. 

Anders verhielte es sich, wenn es nicht méglich wiire, auf jeder 
Curve von & genau so viel Punkte anzugeben, als erforderlich und 
hinreichend sind, um die Coordinaten der Curve als rationale Functio- 
nen eines Parameters @ darzustellen. In diesem Falle wiire man also 
gendthigt, auf jeder Curve unter den bekannten Punkten eine hin- 
reichende Zahl fiir die Basispunkte auszuwdhlen, wodurch eine weitere 
Irrationalitét in die Darstellung der Coordinaten von F’ einginge. Da- 
hei wiire es nun wohl noch méglich, die Coordinaten von F' eindeutig 
durch die Coordinaten einer Kegelfliiche auszudriicken, aber die Umkeh- 
rung dieser Darstellung kénnte nicht mehr auf rationale Functionen fiihren. 

Unter den Pankten jeder Curve der Schaar = kann man immer 
ihre vielfachen Punkte als bekannt annehmen. Wenn die Curve eine 
Raumeurve ist, so werden an die Stelle eines Theils dieser Punkte die 
scheinbaren Doppelpunkte, auf einen beliebigen Punkt des Raums be- 
zogen ,-treten. Die iibrigen einfachen Punkte der Curve, welche noth- 
wendig sind, um dieselbe einer Geraden eindeutig entsprechen lassen 
zu kénnen, werden im Allgemeinen nur dadurch festzulegen sein, dass 
man eine auf der F'liche F liegende Curve aufsucht, welche jede Curve 
der Schaar in der erforderlichen Anzahl von Punkten schneidet. Die 
Theorie der Abbildung der Flichen der betrachteten Art ist somit 
darauf zuriickgefiihrt, soleche Curven der Fliche aufzusuchen. 

Dass dieser Gang auch bei den bisher bekannten Abbildungen von 
Fliichen auf Ebenen eingeschlagen worden ist, lehrt ein Blick auf die- 
selben. Ich nehme als Beispiel die Fliche 4‘ Ordnung mit einer Dop- 
pelgeraden. Ein Biischel von Ebenen, dessen Achse die Doppelgerade 
ist, schneidet in einer Schaar von Kegelschnitten. Nun hat Herr 
Clebsch nachgewiesen (s. Math. Ann. Bd. I pag. 260), dass eine end- 
liche Anzahl von Kegelschnitten auf der Fiche liegt, welche jedes 
Glied der Schaar in je einem Punkte schneiden. Nimmt man also ei- 
nen beliebigen dieser Kegelschnitte heraus, so ist hiedurch auf jedem 
Kegelschnitt der Schaar je ein Punkt eindeutig bestimmt, und es wird 

11* 
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mdéglich, durch einen Geradenbiischel, der in diesem Punkte seinen 
Scheitel hat, den betreffenden Kegelschnitt der Schaar als Gerade auf 
eine Ebene zu projiciren, was hier gleichbedeutend mit einer eindeu- 
tigen Abbildung ist. 

Ich werde die Fragen, welche sich hier in Betreff der Abbildung 
der rationalen Curven auf Geraden aufgeworfen haben, in dem niich- 
sten § beantworten. Fiir die auf héheren Kegelfliichen abzubildenden 
Fliichen ist die Schaar rationaler Curven eine gegebene; dagegen lic- 
gen auf den auf Ebenen abzubildenden Fliichen unziihlig viele Schaa- 
ren solecher Curven. Dass man aber hier von irgend einer einfach 
unendlichen der Schaaren ausgehen kann, beweist man auf folgende 
Weise durch die Untersuchung der ebenen Systeme, deren gegenseitige 
Ueberfiihrung sich auf eine diesen eigenthiimliche Art behandeln 
lisst. 

Wenn eine Fiche auf einer Ebene eindeutig abbildbar ist, so ent- 
spricht bei einer gegebenen Abbildung irgend einer rationalen, ein- 
fach unendlichen Curvenschaar der Fliiche, welche von einem Fliichen- 
biischel ausgeschnitten wird, ein Biischel rationaler Curven auf der 
Ebene. Es ist daher gezeigt, dass man die Abbildung immer so ein- 
richten kann, dass der Curvenschaar der Fliiche ein Geradenkhiischel 
der Ebene entspricht, sobald nachgewiesen. ist, dass man durch eine 
Cremona’sche Transformation, durch welche zwei ebene Systeme in 
einander iibergefiihrt werden, einem beliebigen Biischel rationaler 
Curven einer Ebene einen Geradenbiischel der zweiten Ebene entspre- 
chen lassen kann. 

Auf der Ebene £ sei ein Biischel rationaler Curven »'" Ordnung 
gegeben, dessen gemeinschaftliche Basispunkte «@; i fache Punkte 
(@=1, 2,....,m—1), niimlich a, einfache, a, Doppelpunkte ete. 
seien. Die beiden Annahmen, des Biischels und des Rationalen, geben 
die zwei Beziehungen: 


n.n+3 a §.é+1 
(1) 2 —il= = — es 
mn n—1.n—2 WF sg 
(2) ; ge 


aus welchen sogleich die weiteren folgen: 


n 1 
(3) w= 2 i a;, 
1 
n—1 
(4) 3n—2=— Z ia;. 


1 


Gleichung (3) sagt aus, dass die Curven des Biischels ausser den an- 
genommenen Basispunkten sich nicht mehr schneiden. 
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Nach Herrn Cremona reichen diese Bedingungen, im Falle der 
Curvenbiischel durch Zufiigung eines weitern einfachen Basispunktes 
zu den Basispunkten einer zweifach unendlichen Schaar von rationa- 
len Curven aus dieser entstanden ist, hin, um die Ebene FZ so auf 
einer Ebene E’ abbilden zu kénnen, dass dem Curvenbiischel auf EF 
ein Geradenbiischel auf FE’ entspricht. In der That braucht man nur 
diese zweifach unendliche Schaar von Curven n'*"-Ordnung, bei der 
ein einfacher Basispunkt des Biischels fortgefallen ist, als Transfor- 
mationscurven zu benutzen, um die gesuchte Ueberfiihrung zu erhalten. 

Indess braucht unter den Basispunkten des Curvenbiischels nicht 
nothwendig ein einfacher Basispunkt enthalten zu sein; dann aber 
giebt es keine Transformation m'* Ordnung mehr, durch welche die 
Ueberfithrung in einen Geradenbiischel zu bewerkstelligen wiire. Ich 
werde daher jetzt einen ganz allgemeinen Weg zeigen, auf dem der 
Curvenbiischel immer in einen Geradenbiischel iibergefiihrt werden kann, 
und hiezu einen Satz beweisen, der mehrfacher Anwendung fiahig ist: 

Yin Biischel rationaler Curven n'* Ordnung auf’ einer Ebene kann 
immer durch cine Transformation zweiter Ordnung auf einen Biischel 
von niedrigerer als der n'*° Ordnung gebracht werden. 

Die Transformation 2‘ Ordnung besteht darin, dass man auf der 
Ebene 7 des Curvenbiischels eine zweifach unendliche Schaar von Ke- 
gelschnitten mit drei gemeinschaftlichen festen Grundpunkten an- 
nimmt, nnd dieser Schaar die zweifach unendliche Geradenschaar 
einer Ebene EF’ eindeutig entsprechen lisst. Legt man nun diese 3 
Fundamentalpunkte der Transformation resp. in einen m,, m,, mz, fa- 
chen Basispunkt des Biischels rationaler Curven »' Ordnung der 
Ebene /, so entspricht diesem Biischel auf der Ebene LE’ eindeutig 
Punkt fiir Punkt ein Biischel rationaler Curven der Ordnung 

2n — m, — mM, — Ms; , 

mit eimem (n — m, — m,), einem (nm — m, — m,) und einem 
(7 — m, — m,) fachen Basispunkte an Stelle der m,, m,, m, fa- 
chen Punkte, wiihrend den iibrigen Basispunkten bei dem transfor- 
mirten Biischel wiederum Basispunkte gleicher Ordnung entsprechen. 
Man kann nun die 3 Fundamentalpunkte des Kegelschnittbiindels in 
die 3 Basispunkte héchster Vielfachheit des Curvenbiischels auf / hin- 
einlegen, und in diesem Fall wird, wie ich jetzt beweisen will, die re- 
sultirende Ordnung 2n — m, — m, — m, immer kleiner als n. 

Es sei der héchste Basispunkt ein (n — m) facher, der zweit- 
héchste ein (m — k) facher, also 


n>m, n—m>s>m—k. 


Wenn nun der dritthéchste Basispunkt nicht niedriger, als ein (&-+-1) 
facher Punkt, so ist die resultirende Ordnung des Biischels auf E’ 
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nicht héher als 2% — (n — m) — (m — k) —(k +1) =n —1. Ich 
habe daher zu zeigen, dass von den iibrigen Basispunkten wenigstens 
einer ein hdherer als ein kfacher Punkt sein muss, und werde dies 
thun, indem ich annehme, dass alle Basispunkte, die beiden hichsten 
ausgenommen, von der i‘ oder niedrigerer Orduung seien und die 
Unrichtigkeit dieser Annahme nachweise. Es sei also: 

m—kSk. 
Aus Gleichung (2) folgt, dass ausser den beiden héchsten Basispunk- 
ten noch 
m—i.n—2 n—m.n—m—1 m—k.m—k—t1 
2 2 


» 
~ ~ 


=n(m — 1) — m(m —k)+1— wt th 


Voppelpunkte unter den Basispunkten enthalten sind, welche den vor- 
handenen k fachen, (/ — 1) fachen Punkten etc. so iiquivalent sind, 
dass ein ifacher Punkt fiir os Doppelpunkte zihlit. Es seien A, 
kfache, 4, (k — 1) fache, ...., 4,2 Doppelpunkte als Basispunkte. 
Man kann zeigen, dass ihr Beitrag zu 
n—1 

iQ; 

1 
diesen Ausdruck schon > 3x -- 2 macht, so dass dann nach Glei- 
chung (4) den Bedingungen eines Biischels nicht zu geniigen ist. 

Es wird niimlich ihr Beitrag 


n—1 
Zia =(n— m)+(m—k)+hka,+(hK—1)4,4+---+2a-2. 
2 


Dieser Ausdruck wird nun ein Minimum, wenn man A, den grisst- 
moglichen Werth giebt, welcher die Gleichung (2) befriedigt, da dann 
die geringste Anzahl] Constanten in der Gleichung des Biischels absor- 
birt, also auch die rechte Seite der Gleichung (1) zu einem Minimum 
wird. Dieser grésstmégliche Werth ist nach dem Obigen 
2 k.k+1 
dy = eR 1* {n (m — 1) — m(m — k) + 1 -- aa \ ' 
wenn zugleich 
A, =a, =--- = h_ 2 = 0 
gesetzt wird. Wenn daher 
(5) (w—m) + (m— —k) +," ; - {m(m- 1)—m(m—k) + 1— = tS: 3n—2 
so ist um so mehr auch der obige Ausdruck 
n—1 


Djia>3n—2 
°° 


Die Ungleichung (5) geht aber iiber in 
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(m—k)(n—m)>k.k—1, 
und diese ist wegen m —k Sk, n—m>k—1 erfiillt. 

Somit muss die Summe der Orduungen der 3 héchsten Basispunkte 
eines Biischels rationaler Curven n'** Ordnung immer > » sein, und 
der Curvenbiischel kann immer durch eine Transformation 2'' Ord- 
nung, deren 3 Fundamentalpunkte in die 3 héchsten Basispunkte des 
Biischels fallen, auf einen Biischel von niedrigerer, als der n'™ Ord- 
nung reducirt werden. Durch eine Fortsetzung dieses Verfahrens, 
also durch eine Reihenfolge von Transformationen zweiter Ordnung, 
wird daher offenbar der Curvenbiischel als ein Geradenbiischel eindeu- 
tig abgebildet. 

Wir bezeichnen noch eine weitere interessante Anwendung dieses 
Satzes, von der wir in der Folge Gebrauch machen werden. Eine 
zweifach unendliche Schaar rationaler Curven n'* Ordnung der Ebene, 
die linear von 2 Parametern abhiingen, lisst sich durch eine Reihen- 
folge von Transformationen 2'* Ordnung auf die zweifach unendliche 
Schaar von Geraden einer Ebene Punkt fiir Punkt eindeutig beziehen, 
da hiezu nur erforderlich, dass die linke Seite von Ungleichung (5) 
> 3n — 3, was der Fall ist. Mit andern Worten: 

Man kann irgend eine Cremona’sche Transformation, die zwei 
ebene Systeme in einander iiberfiihrt, durch eine Reihenfolge von Trans- 
formationen zweiter Ordnung ersetzen, indem man nur die 3 Funda- 
mentalpunkte einer solchen Transformation jeweils in die hichsten Ba- 
sispunkte des Systems hineinlegt. 

Die Cremona’schen Transformationen sind somit nichts anderes, 
als Verbindungen von Transformationen 1'* und 2’ Ordnung, die 
sich fiir nicht homogene Coordinaten in die Form setzen lassen: 


9 aw OSS hts? oa Moth ety. 
a o+B EF y? ote E41") 
»_ as+b  __a@e+D 
+ eee? ala eT a 
§ 2. 


Das Problem der Abbildung. 


Nach den Untersuchungen des § 1. iiber die Abbildungen von 
Flichen auf Kegelfliichen haben wir die Bedingungen aufzustellen, 
unter welchen eine rationale Curve, die einer Schaar solcher Curven 
angehért, eindeutig in eine Gerade iibergefiihrt werden kann. Es ge- 
niigt dabei, die rationale Curve als eine ebene Curve anzunehmen, da 
man eine Raumeurve einer solchen durch Projection von einem belie- 
bigen Punkte aus eindeutig entsprechen lassen kann. 
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Ich will gleich den folgenden allgemeineren Satz. beweisen : 

Man kann irgend eine Curve C von der n= Ordnung auf’ die Nor- 
maleurve thres Geschlechts p eindeutig zuriickfiihren; wenn ein fester 
Punkt P von C eindeutig bekannt ist. 

In der That, diese Zuriickfiihrung geschieht*), fiir p > 2, durch 
eine Transformation (n—3)'*" Ordnung, wobei die Transformationscurven 
durch die i fachen Punkte von C (i — 1) fach hindurchgehen und 
ausserdem durch p-—-3 feste Punkte von C hindurchzulegen sind. 
Nimmt man daher fiir diese p — 3 festen Punkte den Punkt P und 
die p— 4 Punkte, die diesem auf C unendiich benachbart liegen, 
d. h. sehreibt man den Transformationscurven vor, C im Punkte P 
(p — 3) punktig zu beriihren, so hat man eine eindeutige Transfor- 
mation, bei welcher nur der Punkt P benutzt ist,- und durch welche 
C in die betreffende Normalcurve (p + 1)'*" Ordnung iibergeht. 

Aehnlich verfihrt man fiir p= 2, 1 oder pO. Insbesondere 
legt man, fiir py = 0, in der Ebene der rationalen Curve C einen Bii- 
schel von Curven (x — 2)'*" Ordnung, welche durch jeden i fachen 
Punkt von C (i — 1) fach hindurehgehen und in dem festen Punkt P 
von C mit dieser Curve eine (n — 3) punktige Beriihrung haben. 
Diese Bedingungen sind linear und, nach Gleich. (2), § 1., an der 


m—1.n—2 -#—1 : os 
Zahl ~——-*—- + »—3=—"-“—-—2. Jede Curve dieses Bii- 


schels schneidet C noch in einem beweglichen Punkte, wieder nach 
(2), § 1., so dass sich die Coordinaten der Curve als rationale Functio- 
nen des Parameters des Curvenbiischels (» — 2)'** Ordnung darstellen. 
Man hitte auch einen Curvenbiischel (x — 1)'" Ordnung benutzen 
kénnen, so einen Geradenbiischel fiir die Kegelschnitte. 

Diese Bemerkungen erlauben schon, das Problem, welches bei 
der Abbildung von Flichen auf Kegelfliichen zu lésen ist, enger zu 
begrenzen. Im Falle die Fliche auf einer Ebene abbildbar ist, lisst 
sich, wie ich nachgewiesen habe, die Abbildung immer so einrichten, 
dass irgend einer einfach unendlichen Schaar £ rationaler Curven der 
Fliche, die von einem Flichenbiischel ausgeschnitten wird, ein Gera- 
denbiischel der Ebene entspricht; und im Falle der Abbildung auf 
einer Kegelflache entspricht der Schaar X rationaler Curven der Fliiche 
die Schaar der Erzeugenden des Kegels. Da nun dem Scheitelpunkt 
dieser Geraden der Bildfliiche, oder den unziihlig vielen Curven der 
Bildfliche, welche die Geraden derselben in je einem Punkte schnei- 
den und welche simmtlich von gleichem Geschlecht sind, wiederum 
Curven desselben Geschlechts auf der abzubildenden Fliiche entspre- 
chen, Curven, die mit jeder Curve der auf der Fliiche liegenden Schaar £ 


*) Clebsch und Gordan, Abel’sche Functionen, § 18 ff. 
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je einen Punkt gemein haben, so folgt, indem man aus diesen Cur-~ 
ven eine beliebige herauswihlt, dass man bei einer abbildbaren Fliche 
fiir jede ihrer Schaaren £ immer auf jeder Curve derselben eindeutig 
einen festen Punkt finden kann, dadurch dass auf der Fliiche eine 
Curve existirt, welche jede Curve der Schaar in einem Punkte schneidet. 
Umgekehrt habe ich oben nachgewiesen, dass die Kenntniss eines 
Punktes auf jeder Curve einer Schaar- = geniigt, um die Coordinaten 
jeder dieser Curven rational durch einen Parameter ausdriicken zu kén- 
nen, ohne dass eine weitere Irrationalitiit in diese Darstellung eingeht, 
als diejenige, welche die Curve der Schaar bestimmt. Fiir Flichen, 
fiir welche eine Abbildung auf einer Kegelfliiche méglich sein soll, 
stellt sich daher hier die Aufgabe der Abbildung folgendermassen: 


Es ist auf der Fliche eine einfach unendliche Schaar rationaler 
Curven aufzusuchen, welche ein Flichenbiischel, eine Fliiche im Allge- 
meinen mehrere Curven, ausschneidet. Sodann hat man eine Curve C 
aufzusuchen, welche ganz auf der Fliche liegt und die Curven der Schaar 
im je einem einfachen Punkte schneidet. 

Das Geschlecht dieser Curve C ist sodann das niimliche, wie das 
einer ebenen Schnittcurve der Kegelfliiche, welche der vorliegenden 
Fliche F entspricht, und bestimmt somit die algebraische Classe, zu 
welcher die Kegelfliiche und die Fliiche F' gehért, das Curvengeschlecht 
der Fiiche F. Wenn C eine rationale Curve, lisst sich die Fliche 
auf einer Ebene abbilden. 

Ich werde aber jetzt zeigen, dass sich das Problem der Abbildung 
noch viel weiter reduciren lisst. Dies beruht auf einer besondern Ei- 
genschaft der rationalen Curven. 

Man kann nimlich einer rationalen Curve n'* Ordnung , ohne Be- 
nutzung irgend eines Punktes derselben ausser den vielfachen Punkten, 
eindeutig eine rationale Curve (2 — 2)'*" Ordnung entsprechen lassen. 
Es sei in der z-Ebene eine rationale Curve n'*' Ordnung gegeben, C, 
mit «; i fachen Punkten (¢ = 2, 3,...,%— 1), so, dass 

> v. — 1 Pps n— 1 a. : 
Ich lege in der Ebene dieser Curve C Curven @ von der (x — 2)'e 
Ordnung, welche durch jeden i fachen Punkt der Curve (¢ — 1) fach, 
und ausserdem durch » — 4 feste, iibrigens beliebige Punkte dieser 
Ebene einfach hindurchgehen. Die Curvenschaar Q geniigt dann 
eS a bk — One ee 4 
2 i. £ 
Bedingungen und ist somit eine 


Sr Ae AS Be ho ee ee 
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“fach unendliche Schaar. Aus dieser Schaar nehme.ich drei Curven 
@,, Ge, Qs heraus, welche nicht einem Biischel angehéren, und trans- 
formire die C mittelst der eindeutigen Substitution : 


on = &@ 
OY. = 
oy; = Y;. 


Hiebei entspricht der Curve C in der y-Ebene Punkt fiir Punkt 
eindeutig eine Curve C’, deren Grad gleich der Anzahl der Schnitt- 
punkte von C’ mit einer beliebigen Geraden a, y,-+ @ y,-+ @ y, =9, 
also gleich der Anzahl der beweglichen Schnittpunkte von C mit einer 
Curve der Schaar Q: 


“QU +a%,%+a,%0, = 0, 


m.n—2—ZDi.i—lLla=—n—2. 


oder gleich 


Somit fiihrt eine solche Transformation auf eine rationale Curve 
(wn — 2)'er Ordnung. 

Wendet man nun das niimliche Verfahren auf die Curve C’ von 
der (x — 2)" Ordnung an, so wird man auf eine Curve (x — 4)! 
Ordnung gefiihrt, welche C’ Punkt fiir Punkt eindeutig entspricht. 
Durch eine Fortsetzung dieses Verfahrens gelangt man also endlich, 
wenn ” ungerade ist, zu einer Curve dritter Ordnung mit einem Dop- 
pelpunkt, wenn » gerade, zu einem Kegelschnitt. Die Curve dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt wird aber durch einen Strahlenbiischel, der 
seinen Scheitelpunkt in diesem Doppelpunkt hat, eindeutig auf eine 
Gerade projicirt, und ihre Coordinaten werden rationale Functionen 
dritter Ordnung des Parameters dieses Strahlenbiischels. Auf dem Ke- 
gelschnitt dagegen muss man einen Punkt eindeutig kennen, um ihn 
durch einen Strahlenbiischel auf eine Gerade projiciren zu kénnen. 
Bei den Curven n't Ordnung mit einem (x — 1) fachen Punkte dege- 
nerirt die Schaar @ iiberhaupt in den Geradenbiischel, dessen Scheitel 
der (x — 1) fache Punkt ist, und die Coordinaten einer solchen Curve 
werden rationale Functionen des Parameters dieses Biischels. Man hat 
daher den Satz: 

Die rationalen Curven lassen sich, ohne Benutzwng eines einfachen 
Punktes derselben, eindeutig in eine Gerade oder einen Kegelschnitt 
tiberfiihren, je nachdem ihre Ordnung ungerade oder gerade ist. Nur 
die Curven 2n'* Ordnung mit einem 2n — 1 fachen Punkte verhalten 
sich noch wie die Curven ungerader Ordnung. 

Dieser Satz vereinfacht das Problem der Abbildung von Flichen 
auf Kegelflichen sehr bedeutend. Wenn auf der Fliche eine Schaar 
rationaler Curven, die von einem Flichenbiischel ausgeschnitten wird, 
bekannt ist, so liefert derselbe direct die Abbildung der Fliche, wenn 
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die Curven der Schaar wngerader Ordnung oder auch 2x‘ Ordnung 
mit 2x — 1fachem Punkte sind, und fiihrt im andern Falle die Fliche 
auf eine einfachere zuriick, die eine Schaar von Kegelschnitten be- 
sitzt. Ich werde diese Reduction jetzt auseinandersetzen. 


§ 3. 
Reduction der Flichen auf einfachere Flichenfamilien. 
Abbildbarkeit auf der Ebene. 


Wir setzen voraus, dass auf der Fliiche F’ eine Schaar S von ra- 
tionalen Curven, die ein Flichenbiischel, jede Fliiche im Allgemeinen 
mehrere bewegliche Curven gleicher Ordnung*), ausschneidet, be- 
kannt sei. 

Um nur eine Schaar ebener Curven behandeln zu miissen, neh- 
men wir zuniichst beliebig im Raume .einen Ebenenbiischel an, der 
dem Flichenbiischel, welcher S ausschneidet, projectivisch ist, und 
projiciren sodann von einem beliebigen Punkte des Raumes aus jede 
Curve der Schaar S auf diejenige Ebene des Ebenenbiischels, welche 
der die Curve aus J’ ausschneidenden Fliiche entspricht. Diese Pro- 
jectionen = von S erzeugen eine zweite Fliiche , welche der Fliiche 
F Punkt fiir Punkt eindeutig entspricht. Die Fliche ® enthiilt eine 
Schaar & von rationalen Curven, welche von einem Ebenenbiischel, 
inr Allgemeinen mehrere bewegliche Curven gleicher Ordnung von 
einer Ebene des Biischels, ausgeschnitten werden. Die Achse dieses 
Biischels ist im Allgemeinen eine vielfache Gerade der Fliche ®. 

Jede Curve der Schaar = liisst sich nun auf die Weise behandeln, 
die durch den obigen Satz iiber die rationalen Curven bezeichnet ist. 
Kine Curve C,,, von & ist durch die beiden Parameter 4, w, welche 
die Curve aus der Schaar aussondern, und fiir welche eine algebraische 
Gleichung f(A, w) = 0 besteht, bestimmt; dabei sei 4 der Parameter 
des Ebenenbiischels, welcher £ ausschneidet. (C,,, sei von der n' 
Ordnung. 

In der Ebene F, der Curve C,,, legen wir die zweifach unend- 
liche Schaar Q,,, von Curven (x — 2)" Ordnung, welche durch jeden 
i fachen Punkt von C,,, (i — 1) fach, und ausserdem durch (n — 4) 
feste Punkte der Ebene EF, hindurchgehen. Wenn man diese Schaar 
Qa,» zur Transformation von C),, benutzt, so entspricht der C), , nach 
dem Obigen Punkt fiir. Punkt eindeutig eine neue rationale Curve 


*) Diese letztere Annahme schliesst keine Beschriinkung ein; denn die Fliche 
zerfillt, wenn die beweglichen Curven, die von jeder Fliiche eines Fldchenbiischels 
ausgeschnitten werden, ungleicher Ordnung sind. 
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Cx, uw» die von der (n — 2)" Ordnung ist, und die in einer Ebene E’, 
eines mit FE projectivischen Ebenenbiischels liegt. Um fiir jede Curve 
C2, , 80 verfahren zu kénnen, wird es nur ndthig sein, die n — 4 fe- 
sten Punkte der E,, welche sich auf C,,, beziehen, eindeutig von den 
Parametern 4, w der Curve C;,, abhiingen zu lassen. Da bei diesem 
Verfahren dann keine weiteren Punkte ausser den vielfachen Punkten 
auf C,,, zu benutzen sind, und somit keine weitere Irrationalitit, als 
die durch f(A, w) = 0 gegebene, eingeht, so erhiilt man eine zweite 
Schaar £’ von rationalen Curven C’,, , der (n — 2)" Ordnung, welche 
eine Fliche ©’ erzeugen, die ® Punkt fiir Punkt eindeutig entspricht. 
Die Ordnung dieser Fliche ®’ hiingt noch von der Wahl der » — 4, 
zu jeder Curve C,,, gehdrigen festen Punkte ab; aber ein Ebenen- 
biischel schneidet aus ©’ eine Schaar von rationalen Curven (nm — 2)!" 
Ordnung aus, und zwar jede Ebene des Biischels ebensoviele Curven, 
als eine Ebene FE aus ® ausschneidet, Curven, die sich ebenfalls durch 
die Beziehung f(4, w) = 0 bestimmen. 

Durch eine wiederholte Anwendung dieses Verfahrens gelangt man, 
wenn » ungerade ist, endlich zu einer eindeutigen Abbildung der ge- 

n—3 

gebenen Fliiche F’ auf einer Fliche oF), aus welcher ein Ebenen- 
biischel eine Schaar rationaler Curven dritter Ordnung mit einem Dop- 
pelpunkt, eine Ebene im Allgemeinen mehrere Curven, ausschneidet. 
Diese Fliichen sind aber direct auf einer Kegelfliiche abbildbar, indem 
man jede der Curven von ihrem Doppelpunkt aus auf eine Gerade pro- 
jicirt. Man lisst den Projectionsstrahl an der von den Doppelpunkten 


der Curven dritter Ordnung erzeugten Curve und an*der vielfachen 
=) 

Geraden @ von ol 2 /, welche die Achse des Ebenenbiischels ist, 
gleiten; ein solcher Strahl schneidet eine Curve, durch deren Doppel- 
punkt er geht, nur noch in einem beweglichen Punkte, und umgekehrt 


gehort zu einem Punkte der Fliche im Allgemeinen nur ein Projections- 
=) 

strahl. - Die Coordinaten der Fliiche ol 2 / werden also dann ratio- 

nale Functionen von 4, uw und einem Parameter 9, der die Punkte 


n—3 
der vielfachen Geraden @ von ol 2 ) bestimmt, und jedem Punkte 
der Flache entspricht bei dieser Abbildung nur ein Werthsystem von 
A, w, o. Es ist hiedurch eine Punkt fiir Punkt eindeutige Abbildung 
der gegebenen Fliiche F’ auf einer Kegelfliche f(A, uw) = 0 geliefert. 
Die nimliche Methode der Abbildung, wie die bei dér Fliiche 


nrn—3 
oh . ) befolgte, wendet man iiberhaupt an, wenn die Curven der 
Schaar S von F' von der n'e" Ordnung ‘sind und einen (x — 1) fachen 
Punkt besitzen. Diese Fliichen lassen sich direct durch Projection von 
den Punkten der (n — 1) fachen Curve der Fliiche aus abbilden. 
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Von den Fliichen mit einer Schaar S von Curven ungerader Ord- 
nung bleiben nur noch die windschiefen Fiichen zu erledigeh. Die 
Coordinaten einer solchen Fiche lassen sich direct als rationale Func- 
tionen von A, uw, @ darstellen, wo g der Parameter irgend eines Ebenen- 
biischels, also die Punkte der Erzeugenden der windschiefen Fliiche 
bestimmt, und wo eine Gleichung /(4, w) = 0 besteht, welche die 
Irrationalitiit eines ebenen Querschnitts dieser Fliiche angibt. Diese 
Darstellung ist auch eindeutig umkehrbar, repriisentirt also eine Abbil- 
dung. Ich werde im § 7. noch insbesondere die auf einer Ebene 
abbildbaren windschiefen Fliichen niher untersuchen. 

Wenn die Curven der Schaar S von F’ von gerader Ordnung sind, 
so gelangt man (den schon behandelten speciellen Fall ausgenommen) 
durch eine Reihe von eindeutigen Abbildungen auf Flichen ® hindurch 
auf die oben angegebene Weise endlich zur Abbildung von fF’ auf 
einer Fliche g, aus welcher ein Ebenenbiischel eine Schaar von Kegel- 
schnitten, eine Ebene im Allgemeinen mehrere Kegelschnitte, aus- 
schneidet. Die weitere Behandlung einer solchen Fliche g erfordert 
nun complicirte geometrische Untersuchungen, da sich die Aufgabe 
darbietet, eine Curve C auf g aufzusuchen, welche die Kegelschnitte 
der Schaar in je einem Punkte schneidet. Das Geschlecht einer solchen 
Curve C stimmt iiberein mit dem der Gleichung /(4, w) = 0, welche 
zur Fliiche F oder g gehirt. Wenn eine solche Curve C bekannt ist, 
kann man direct die Abbildung der Fliiche F' oder » auf der Kegel- 
fliiche {(4, w) = 0 leisten. 

Ich werde mich hier darauf beschriinken, die Zuriickfiihrung dér 
Fliichen F' auf die Fliichenfamilie der g nachgewiesen zu haben. Ich 
mache noch darauf aufmerksam, dass diese Zuriickfiihrung, sowie die 
vorhin geleistete Abbildung der Flichen F’ mit Curven S von ungerader 
Ordnung, ohne Auflisung irgend einer hihern Gleichung, nur durch 
Eliminationsprocesse geschieht, sobald nur die Schaar S bekannt ist. 

Nur den besonders interessanten Fall, in dem die Schaar S auf F’ 
so von einem Fliichenbiischel ausgeschnitten wird, dass jede Fliiche 
des Biischels in nur einer beweglichen Curve schneidet, will ich in 
§ 4. ete. vollstiindig durchfiihren, durch Untersuchung der Fliichen » 
von der 7" Ordnung mit einer (r — 2)fachen Geraden, auf welche 
Fliichen jene durch unsere Methode zuriickgefiihrt werden. Ich werde 
die Existenz der Curven C auf diesen Fliichen nachweisen und die 
Curven selbst angeben , so dass hiedurch die Abbildung dieser Flichen » 
und F' auf einer Ebene geleistet ist. Diesen Nachweis vorausgesetzt, 
kénnen wir daher die Liésung des Problems der Abbildung algebraischer 
Flichen auf Ebenen dahin aussprechen: 

Sobald eine Fliiche cine einfach unendliche Schaar rationaler Curven 
besitet, welche von einem Flichenbiischel, je eine bewegliche Curve von 
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einer Fliiche des Biischels, ausgeschnitten werden, liisst sich die Fiche 
Punkt fiir Punkt eindeutig auf einer Ebene abbilden. 

Bei der Abbildung, welche diese Methode liefert, bildet sich die 
Curvenschaar der Fliiche, von der man ausgegangen, als ein Geraden- 
biischel der Ebene ab, wobei sich die ebenen Schnitte der Fliiche im 
Allgemeinen nicht durch Curven von mdglichst niedriger Ordnung 
abbilden werden. Da indess eine solehe Abbildung aus jener durch eine 
Cremona'sche Transformation hervorgehen muss, so liefert der Satz am 
Schlusse des § 1. das Mittel, zu einer solehen Abbildung zu gelangen. 
Man hat nur eine Reihenfolge von Transformationen 2’ Ordnung 
auszufiihren und die 3 Grundpunkte einer solchen Transformation 
jeweils in die héchsten Fundamentalpunkte der Bildebene hineinzu- 


legen. Wenn auf diese Weise keine Erniedrigung der Ordnung der 


Abbildungsfunctionen mehr stattfindet, so ist die Ordnung schon eine 
modglichst niedrige. 


Indem ich hier die Abkiirzungen iibergehe, welche dieses ganze 
Reductionsverfahren in speciellen Fallen erleiden kann, will ich noch 
die hier erlangten Resultate mit den Siitzen in Verbindung bringen, 
die ich in der oben citirten Note, Gottinger Nachrichten, 1869 Nr. 15, 
ausgesprochen habe. 


Zu jeder Fliiche F’, welche eine von einem Fliichenbiischel aus- 
geschnittene Schaar S von rationalen Curven besitzt, gehdrt eine 
Gleichung /(4, w) =, durch welche die Curven der Schaar so be- 
stimmt werden, dass die Werthsysteme 4, uw, welche dieser Gleichung 
geniigen, und die Curven von S einander eindeutig entsprechen. Wenn 
die Schaar S bekannt ist, ergibt sich die Gleichung f(A, w) = 0, 
indem man die reductible Gleichung, welche die von einer Fliiche 4 
des Biischels ausgeschnittenen Curven repriisentirt, in ihre Factoren 
zerlegt. 

Ks sei nun J” eine zweite Fliiche, die /’ Punkt fiir Punkt ein- 
deutig entspricht. Ihre Schaar sei S’ und die zugehdrige Curven- 
gleichung f’(4, uw) = 0. Da die simmtlichen Curven einer Fliche I’, 
ob sie nun die Curven der Schaar S in je einem oder in mehreren 
Punkten schneiden, ein Geschlecht haben miissen, das gleich oder 
grosser ist, als das Geschlecht der Curve /(4, w) = 0 (die Curven von 
S selbst ausgenommen), so folgt, dass bei der Abbildung von /' auf 
F’ die Curven der Schaaren S und S’ einander Glied fiir Glied ent- 
sprechen miissen, und dass /(4, w) = 0 somit das gleiche Geschlecht, 
wie /(A, #) = 0, haben muss. Das Geschlecht von /(4, w) = 0 habe 
ich das Curvengeschlecht der Fiiche F’ genannt. Daher ist die Gleich- 
heit des Curvengeschlechts zweier Flichen ein nothwendiges Criterium 
fiir die Méglichkeit einer Abbildung der beiden Flichen aufeinander. 


= 


ee 












—— 


i al 


mae 





welche Schaaren rationaler Curven besitzen. 


175 


Die Bestimmung des Curvengeschlechts einer Fliiche, auf der eine 
Schaar S bekannt ist, macht nach dem Obigen keine Schwierigkeit. 
So fihren diejenigen Flichen, aus welcher die Fliichen eines Biischels 
je 2 bewegliche rationale Curven ausschneiden, auf die Gleichung 
einer hyperelliptischen Curve; und die windschiefen Fliichen re" Ord- 
nung mit einer (* — 2) fachen Geraden und einer diese nicht schnei- 
denden Doppelgeraden, ebenso die Fliichen (r + 2) Ordnung mit 
einer (7 — 2)fachen Geraden und einer diese nicht schneidenden dop- 
pelten Raumeurve 4" Ordnung erster Species ete., haben das Curven- 
geschlecht + — 3. 

Wenn /(4, w) = 0 das Geschlecht 0 hat, so kann man statt 4, u 
einen einzigen Parameter den Curven der Schaar S eindeutig zuordnen, 
mit andern Worten, es ist dann immer méglich, und dies auf unziihlig 
viele Weisen, einen Fliichenbiischel anzugeben, von dem jede I'liiche 
die Fliiche F’ nur in einer Curve der Schaar S schneidet. In diesem 
Falle gibt aber unser obiger Satz die Abbildbarkeit auf einer Ebene. 
Daher liisst sich dieser Satz dahin erweitern, dass die Bedingung, 
dass das Curvengeschlecht der Fliiche I’ gleich 0 ist, ein nothewendiges 
und himreichendes Criterium fiir die Abbildbarkeit von 2’ auf einer 
Kbene ist. 

In einem Aufsatz in den Math. Annalen, Bd. 2, pag. 293 habe 
ich ein weiteres allgemeines Criterium, die Gleichheit des Fléchenge- 
schlechts, fiir die Méglichkeit des eindeutigen Entsprechens zweier 
Fliichen nachgewiesen. Das Fliichengeschlecht p einer Fliiche F’ von 
der »' Ordnung ist gleich der Anzahl der von einander linear unab- 
hiingigen Fliichen (» — 4)" Ordnung, welche man durch die vielfachen 
Curven and Knotenpunkte von J’, durch eine 7 fache Curve (i — 1) mal, 
durch einen ¢ fachen conischen Knotenpunkt (¢ — 2) mal, gehen lassen 
kann. Fiir die hier betrachteten Fliichen mit Schaaren rationaler 
Curven ist das Fliichengeschlecht gleich 0, wie sich aus ihrer Abbil- 
dung auf Kegelfliichen oder Fliichen g ergibt. Diese Bedingung, dass 
p =0 ist, kann bei einer vorliegenden Fliiche bequem dazu dienen, 
zu entscheiden, ob die Fliiche iiberhaupt eine Schaar rationaler Curven 
besitzen kann. Die Frage, ob die hier nach dem Curvengeschlecht 
entwickelten Classen alle'Classen innerhalb p = 0 begreifen, lasse ich 
hier unentschieden. 


§ 4. 
Flichen » von der x‘ Ordnung mit einer (x — 2) fachen Geraden. 


Zum vollstindigen Beweis der im vorigen § aufgestellten Siitze 
wird noch der Nachweis der Abbildbarkeit auf der Ebene fiir die- 
jenigen Fliichen erfordert, auf welche die Flichen mit einer einfachen 


| 


(4) 
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Schaar rationaler Curven gerader Ordnung zuriickgefiihrt worden sind, 
nimlich die Flichen g, n'* Ordnung mit einer (n — 2) fachen Geraden, 
aus welchen ein Ebenenbiischel eine einfache Schaar = von Kegel- 
schnitten ausschneidet. Ich werde diesen Nachweis zugleich mit einer 
directen Durchfiihrung der Abbildung geben. 

Die Gleichung dieser Flichen g ist von der Form: 


(1) O = 2," —? uy + 2,"—3 2. freee + @,"—? . tr—2, 
wo die «; homogene Functionen 2’ Ordnung in #,, %,, %, 2, sind. 
Die Schaar der Kegelschnitte wird von dem Ebenenbiischel 


(2) 0O= 2, — Az, 


ausgeschnitten und ergibt sich aus (2) in Verbindung mit (1) oder in 
Verbindung mit der Gleichung: 


(3) O = tty + Ud + Ud? 4 oes yA" —*, 

Der Nachweis, den wir fiihren wollen, kniipft sich an die Betrach- 
ting der Geradenpaare, in welcher eine Anzahl der Kegelschnitte 
dieser Schaar = zerfillt. Ein solches Zerfallen tritt ein, wenn eine 
Ebene (2) das zugehérige Hyperboloid (3) beriihrt, -wofiir: die Be- 
dingung, wenn man mit w,, ;, die Coefficienten von «, bezeichnet, die 
folgende wird: 


| Monta 11 Ae tty AP? — — , Mota tata dAe feta sd” , 
pie Nese - 0 
_ —- — --- —A 
Mor, 41 A+ ln—2,4r A" » — — , Usa ti ssdf tod”, 1 


0 QW —A 1 0 


Da dieses ee Gleichung vom Grade 3(n — 2) + 2 = 3n — 4 fiir_a 
ist, so gibt es 3n — 4 Paare von je zwei sich schneidenden Geraden, 
welche durch die (m — 2) fache Gerade gehen, auf der Fliiche g. 
Wir wollen indess noch den Fall beriicksichtigen, dass die Fliiche 
g Doppelpunkte besitzt, deren Zahl = s sei. Man erkennt leicht, dass 
einer jeden der durch die (n — 2) fache Gerade und die Doppelpunkte 
gehenden Ebenen eine Doppelwurzel 4 der Gleichung (4) entspricht. 
Die Zahl der Geradenpaare von g, welche nicht durch die Knoten- 
punkte gehen, betriigt daher nur 3n — 2s — 4. Da iiberdies die 
Gleichung (4) nur 3x — 4 Wurzeln haben kann, so gibt dies zugleich 
eine obere Grenze fiir die Zahl der méglichen Knotenpunkte, niimlich 


3n—4 , “ : . 
$n —*. Diese Zahl kann nur dadurch iiberschritten werden, dass die 


Knotenpunkte besondere Lagenverhiltnisse annehmen, so dass Kbenen 
des Biischels (2) die Flache lings gerader Linien beriihren; indess 
bleiben unsere folgenden Betrachtungen auch fiir solche Fille giiltig. 
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Unsere Aufgabe ist, unter Benutzung dieser Daten eine rationale 
Curve C zu suchen, welche ganz auf der Fliiche gelegen ist und jeden 
Kegelschnitt der Schaar = in einem Punkte schneidet. Ich will hier 
sogleich diese Curve niher bezeichnen: 

Es existirt auf der Fiche gp eine rationale Curve C (n — 2) 
Ordnung, welche n — 3 Punkte mit der (n — 2) fachen Geraden a von 
gp gemein hat. 

Um diese Curve C vollstaindiger zu bestimmen, muss ich zwischen 
geraden und ungeraden » unterscheiden. 

1. Es sei n = 2m. Die Curve C entsteht als Schnitt zweier Flichen, 
einer Fliiche (m—- 1)'*" Ordnung mit einer (m— 2)fachen Ge- 
raden in a, und einer Fliiche m'*" Ordnung mit einer (m— 1) fachen 
Geraden in a. Ihr Schnitt ist in der That ausserhalb a von der 
Ordnung (m — 1) m — (m— 2) (m — 1) = 2m —2=—n—2. 

2. Es sei n=2m-+1. Die Curve C entsteht als Schnitt zweier 
Flachen m' Ordnung, welche die vielfache Gerade a von g zur 
(m — 1) fachen Geraden haben. Dieser Schnitt ist ausser a von 
der Ordnung m? — (m — 1)? = 2m —1l=—=n—2. 

Man iibersieht direct, dass eine solche Curve C rational ist und mit 
a (n — 3) Punkte gemein hat; denn jede Ebene des Ebenenbiischels 
schneidet aus jeder der beiden Fliichen, deren Schnitt C ist, eine 
Gerade aus, bestimmt also ausserhalb a einen Schnittpunkt, welcher 
dem Parameter des Ebenenbiischels eindeutig entspricht. 

Um nun den Grad der Vielfachheit der Schaar von Curven (n — 2)! 
Ordnung zu finden, welche a in » — 3 Punkten schneiden, suche ich 
die Zahl der windschiefen Flichen m'** Ordnung der betrachteten Art 
auf. Wenn eine Fliche von der Ordnung m eine gegebene Gerade 
als rfache Gerade besitzen soll, wird in dieser Fliche eine Anzahl 
N, von Constanten absorbirt, die gleich 


N, ="+. (8m —2r +5). 


Man findet diese Zahl, indem man die Bedingungen aufstellt, unter 
welchen eine Fliiche, die eine Gerade (r — 1) fach enthalt, durch diese ° 
Gerade noch einmal hindurchgeht; die Zahl dieser Bedingungen wird 


N, — N,-1=r(m —r+ 2), 
welche Gleichung in Verbindung mit N, = m + 1 die Zahl N, ergibt*). 


*) In ganz ihnlicher Weise ergiebt sich fiir die Zahl der Bedingungen, welche 
eine Fliche m'et Ordnung erfiillen muss, wenn sie eine Curve der Ordnung uw, 
die der Schnitt zweier Flichen w'*" und vt Ordnung ist, als rfache Curve ent- 
halten soll (vorausgesetzt, dass m eine gewisse von uw, », 7 abhiingige Grésse 
tibersteigt): 
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Es gibt daher eine 
m+l.m+2.m+3 _ .. oe 1. m (m + 7) = 3m 


1.2.3 2.3 
fach unendliche Schaar von Fliichen m'*" Ordnung im Raume, die eine 
gegebene Gerade als (m — 1) fache Gerade besitzen. 

1. Fir »=2m. Die fraglichen Curven (2m — 2)' Ordnung 
werden aus g von Flichen (m — 1)'* Ordnung ausgeschnitten , welche 
a zur (m— 2)fachen Geraden haben. Von diesen Flichen gibt es 
eine 3(m— 1)fache Schaar. Durch eine gegebene der Curven geht 
nur eine einzige dieser Flichen, denn eine solehe Curve erfordert von 
der Fliche (m — 1)'* Ordnung noch die Erfiillung von 

(m — 1) (2m — 2) — (m — 2) (2m — 3) + 1 = 3(m — 1) 
linearen Bedingungen. Ferner geht durch jede der Curven eine zwei- 
fach unendliche Schaar von Flaichen m'* Ordnung mit (m— 1) facher 
Geraden a; denn damit die Curve auf der Fliche m'* Ordnung liege, 
muss sie mit ihr noch 

m (2m — 2) — (m — 1) (2m — 3) +1—35m—2 
Punkte gemein haben. Combinirt man daher die 3(m — 1) fache 
Schaar von Fliichen (m — 1)'* Ordnung mit einer 3m — 2 fachen 
Schaar der Flichen m'* Ordnung, so erhiilt man alle Curven der be- 
trachteten Art und jede nur einmal, woraus hervorgeht, dass es eine 


3(m — 1) + 3m — 2=—6m—5 


fach unendliche Schaar von rationalen Curven (2m — 2)' Ordnung 
gibt, welche 2m— 3 Punkte mit einer gegebenen Geraden gemein 
haben. 

2. Fir n = 2m-+ 1. Damit eine der Flaichen m'** Ordnung durch 
eine der Curven (2m — 1)' Ordnung gehe, muss sie mit ihr noch 


m(2m — 1) — (m — 1) (2m — 2) + 1=3m—1 


Punkte gemein haben; also geht durch jede der Curven eine einfach 
unendliche Schaar der Fliichen m'** Ordnung. Man hat daher, um 
siimmtliche Curven der betrachteten Art zu erhalten, eine (3m — 1) fache 
Schaar der Flichen m'* Ordnung mit einer weitern (3m — 1) fachen 
Schaar zu combiniren, woraus folgt, dass es eine 2 (3m—1)—6 m—2fach 
unendliche Schaar der gesuchten Curven gibt. 

Durch Zusammenfassen dieser beiden Resultate findet man: 








r.f 1 : \ 
N, = $-"2t). wv. {6m — (2r + 1) (u +r) + 12}; 
und iihnlich, wenn die rfache Curve eine Raumcurve 3" Ordnung ist: 


Kian 25> . tom — tr 4-28) . 


2.3 
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Es existirt eine (37 + 1) fach unendliche Schaar von Raumcurven 
re Ordnung, welche r — 1 Punkte mit einer gegebenen Geraden a 
gemein haben. 

Im Raume gibt es eine (37 + 5) fach unendliche Schaar von 
rationalen Raumeurven +t Ordnung, welche die Eigenschaft haben, 
rx — 1 Punkte zu besitzen, durch welche sich eine Gerade legen lisst. 
Ausgenommen ist r = 1, 2, 3, 4, in welchen Fiillen resp. eine 4, 8, 
12, 16fache Schaar existirt. ; 

Man kann den Curven +t Ordnung nun weitere Bedingungen 
auflegen, z. B. durch feste Punkte des Raumes oder durch Gerade zu 
gehen, welche die gegebene Gerade schneiden. Die obige Entwick- 
lung zeigt, dass ein fester Punkt zwei lineare Bedingungen mit sich 
bringt, niamlich eine fiir jede der beiden Flichen, deren Schnitt die 
Curve ist. Die Anzahl s dieser festen Punkte hat zur obern Grenze 


3r 


1. Fiir ein gerades r: s == —=- Es existirt dann noch eine ein- 


fach unendliche Schaar von Curven, welche auf einer Fliche von der 
Ordnung - liegen, welche die Gerade a, zur G — 1) fachen Geraden 


hat. Die Fliiche ist durch die s Punkte eindeutig bestimmt, und ein 
weiterer fester Punkt miisste auf dieser Fliiche angenommen werden. 
_ 3r-+1 

= 7 . 


2. Fiir ein ungerades r: s Es existirt dann noch eine 


einzige Curve, die durch diese s Punkte hindurchgeht und a in r — 1 
Punkteu schneidet. 

Sollen die Curven 7‘ Ordnung, die mit a r — 1 Punkte gemein 
haben, noch durch eine Gerade gehen, welche selbst a schneidet, so 
wird hierdurch den Curven eine Bedingung vorgeschrieben. Ich werde 
aber jetzt nachweisen, dass, sobald nur feste Punkte und der Schnitt 
mit solechen Geraden die Bedingungen bilden und die Anzahl] dieser 
Bedingungen = 37+ 1 ist, die Anzahl der Curven, welche diesen 
Bedingungen geniigen, im Allgemeinen gleich eins ist. 


Es sei den Curven r'* Ordnung, die eine Gerade a in r — 1 
° ° =3r+1 
Punkten schneiden, vorgeschrieben, durch s (s <- + *) feste Punkte 


des Raumes zu gehen und 3r — 2s + 1 feste Gerade b, die siimmt- 
lich a, aber nicht sich schneiden, in je einem Punkte zu treffen. 

Ich nehme aus den 3r —2s-+ 1 Geraden b 3r — 2s beliebige 
heraus und lege durch dieselben und durch die s festen Punkte eine 
Fliche, von der Ordnung 27 — s, welche a als (27 — s — 1) fache 
Gerade besitzt. Diese Fliiche ist durch diese Bedingungen vollstiindig 
und eindeutig bestimmt; denn es existirt, wenn die Bedingungen fiir : 
die (2r — s — 1) fache Gerade erfiillt sind, noch eine 3(27r — s) fache 
Schaar solcher Flichen, und jede der 37 — 2s Geraden b bringt 2, 


12* 
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jeder der s Punkte eine lineare Bedingung mit sich. Aber diese Fiche 
enthalt auch alle Curven, welche den vorgeschriebenen Bedingungen 
geniigen ; denn sie hat mit jeder solchen Curve 

(ry — 1) (2r —s— 1)+8+ (Br — 2s) = r(2r—s)+1 
Punkte gemein, also einen mehr, als der Schnitt einer Curve r'' Ord- 
nung mit einer Fliche von der Ordnung 27 — s betragen kann. Durch 
einen Punkt der Fliche (27 — s)'*" Ordnung geht im Allgemeinen nur 
eine der Curven, wie z. B. eine Abbildung der Fliche auf der Ebene 
lehrt, bei der der Curvenschaar der Fliche ein Curvenbiischel der 
Ebene entspricht. Da nun die noch nicht benutzte der 3r — 2s + 1 
Geraden } die Fliche (2r — s)'*" Ordnung ausserhalb a nur in einem 
Punkte schneidet und durch diesen Punkt nur eine Curve geht, so 
ist die Anzahl der allen Bedingungen geniigenden Curven gleich 1. 
Diesen letztern, auf der Abbildung der Fliche beruhenden Schluss 
kann man auch dadurch ersetzen, dass man noch eine weitere Fiche 
(2r — s)'* Ordnung betrachtet, welche durch 37 — 2s andere der 
3r — 2s-+ 1 Geraden geht. Beide Flichen haben dann 37 — 2s — 1 
der Geraden gemein und enthalten simmtliche Curven r‘* Ordnung, 
welche allen Bedingungen geniigen; ihr Schnitt ist aber von der Ord- 
nung: 

(2r — s)? — (2r —s— 1)? — 8r — 2s —1)—r, 

der Schnitt besteht also aus einer Curve re" Ordnung. 


Hiermit ist eine ganze Reihe geometrischer Siitze erwiesen, die 
wir direct fiir die Abbildungsaufgaben benutzen werden und so zu- 
sammenfassen kénnen: 

. . . = 3r-+1 =e 

Wenn eine Gerade a, ferner s feste Punkte (s < set") beliebig im 


Raume und 3r —2s-+ 1 Gerade b, welche stimmtlich a, aber nicht 
sich, schneiden, gegeben sind, so existirt nur eine Curve r' Ordnung, 
welche durch die s festen Punkte geht, die Gerade a (ry —1) mal und 
die Geraden b je einmal schneidet. 

Ich kehre nach diesen Vorbereitungen zu der Fliche gm, von der 
nee Ordnung mit der (n — 2) fachen Geraden a und s Knotenpunkten, 
zuriick. Nach dem Friihern enthilt diese Fliche 3m — 2s — 4 solcher 
Paare von je zwei sich schneidenden Geraden, welche in Ebenen 
liegen, die durch die Gerade a, aber nicht durch die Knotenpunkte 
gehen. 


Man nehme nun aus diesen Geradenpaaren 3n — 2s — 5 bgiebige 
Paare und aus diesen Paaren je eine Gerade heraus, und lege eine 
Curve C von der Ordnung » — 2, welche diese 3n — 2s — 5 Geraden 
je emmal, die vielfache Gerade a (nm — 3) mal schneidet und durch 
die s Doppelpunkte der Fliche » hindurchgeht. Nach dem obigen 
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Satze existirt eine Curve, welche diesen Bedingungen geniigt. Diese 
Curve C schneidet aber die Fliche g in 
(n — 2) (n — 3) + 28 + (8n — 2s — 5) = n(n — 2)4+ 1 

Punkten und liegt somit ganz auf der Fldche. Da sie ferner 
mit a (n — 3) Punkte gemein hat, so schneidet sie jeden Kegelschnitt 
der Schaar Z, welche von dem Ebenenbiischel aus der Fliche ausge- 
schnitten wird, in einem Punkte, und fiihrt somit zu einer Abbildung 
der Fliiche auf einer Ebene, indem man jeden Kegelschnitt der Schaar 
= von diesem auf ihm eindeutig bestimmten Punkte aus durch einen 
Strahlenbiischel projicirt. 

Hiedurch ist der Beweis der Abbildbarkeit der Flichen 
g und damit zugleich der Beweis der in § 3. ausgesprochenen 
Sdtze gefihrt. 

Die hier gefundene Curve C schneidet die Ebene, in welcher das 
letzte noch unbenutzte Geradenpaar der Fliche g liegt, in einem 
Punkte, also eine bestimmte der Geraden dieses Paares in einem Punkte. 
Hieraus folgt, dass man die siimmtlichen Curven ( — 2)" Ordnung 
von der verlangten Eigenschaft auf der Fliche @ erhilt, wenn man 
die Geraden der ersten 3x — 2s — 5 Geradenpaare beliebig unter sich 
combinirt, indem man nur aus jedem Paare immer eine der Geraden 
herausnimmt. Die Anzahl dieser Combinationen betriigt 2°"—?+—5, 

Im Falle x gerade, gibt es eine einzige Fliche von der Ordnung 


? . . 
“1, welche durch eine solche Curve hindurchgeht und a zur 


(= = 2) fachen Geraden hat. Diese Fliiche schneidet » dann noch in 


einer weitern der Curven C von der Ordnung » — 2. 
Im“ Falle » ungerade, gibt es dagegen eine einfach unendliche 


( * n—1 ° 
Schaar von Flichen von der Ordnung —~—, welche durch eine der 


+) fachen Geraden 


besitzen. Jede Fliiche dieser Schaar schneidet m noch ausserdem in 
einer rationalen Curve von der Ordnung » — 1, die ganz ihnliche 
Kigenschaften hat, wie die Curve C von der Ordnung n — 2; denn 
sie schneidet ebenfalls die Kegelschnitte der Schaar Y in je einem 
Punkte, und da sie selbst emer Schaar angehért, so hat man hiedurch 
eine Abbildung, bei der die Coordinaten der Fliche rationale Fune- 
tionen der Parameter dieser Schaar und des Ebenenbiischels werden. 
Man kann statt dessen den Flichen (“ 7 i Ordnung die Bedingung 
auflegen, eine der Geraden, welche von der Curve C geschnitten wird, 
vollstiindig zu enthalten; es existirt dann ebenfalls nur eine solche 
Fliche, die g noch in einer weitern Curve C von der (n — 2)'*» Ord- 
nung schneidet. 





. . n 
Curven C hindurchgehen und die Gerade a zur ( 
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Wir haben also folgende Resultate: 


Auf den Flichen  existiren 2°—?*—5 Curven C von der (n — 2)'" 
Ordnung, welche jedes Glied der Kegelschnittschaar X in je einem 
Punkte schneiden. Die Curven gehen stimmtlich durch die Knotenpunkte 
der Fliiche, und jede der Curven trifft je eine Grrade jedes Geraden- 
paares, welches nicht durch die Knotenpunkte geht. Im Falle n gerade, 
liegen je zwei solcher Curven, welche durch sich je zu einem Paar er- 
génzende Gerade gehen, auf einer Fliche von der Ordnung ~ —1, 


3 
die a zur (* — 2) fachen Geraden hat, von welchen Fliichen es daher 
23n—2s—6 gibt. Je zwei solche adjungirte Curven schneiden sich in 
a —3 Punkten, welche nicht auf der vielfachen Geraden liegen; die 
Fliiche (* — 1)" Ordnung ist daher eine CO °) fach beriihrende, 
d. h. sie beriihrt in der hichstmiglichen Anzahl von. Punkten. 

Im Falle n ungerade, geht durch jede der Curven C ein Flichen- 
biischel (“ — 
jede Fliiche p noch in einer rationalen Curve (n — 1) Ordnung mit 
n — 2 Punkten auf a schneidet. Diese Fliichen sind @—) fach be- 





1\ler . n—3 
_ Ordnung, mit a als ~— ) facher Geraden, von dem 


2 


oe . . e = ”m — 1\ter 
riithrende. Schreibt man einer solchen F'liiche ( =) Ordnung vor, 


eine der Geraden, durch welche die betrachtete Curve C geht, ganz zu 
enthalten, so ist sie dadurch eindeutig bestimmt. Diese Fliche schneidet 
dann noch in einer weitern Curve C’ von der (n -— 2)" Ordnung, 
welche ebenfalls durch die ausgezeichnete Gerade geht, durch die ergén- 
zende Gerade ihres. Paares, wie C, nicht, welche aber ausserdem, in 
Bezug auf die iibrigen Geradenpaare, durch diejenigen Geraden geht, 
welche die der Curve C zugehdrigen Geraden je zu einem Paar erginzen. 
Solche zwei adjungirte Curven C und C’, die nur eine gemeinschaftliche 


3n 


: : , —? t ‘ 
Gerade treffen, schneiden sich noch in —-;— Punkten. Die Fliiche 


nm — 1\ler . . 
“> Ordnung, welche durch beide. Curven und durch die ausge- 


. . - 3n — 3 es ° . 
zeichnete Gerade geht, ist eine (*—*) fach beriihrende, da sie noch in 
den 2 Punkten beriihrt, in welchen diese Gerade ‘die beiden Curven 
schneidet, d. h. die Fliche beriihrt in der hichstméglichen Anzahl von 
Punkten. Solcher Fliichen gibt es 23"-2s—6 , Q3n—2s—5 — Q6n—4s—11, 


Die Aufsuchung dieser Curven C und die Abbildung der Flichen 
gy erfordert die Auflésung einer hohern Gleichung vom Grade 3n—2s—4, 
welche die Geradenpaare der Fliiche liefert, und die von 3n — 2s — 5 
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quadratischen Gleichungen*). Diese Gleichungen sind augieich die 
einzigen, auf welche unsere Methode der AbbiJdung von Flichen itber- 
haupt fihrt. Ich bemerke noch, dass die hier angegebenen Zahlen 
fiir die Fliche g noch eine Voraussetzung einschliessen; denn die 
Curven C sind unter der Annahme gefunden worden, dass die Geraden- 
paare, welche sie bestimmen, eine von einander unabhingige Lage 
haben. Aber eine Fiche n'*" Ordnung ist schon durch die Bedingungen, 
eine Gerade a als (n — 2) fache Gerade und 2x — 1 Gerade, welche 
a schneiden, einfach zu enthalten, vollstiindig und eindeutig bestimmt. 
Unsere Betrachtungen erweisen aber jedenfalls die Existenz von Curven 
C, und da man sodann durch eine Abbildung der Fliiche zeigen kann, 
dass die gegenseitige Abhiingigkeit der Lage der Geradenpaare nicht 
unendlich viele den Bedingungen geniigende Curven C zuliisst, so 
ergibt sich mit der Endlichkeit der Zahl dieser Curven auch die Giiltig- 
keit der cben angegebenen Zahlen. 


§ 5. a 
Abbildung der Fliichen g auf der Ebene. 


Ich wende mich jetzt zur Ausfiihrung der Abbildung einer Fliaiche 
n't Ordnung mit einer (x — 2) fachen Geraden aut der Ebene. Die 
geringen Modificationen, welche die folgende Abbildung durch Knoten- 
punkte erleidet, werde ich weiter unten erwiihnen. Es wird wieder 
nothig, die beiden Fille, dass n gerade oder ungerade ist, getrennt 
zu behandeln. 

1. Es sei x gerade: n= 2m. 

Auf dem in § 4. angegebenen Wege sei eine Curve C von der 
(n — 2)'" Ordnung aufgesucht, und die Fliiche (m— 1) Ordnung 
mit der (m — 2) fachen Geraden a bekannt, welche durch C hindurch- 
geht. Da diese Fliiche die Fliche g in zwei Curven C, C’ schneidet, 
durch welche man noch Flichen m'* Ordnung mit einer (m — 1) fachen 
Geraden in @ legen kann, deren vollstindiger Schnitt mit der Fliche 
(m — 1)" Ordnung aus C, C’ und a besteht, so nimmt die Gleichung 
der gegebenen Fliiche g die Form an: 

(Ajay — Aya” —? B+ Ay, Dy" —")(B 04"! By" 20 Bt" —!) 
= (CO, a5" — 2 C05" Saye C 184" )(Dorgy" + Dye"! Dna" ), 
wo die A, B, C, D lineare lomogene Ausdriicke in 7, #,, 2, %, sind. 
Um aus dieser Gleichung die schon erwihnte Abbildung zu erhalten, 


*) Das entsprechende algebraische Problem findet sich bereits von Herrn 
Camille Jordan, in seinem Werke: ,,Traité des Substitutions et des Equations 
algébriques“‘, Nr. 435, behandelt, 
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be und és in die 


§ & 


zerlegt man sie durch Kinfiihrung zweier Parameter 
drei Gleichungen: - 
Ex; — 2, = 0 

(2) 1&3 (CG, Ey? +O, 5)" Boe O18"? AE ALE By An oy 
E(B, Ey" 4+ BE" Bt BiB Y= DoE +DE "1+ + Din 2” 
Diese Gleichungen geben nicht nur die Verhiiltnisse der § als rationale 
Functionen der x, sondern auch umgekehrt die Verhiiltuisse der x als 
rationale Functionen der §, und zwar werden die x proportional mit 
Functionen n'* Ordnung der &. 

Die geometrische Bedeutung dieser Abbildung schliesst sich eng 

an unsere friihern Betrachtungen an, wie sich aus den Gleichungen (2) 
ergibt. Denn die beiden ersten derselben stellen eine Gerade vor, die 
an der (n — 2) fachen Geraden a und an einer Curve C der Filiiche 


b 


gleitet; dabei ist é, der Parameter 4 des Ebenenbiischels 2, — Ax, = 0, 
“ 1 4 
und zp liisst sich als der Parameter eines Biischels von Fliichen m'e ; 





Ordnung auffassen, welche durch C gehen und a zur (m — 1) fachen 
Geraden haben. : 
Durch Auflésen der Gleichungen (2) erhilt man: 


(3) ext = ed ? (% =] ? 2, 3, 4) ? e 
wobei , ; 
0 a, Os ee, 
ce | 0 0 =; 
x; x, X; X, 
| Y, Y, Y; Y, | 


Hierbei sind die X Functionen (m — 1)" Ordnung der &, welche fiir 
(E, = §& —0) (m — 2) fach verschwinden, die Y Functionen m'e" Ord- 
nung der &, die fiir (§, = §& — 0) (m— 1) fach verschwinden. Der 
Punkt (&, = & — 0) ist also ein (2m — 2) =(n — 2) facher Fun- 
damentalpunkt. 

Von den 4m? Punkten, in welchen sich - = ( und = = 0) 

2 

schneiden , fallen (2m — 2)* in den Punkt (&, = §& — 0) und 8m — 4 


ausserhalb dieses Punktes. Fiir diese Punkte verschwindet auch 
oR oR 
de, X, + = X,, also auch 
(&, X, + & X,) (X, Y, — X, ¥,)=0, 
und auch 2% c= sind fiir diejenigen der 8m — 4 Punkte 0, fiir 
4 


und 
Ott; 


welche 


X,Y, — X,¥,—0. 
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Fiir 2m der 8m — 4 Punkte verschwindet aber &, X, + &X,; denn 


fiir die Punkte, in denen Se = 0, =, EX, + &,X, —0 hat 


| man auch § Y, + & Y, = 0, welche beiden letztern Gleichungen 

met m(m -+ 1) Schnittpunkte liefern, von denen (m— 1)m in den Punkt 
a. (€&, = &,—V) fallen. In den iibrigen 8m — 4— 2m =—6m—4=3n—4 
: Punkten verschwindet X, Y, — X, Y, und somit die siimmtlichen Func- 


tionen 2%. 

0a; 

Die Funetionen (3) haben daher noch 3n — 4 einfache Fun- 
damentalpunkte. 

2. Es sei n ungerade: n = 2m -+ 1. Vermdge des Fliichenbiischels 

m'" Ordnung, welcher a zur (m — 1) fachen Geraden hat und durch 

eine der Curven C hindurchgeht, nimmt die Gleichung der Fliiche 


nv Ordnung die Form an: 
(Ay ay"? + Ay ay? iy +++ An 2y"—*) (By X39" + B, ary" a, +++ + Bn”) 
= (C, amt + Cy vgn? yes + On By") (Dy 25" + D, xy" &, +++ + DnX,”) 
wo die A, B, C, D wieder lineare Ausdriicke sind. Diese Form ist 
aber den folgenden drei Gleichungen iiquivalent: 
&.03 — §,%, = 0 
(5) 4&5 (C, "I+ C, y+ + On B"—1) = Bob + B,E,"-1 & +» + Bib.” 
leca, E14 A, § 7G, +--+ An §"—") = Dy" + D,&,"—! & -+> + Dud”, 


(4) 





welche Gleichungen die Abbildung liefern. Die Auflésung derselben 
t ° ° . ‘ ° . 
gibt wieder Functionen von der Form (3), wobei aber die X und Y 
Functionen m'*" Ordnung werden, welche in (& = §& = 0) einen 


(m — ¥)fachen Punkt haben. Eine der obigen analoge Entwicklung 
zeigt, dass die Coordiuaten x der Fliche g auch hier proportional 
werden mit Functionen (2m -+ 1) = n' Ordnung der &, welche in 
(€, =§&—0) einen (n—2)fachen Punkt, und ausserdem 6m — 1=3n — 4 
einfache Punkte gemeinschaftlich haben. Auch die geometrische Be- 
deutung der Abbildung ist der sub 1. fihnlich. Durch Zusammen- 
fassen dieser Resultate sub 1. und 2. ergiebt sich nun: 

Die ebenen Schnitte der Fliche n'« Ordnung mit einer (n — 2) fachen 
Geraden bilden sich auf der Ebene durch Curven n'* Ordnung ab, welche 
einen festen (n — 2) fachen und 3n — 4 feste einfache Punkte gemein- 
schaftlich haben. 

Hiebei stellt der (n — 2) fache Fundamentalpunkt eine rationale 
Curve (n — 2)'*" Ordnung der Fliche, und die einfachen Fundamental- 
punkte diejenigen 3x — 4 Geraden der Fliche vor, durch welche 
diese Curve (n — 2)'* Ordnung nicht geht. 

Umgekehrt reicht auch das hier angegebene ebene System, bei 
beliebiger Wahl der 3x — 3 Fundamentalpunkte, vollstiindig hin, um 
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die abgebildete Fliche n'* Ordnung zu characterisiren; denn einmal 
gibt es eine dreifach unendliche Schaar von Curven n' Ordnung mit 
einem festen (n — 2)fachen und 3n — 4 festen einfachen Punkten, 
der die dreifach unendliche Schaar von ebenen Schnitten der Flaiche 
entsprechen kann. Sodann aber entspricht hiebei dem ebenen System 
eine Fliche n'* Ordnung mit einer Doppeleurve von der Ordnung 
— ‘ — — , die hier in eine (n — 2)fache Gerade iibergehen muss, 
Diesen letztern Punkt kann man auf folgende Weise einsehen. Unter 
dem System von Curven n'** Ordnung, welchem die ebenen Schnitte 
der Fliche entsprechen, ist eine einfach unendliche Schaar enthalten, 
welche in einen Geradenbiischel, dessen Scheitelpunkt der (x -— 2) fache 
Fundamentalpunkt ist, und in eine feste Curve (m — 1)' Ordnung 
zerfallt, die in dem (x — 2) fachen Fundamentalpunkt einen ( —3) fachen 
Punkt besitzt und durch die einfachen Fundamentalpunkte einfach 
hindurchgeht, wodurch diese Curve S voéllig und eindeutig bestimmt 
ist. Dem Geradenbiischel muss hier nun eine Schaar von Kegel- 
schnitten entsprechen , welche von einem Ebenenbiischel aus der Fliche 
ausgeschnitten wird. Die Axe dieses Biischels ist also eine (» — 2) fache 
Gerade der Fliche. Zugleich sieht man, dass die Curve S die Abbil- 
dung der (n — 2) fachen Geraden der Fiiche ist. 





Ich bemerke weiter, dass die hier gefundene Abbildung der Fliiche 
ne Ordnung auch diejenige ist, bei welcher den ebenen Schnitten 
Curven der méglichst niedrigen Ordnung auf der Ebene entsprechen. 
Denn wendet man eine Cremona’sche Transformation zweiter Ord- 
nung an, indem man die drei Grundpunkte dieser Transformation in 
den (nm — 2)fachen und zwei der einfachen Fundamentalpunkte der 
Ebene hineinlegt, so wird die dreifach unendliche Schaar von Curven 
n‘ Ordnung in eine solche von der Ordnung 2” — (n — 2) —-2=n 
transformirt, mit einem dem erstern fihnlichen System von Funda- 
mentalpunkten. 


Es bleibt jetzt noch iibrig, den Fall zu beriicksichtigen, dass die 
Fliche g Doppelpunkte besitzt. Ein Doppelpunkt tritt nun dadurch 
ein, dass zwei der einfachen Fundamentalpunkte der Bildebene mit 
dem (x — 2) fachen Fundamentalpunkt auf einer geraden Linie liegen; 
und diese Art der Abbildung entspricht auch genau den Modificationen, 
welchen die Hiilfsflichen m'e" und (m — 1)" Ordnung, die wir friiher 
behandelt haben, in diesem Fall unterliegen. Denn diese Flachen 
miissen, nach der Entwicklung des § 4., durch die Knotenpunkte der 
Fliche » hindurehgelegt werden. Wenn also z. B. (x, = x, = x, = 0) 
ein Knotenpunkt von ist, so geschieht dies dadurch, dass in der 
Gleichungsform (1) A,, Buy Cnr, Dn, in der Gleichungsform (4) 
An, Bu, Cx, D, lineare Functionen von 2, x, «, werden. Daun 
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folgt aber aus (2) und (5), dass X, und Y, in (3) den Factor &, 
erhalten, wodurch die Abbildung (3) in die folgende iibergeht: 


ox, = §,Q 
or, = § Rk 
6 
6) ox, = §,8 
ox, = §8, 


wo Q, R, S Curven (x — 1) Ordnung sind, welche den Punkt 
(&, = & = 0) zum (n — 3) fachen Punkt und ausserdem noch 3n — 6 
feste Punkte gemeinschaftlich haben. Als Fundamentalpunkte treten 
daher hier der Punkt (€, = §& —0) als (n — 2)facher Punkt, die 
3n —6 weiteren Basispunkte von Q, R, S einfach und ferner die 
beiden Punkte auf, in welchen die Gerade §, —0 die Curve S = 0 
ausserhalb (€, = §&—0) schneidet. Dem Doppelpunkte (7, =a, =, =0) 
der Flaiche entspricht hiebei die Gerade &, = 0, und dem Geraden- 
paar der Fliche, welches durch den Doppelpunkt geht, die beiden 
einfachen Fundamentalpunkte, welche auf der Geraden £, = 0 liegen. 
S = 0 ist die Abbildung der (» — 2) fachen Geraden der Fliche. 
Aehnlich liegen im Allgemeinen, den s Knotenpunkten der Fliche 
entsprechend, smal je zwei einfache Fundamentalpunkte mit dem 
(n — 2) fachen auf einer Geraden. 

Ich will im Folgenden bei der Fliche g nur die Abbildung der 
(n — 2) fachen Geraden niiher betrachten. Eine weitere Untersuchung 
der Abbildung der Fliiche wiirde zeigen, dass ausser den schon be- 
trachteten Geradenpaaren und der Kegelschnittschaar keine weitern 
Curven unter der Ordnung » — 2 auf der Fliche liegen. Von dieser 
Ordnung existiren nur die schon behandelten 2°"—?s—5 Curven C. 
Als specielle Fille der hier durchgefiihrten Abbildung der Flichen 
lassen sich die bekannten Abbildtngen der Fliiche 2'** Ordnung (wobei 
die Curven C in zwei Punkte ausarten), der Fliiche 3'" Ordnung und 
der Fliiche 4' Ordnung mit einer Doppelgeraden ansehen. 


§ 6. 
Die Abbildung der (x — 2) fachen Geraden der Fliichen 9. 


Im ersten Bande der Math. Ann., pag. 270., hat Herr Clebsch 
die Gleichung der Abbildung der Doppelcurve einer abbildbaren F'liche 
entwickelt. Kine Erweiterung dieser Untersuchung, welche ich in 
meiner Abhandlung, Math. Ann. Bd. 2., pag. 312, gegeben habe, 
fiihrt zu folgendem Resultate. 

Die Fliche N' Ordnung, F'(z,, 2, %, “,) =O sei durch die 
Functionen n'*" Ordnung 

ou; = gilf,, bo, 5) », (¢=1, 2, 3, 4), 
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auf der Ebene abgebildet. Man bilde nun die Gleichung 


Q 

a= 

bum: OF (D1, Pe» Ps» Vs) 
i OF"; 


z, €2( (&) _ O93(6) _ O94(8) 
re 2+ 0&; 08s 0g; 





Im Falle bei dieser Abbildung auf / = 0 keine Fundamental- - 


punkte, die einfache Punkte von /' =O sind, auftreten, ist O in Q 
theilbar, und c= 0 stellt die Abbildung der auf F' = 0 befindlichen 


vielfachen Curven und Flichen dar, aber so, dass _ 0 durch die 
Abbildung einer uw fachen Curve von #' = 0 (u — 1)fach, durch die 
Abbildung eines uw fachen Knotenpunkts von F’ = 0 (u — 2) fach hin- 
durchgeht. 

~ Wenn auch auf F = 0 ein Fundamentalpunkt, der ein einfacher 
Punkt von F' = 0 ist, existirt, so ist der betreffende Factor, welcher 


die dem Fundamentalpunkt auf der Ebene entsprechende Curve dar-. 


stellt, in © einfach, nicht aber in Q enthalien, und muss von 0 abge- 
sondert werden. 


Die Ordnung von ; ist (NWN — 4) + 3, und einen ¢ fachen Fun- 


damentalpunkt der Ebene hat diese Curve 5 zum [(N — 4) x + 1] fachen 


Punkte. Wenn also auf F' eine-w fache Curve und nur 2 fache Knoten- 
punkte existiren, und die Abbildung von /' auf der Ebene soll derart 
sein, dass auf F’ kein einfacher Punkt als Fundamentalpunkt auftritt, 
so miissen die Zahlen m und r den Bedingungen geniigen, dass 

(N—4)n+3 und (N—4)r+1 und folglich auch x» — 3r 
ganze Vielfache von u — 1 sind. 

Diese Zahlen finden sich bei unserer Fliiche m von der ne” Ord- 
nung, mit einer (x — 2) fachen Geraden a und s Doppelpunkten , be- 
stiitigt. Es wird hier N=n, wu =n — 2, r=n — 2 oder = 1, und 
die vielfache Gerade der Fliche bildet sich ab als Curve S=0, von 
der Ordnung » — 1, welche in dem (» — 2) fachen Fundamentalpunkt 
einen (n — 3) fachen Punkt besitzt und durch die 3n — 4 einfachen 
Fundamentalpunkte einfach hindurchgeht. Das Geschlecht dieser ein- 
deutig bestimmten Curve S ist »—-3. Ferner hat diese Curve die 
Higenschaft, ihre Coordinaten als hyperelliptische Functionen eines 
Parameters darstellen zu lassen. Denn fiigt man zur Gleichung der 
Curve S die Gleichung des Geradenbiischels, dessen Scheitel in dem 
(n —3)fachen Punkte von S liegt, so ergeben sich, da jede dieser 
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Geraden in zwei beweglichen Punkten schneidet, die Coordinaten der 
Curve in der Form: 


e& = P+. KR, (¢=1, 2, 3), 

wo P;, Q:, R rationale ganze Functionen eines Parameters 4 und R 
auf den Grad 2” — 4 steigt. Die beiden Punkte, in welchen eine 
Gerade des Biischels die Curve schneidet, entsprechen den beiden 
Punkten der vielfachen Geraden, welche ein Kegelschnitt der Schaar 
mit dieser gemein hat. 

Um aber weiter die Curve S nach den Punkten zu studiren, welche 
einen Punkt der vielfachen Geraden a von gp abbilden, ist es zweck- 


‘miissig, iihnlich wie es fiir den specielleren Fall der Fliche 4'" Ord- 


nung von Herrn Clebsch, Math. Ann., Bd. 1., pag. 284, geschehen, 
die (x — 3) allenthalben endlichen Integrale einzufiihren, welche der 
betrachteten Curve S zugehéren, und auf diese das A bel’sche Theorem 
in der von Herrn Clebsch (Crelle, Bd. 63.) gegebenen Form an- 
zuwenden. 

Die obern Grenzen dieser Integrale sind die Coordinaten der be- 
weglichen Punkte der Curve S; die untere Grenze sei ein beliebiger 
fester Punkt der Curve. Die » — 3 endlichen Integrale unterscheide 
ich von einander durch unten angefiigte Indices, wihrend der Buch- 
stabe selbst und der oben angefiigte Index sich auf den Punkt be- 
ziehen soll, dessen Coordinaten die obere Grenze des Integrals bilden. 
Ks seich nun 

#9, uo, ....u%, , [i= 1, 2,...., r(m—1)| 

die Werthe der n — 3 Integrale, welche sich auf den 7" Schnittpunkt 
einer Curve vt Ordnung mit der Curve S beziehen. Dann _ bestehen 
nach dem Abel’schen Theorem die Gleichungen: 

u,%) oe u,) a —e oe 7-8 =f .C; 
(1) ios ob wy) ob qorkts + 47) =f . Cy 
UD) U2) fe OY SP. Crs, 

wo die ¢; Constanten bedeuten, die unabhiingig sind von der Curve 
rt Ordnung. Wir werden diese Gleichungen hier nur auf solche Fiille 
anwenden, in denen, nach der Theorie der Abel’schen Functionen, 
das Bestehen derselben auch umgekehrt beweist, dass die (nm — 1)r 
Punkte, auf welche sich die Integrale der linken Seiten beziehen, 
Schnittpunkte einer Curve r'* Ordnung mit S sind. 

Es sei nun weiter die constante Summe der » — 3 endlichen In- 
tegrale u,, ausgedehnt tiber die » — 3 im (nm — 2) fachen Fundamental- 
punkte vereinigt liegenden Punkte der Curve S, bezeichnet durch 


A, , (K=1, 2,..., » — 8), 








(2) 
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und die Werthe der Integrale fiir den A'e" einfachen Fundamentalpunkt 
bezeichnet durch: 


a,4, a, ....a%, , (A=1, 2,...., 3n — 4). 


Um die Punkte der Curve S zu erhalten, deren entsprechende Punkte . 
auf » in einen Punkt der vielfachen Geraden zusammenfallen, betrachte 
ich zuniichst die Abbildungen ebener Schnitte der Fliiche. Es sind 
Curven n'* Ordnung, welche durch 3n — 4 feste Punkte von S ein- 
fach gehen und in dem (x — 3) fachen Punkt von S einen (n — 2) fachen 
Punkt haben. Da jede solche Curve die Abbildung eines ebenen 
Schnittes ist, so sind die » — 2 beweglichen Punkte, in welcher eine 
solche S schneidet, immer die Abbildung eines Punktes der vielfachen™ 
Geraden. Die endlichen Integrale fiir solche » — 2 Punkte seien, dem 
hi dieser Punkte entsprechend, mit 
v4), vo), 00.0), » (h=1, 2,...,n — 2) 


bezeichnet. Fiir eine einen ebenen Schnitt abbildende Curve 7 gehen 
daher die Gleichungen (1) iiber in das System: 


y+ v,® eee vy," ) a (n — 2)A, a a, a a,” ene + a,° n—4) —y, C, 
v + v,) eee a vy.) + (n — 2) A, + a, Lk a) eee a ay! n—4) ——y, Cy 


| vit) gH) goof EP (—2) Ay ot al gf ay oF A — MCs 


Es sei nun mit ¢ eine Zahl bezeichnet, die —0, 2, 4..., wenn 
gerade, und = 1, 3, 5..., wenn ungerade, sein kann. Ich greife 
aus den Curven nx‘ Ordnung, 7, eine bestimmte 7” heraus, welche 
S in gewissen » — 2 Punkten schneidet. Durch diese » — 2 Punkte 


; : —§ , 
v lege ich eine Curve von der Ordnung 4, welche in dem 


2 
(m — 3) fachen Punkt von S einen = —* fachen Punkt besitzt, also 


eine rationale Curve, und lasse diese Curve iiberdies durch ¢ beliebige 
Punkte 7 von S gehen, wodurch dieselbe gerade bestimmt ist. Diese 
Curve schneidet dann S noch in 





(n — 1). "FE? — (yn —3).*FE—*_ (2) sn —3 


Punkten p. Die Gleichungen (1) geben daher fiir den Schnitt von S 
mit dieser Curve, wenn man die Integrale, die sich auf die festen 
Punkte J beziehen, mit 


1,4, 1,0 ..., , @=—1, 2,.. 8), 
und die auf die Punkte p beziiglichen Integrale mit 


Pp, p, ta p®, . (@ = 1, 2, eo 8 3) 
bezeichnet: 








ad 








(3)}- 


(4) 
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Dieses System von Gleichungen (3) besteht neben dem System (2). 
Verbindet man beide, indem man je eine Gleichung (2) von der ent- 
sprechenden in (3) subtrahirt, so erhilt man das folgende System, das 
sich ebenfalls auf die Curve 7” bezieht: 
py +p,” eee + p= A, +a, ees +a,°"-9—1,% ese eae 1, —t Cy 
r® +p + pea =". Ay +a. ...p4,0°-0_2® .... ote 
p 7 — p= = Rad sta” , ‘ oof aa H_]M) , ‘<0 ae uo) "eT, = 


Nach dem J wilted Umkehrproblem der Abel’schen Functionen 
lassen diese » — 3 Gleichungen aber eine eindeutige Auflésung fir 
die » — 3 Punkte p zu, und bestimmen dieselben als eindeutige Func- 
tionen der rechten Seiten dieser Gleichungen. Hier tritt nun der be- 
sondere Umstand ein, dass diese rechten Seiten vollstindig constant 


* sind, indem sie in keiner Weise von der individuellen Curve Z” ab- 


hingen, welche aus der dreifach unendlichen Schaar von Curven 7 
herausgenommen wurde. Dies beweist den folgenden Satz: 
Legt man durch « beliebige feste Punkte der Curve S eine Curve K 
m 


n é . 
von der Ordnung —,- — 1, welche in dem (n — 3) fachen Punkt von 


S einen (“+ fe ies 2) fachen Punkt besitzt, und lisst diese Curve K weiter : 


durch irgend ein System Q von (n — 2) Punkten von S gehen, welches 
einem Punkte der vielfachen Geraden a von  entspricht, wodurch 
dann die Curve K gerade bestimmt ist, so schneidet eine solche Curve K, 
welches System Q man auch wiihlen mag, die Curve S immer in dem- 
selben System P von n — 3 weitern Punkten. 

Und umgekehrt, wenn die ¢ Punkte / fest gegeben sind, findet 
man aus (4) eindeutig ein Punktsystem P von n — 3 Punkten p. Legt 


Hd n é — 
man sodann eine Curve K von der Ordnung “4 —1, die im (n — 3) 


fachen Punkte von S einen Cr _ 2) fachen Punkt hat, und durch 


die « Punkte / und das Punktsystem P hindurchgeht, so schneidet 
diese K die Curve S noch in » — 2 Punkten, fiir welche neben (4) 
auch (3), also auch das Gleichungssystem (2) besteht. In Bezug auf 
die Gleichungen (2), welche sich auf den Schnitt von S mit einer 
Curve »'** Ordnung beziehen, die einen (n — 2) fachen Punkt in dem 
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(n — 3) fachen Punkt von S hat, lasst sich aber der Satz des 
Abel’schen Theorems umkehren; das Bestehen dieser Gleichungen 
beweist, dass die Punkte v ein Punktsystem @Q bilden, welches einem 
Punkte der vielfachen Geraden der Fliche entspricht. Jede Curve 
des Biischels von Curven K, welche hier bestimmt worden sind, schneidet 
daher S in solchen » — 2 Punkten, die ein Punktsystem @ bilden, 
woraus der Satz folgt, der diese Systeme Y auffinden lehrt: 

Zu irgend welchen festen Punkten | der Curve S, von der Anzahl 
é, existiren auf der Curve S gewisse n — 3, durch die Punkte 1 voll- 
stiindig bestimmte Punkte p. Jede Curve K des Biischels von rationalen 
Curven der Ordnung ots —1, welche in dem (n — 3) fachen Punkt 
ae a — 2) fachen Punkt besitzen und durch die Punkte 1 


und p einfach hindurchgehen, schneidet die Curve S noch im einem 
System Q von n — 2 Punkten, welches einem Punkt der vielfachen 
Geraden der Fliiche entspricht. Die einfach unendliche Schaar dieser 
Systeme Q stellt also die Abbildung der Punkte der vielfachen Geraden vor. 

Es fragt sich nun, was diesen Siitzen auf der Fliiche p entspricht. 


Den Curven K von der Ordnung ats — 1, mit einem c = A. — 2) fachen 


Punkt in dem (n — 2) fachen eee der Ebene, entsprechen 
auf der Fliche Raumcurven von der Ordnung 


von S einen ("4 


n- ate? _ (n—2).*4t—4* on4 e—4, 
welche 
(n — 1) SFE? _ (y — 8). *F2—4* on4 e—5 
Punkte mit der vielfachen Geraden gemein haben. Es ist eine 
(n + « — 2)fach unendliche Schaar von rationalen Curven L. 


Fiir ein gerades ¢, also fiir » — 2m, werden diese Curven Z von 


Flichen der Ordnung » — 2 + ; ausgeschnitten, welche die vielfache 


Gerade a zur (n — 3 + *) fachen Geraden haben und durch diejenige 
rationale Curve C von der (n — 2)" Ordnung hindurchgehen, welche 
der dem (n — 2)fachen Fundamentalpunkte entsprechenden Curve C 
adjungirt ist. 

Fiir ein ungerades «, fir n»—2m- i, legt man die Flichen 
: = : , welche a zur (n a» = *) fachen 
Geraden haben, und lisst sie noch durch irgend eine der Curven der- 
jenigen einfach unendlichen Schaar von Curven (m — 1)" Ordnung 


der Fliche hindurchgehen , welche der dem (n — 2) fachen Fundamental- 
punkt entsprechenden Curve C adjungirt ist. 





der Ordnung » 
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Da hier bei der Abbildung eine der 2°"—?*—5 Curven C der Fliche 
bevorzugt ist, so gibt es 25"—*s—5 solcher (n + ¢ — 2) fach unend- 
lichen Schaaren von Raumeurven (2m + « — 4)! Ordnung, die 
2n + e— 5 Punkte mit a gemein haben, auf der Fiche. 


Ich wihle nun eine (n + ¢ — 2) fach unendliche Schaar, die 
einer Curve C zugeordnet ist, heraus, und schreibe den Curven dieser 
Schaar weiter vor, durch ¢ beliebig gewiihlte Punkte J der vielfachen 
Geraden einfach hindurchzugehen. Die durch diese festen Punkte (bei 
festen Tangentenebenen) gehenden Curven bilden noch eine (n — 2) fach 
unendliche Schaar. Aber unter dieser Schaar gibt es eine einfach 
unendliche Schaar von Curven K’, welche in der vielfachen Geraden 
einen (x — 2) fachen Punkt besitzen, und ihr entspricht in der Abbil- 
dung der Biischel der Curven K, welche durch ein Punktsystem Q 
und ein System von Punkten /, die U’ entsprechen, hindurchgehen. 
Da diese Punkte 7 nun auf S ein Punktsystem P bestimmen, so folgt, 
dass alle Raumeurven K’ der Fliche durch ein constantes, nur von 
den Punkten /’ abhiingiges, System TT von n — 3 weitern festen Punkten 
von a hindurchgehen , und zwar so, dass auch die Tangenten der Curven 
in jedem dieser Punkte immer in der nimlichen Tangentenebene der 
vielfachen Geraden fiir jede Curve der Schaar liegen. Auf diese Weise 


* gibt es, wenn die Zahl ¢ und die Punkte /’ mit ihren Tangentenebenen 


fest gewihlt sind, noch 25"—2s—5 Punktsysteme TT. 


Unter diesen Curven K’ gibt es solche mit zwei zusammenfallenden 
Zweigen in dem (n — 2)fachen Punkt. Dies tritt dann ein, wenn 
dieser Punkt ein Riickkehrpunkt der vielfachen Geraden a, d. h. ein 
solcher_Punkt, in dem zwei der » — 2 Tangentenebenen zusammen- 
fallen, ist. Die Zahl dieser Riickkehrpunkte ist 4n — 12; denn jedem 
Werth 4 des Parameters des Ebenenbiischels durch a entsprechen zwei 
Werthe uw des Parameters des Punktsystems von a, indem jeder der 
Kegelschnitte der Schaar a in zwei Punkten schneidet, and jedem 
Werthe von mw entsprechen » — 2 Werthe von 4, welche die n — 2 
Tangentenebenen eines Punktes von a bestimmen. Man hat daher 
eine Gleichung vom Grade » — 2 in 4, vom Grade 2 in uw, und die 
Discriminante dieser Gleichung, in Bezug auf 4 genommen, ist vom 
Grade 4m — 12 fiir uw. Ebensoviel Curven des Biischels K der Bild- 
ebene gibt es, welche S beriihren. 


Es ist noch zu bemerken, dass eine Raumcurve K’ dann in eine 
Gerade und eine Curve der Ordnung 2” + ¢ — 5 zerfillt, wenn die 
entsprechende ebene Curve K durch einen der 3 — 4 einfachen Fun- 
damentalpunkte hindurchgelegt wird. Ausserdem gehen die Curven K’ 
durch alle Knotenpunkte der Fliiche einfach hindurch. Wir haben 
daher die folgenden Resultate: 
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Auf der vielfachen Geraden a der Fliiche 9 gibt es 4n — 12 Riick- 
kehrpunkte, in denen je zwei der Tangentenebenen zusammenfallen. 

Nimmt man auf a ¢ Punkte 1 mit fester Tangentenebene beliebig 
an (e =0, 2, 4... fiir eim gerades n, = 1, 3, 5... fiir ein unge- 
rades n), so gibt es auf’ der Fliiche,2°"—**~ 5 einfach unendliche Schaaren 
von rationalen Raumcurven der Ordnung (2n + ¢ — 4), welche durch 
die Punkte 1 innerhalb der festen Tangentenebenen cinfach hindurch- 
gehen, welche ferner in irgend einem der Punkte der vielfachen Geraden 
einen (n — 2) fachen Punkt besitzen, welche weiter durch je ein be- 
stimmtes von 2°"—2s—5 Systemen von n — 3 Punkten TT auch so hin- 
durchgehen, dass die Zweige der Curven fiir jeden dieser Punkte in der 
niimlichen Tangentenebene liegen, und welche endlich durch die Knoten- 


punkte der Fiche hindurchgehen und noch =ts — 2 Punkte mit je 
einer der 23"—2s-5 Curven C von der (n — 2) Ordnung gemein 
haben. 

Jede dieser Schaaren enthilt 4n — 12 solcher Curven, in deren 
(n — 2) fachem Punkt zwei Zweige der Curve zusammenfallen, und 
diese singuliren Punkte fallen in je einen der Riickkehrpunkte von a. 
Ferner gibt es in einer solchen Schaar 3n — 4 Curven, welche in eine 
Gerade und eine Raumeurve (2n + ¢ — 5)'*" Ordnung, die noch einen 


(n — 3) fachen Punkt in a besitet, zerfallen. 


§ 7. 


Anwendungen. 1) Windschiefe Flichen x'* Ordnung mit einer 
(nm — 1) fachen Geraden. 


Ich werde mich im Folgenden, in der Absicht, die praktische 
Anwendbarkeit der hier dargelegten Methode der Abbildung auf der 
Ebene nachzuweisen, mit drei specielleren Flachenarten beschiiftigen, 
bei deren Abbildung die verschiedenen Theile der Methode zur Ver- 
wendung kommen; zuerst mit den windschiefen Fliichen »'** Ordnung 
mit einer (n — 1) fachen Geraden, um dabei durch successive Trans- 
formationen 2‘ Ordnung die méglichst niedrige Abbildung zu ent- 
wickeln; sodann mit der Fliiche 5'" Ordnung, welche eine Raumcurve 
4't Ordnung erster Species zur Doppeleurve hat, um durch Projectionen 
die Fliiche auf eine Fliche  zuriickzubringen, und endlich mit einer 
Fliche 6 Ordnung mit einer Doppelgeraden und doppelter Raum- 
curve 3'* Ordnung, um die Schaar rationaler Curven 4'* Ordnung 
dieser Fliiche auf die Kegelschnittschaar einer Fliche g zu reduciren. 

Die windschiefen Flichen n'*" Ordnung mit einer (x — 1) fachen 
Geraden bildet man durch Projection von einem Punkte der vielfachen 
Geraden aus auf der Ebene ab. Dabei bildet sich die vielfache Gerade 
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a einer solchen Fliiche ® als (x — 1) facher Fundamentalpunkt A ab, 
und ausserdem existiren » — 1 einfache Fundamentalpunkte B der 
Bildebene, welche den n — 1 vom Projectionscentrum P ausgehenden 
Geraden der Fliche ® entsprechen. Der dreifach unendlichen Schaar 
von ebenen Schnitten der Fliiche entspricht eine dreifach unendliche 
Schaar von Curven n'*" Ordnung mit einem (» — 1) fachen Punkte in 
A und n — | einfachen festen Punkten B, genommen aus der (n + 1) 
fachen Schaar solcher Curven der Bildebene. Dem Punkte P der viel- 
fachen Geraden a entsprechen die » — 1 Verbindungslinien der Punkte 
B mit dem Punkte A. 

Durch eine Cremona’sche Transformation zweiter Ordnung, de- 
ren Grundpunkte in den Punkt A und zwei der Punkte B hineinzu- 
legen sind, gehen die betrachteten Curven n'*' Ordnung der Bildebene 
iiber in Curven von der Ordnung 


2n —(n—1)—2=n—1, 


mit einem festen (n — 2) fachen Punkte A’ und » — 3 festen einfa- 
chen Punkten B’. Dabei bildet sich die vielfache Gerade a der Fliche 
® auf der neuen Bildebene als eine Gerade ab, mit welcher jede der 
Curven (# — 1)' Ordnung » — 1 Punkte gemein hat, die auf dieser 


-Geraden eine gewisse Lage gegeneinander haben, welche von n — 2 


Bedingungen abhiingt. Dem Punkte P von a entsprechen die n — 3 
Verbindungslinien des Punktes A’ mit den Punkten B’ und ausser- 
dem zwei Punkte auf der a abbildenden Geraden. 

Bei weiterer Transformation zweiter Ordnung gehen die Curven 
(n — 1)" Ordnung in solche von der (nm — 2)" Ordnung iiber, mit 
einem festen (n — 3) fachen Punkte A” und n — 5 festen einfachen 
Punkten B”. Die vielfache Gerade a bildet sich als Kegelschnitt ab, 
welcher durch den Punkt A” einfach hindurchgeht. Dem Punkte P 
entsprechen die » — 5 Verbindungslinien von A” mit den B”, und 
ausserdem vier Punkte auf dem a abbildenden Kegelschnitte. 

Indem man so fortfiihrt, bis sich die Ordnung der die ebenen 
Schnitte abbildenden Curven nicht weiter erniedrigen liisst, findet man 
die folgende Abbildung: 


1. fiir ein gerades n:n —=2m. Man erhiilt, nach m — 1 Trans- 
formationen zweiter Ordnung, fiir die Abbildung ebener Schnitte von 
® Curven von der (m- 1)" Ordnung, mit einem festen m fachen 
Punkte @ und einem festen einfachen Punkte £. Die vielfache Gerade 
a von ® bildet sich ab als Curve S von der Ordnung m— 1, welche 
in @ einen (m — 2) fachen Punkt besitzt. Dem Punkte P der viel- 
fachen Geraden entspricht die Verbindungslinie der beiden Punkte 
a, B, und ausserdem 2m — 2 Punkte auf der Curve S. 

2. fiir ein ungerades n : = 2m qgl. Man erhiilt, nach m suc- 
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cessiven Transformationen zweiter Ordnung, fiir die Abbildung ebener 
Schnitte von ® Curven von der Ordnung m+ 1, mit einem festen 
m fachen Punkte a. Die vielfache Gerade a bildet sich ab als Curve 
S von det Ordnung m, mit einem (m — 1) fachen Punkte ina. Dem 
Punkt P entsprechen, wie jedem andern Punkte von a, 2m Punkte 
von 8S. 

Ich bemerke, dass, wenn man von der Abbildung durch Curven 
n' Ordnung mit einem festen (x — 1) fachen Punkte A und »— 1 
festen einfachen Punkten B ausgeht, die Reihenfolge der hier benutz- 
ten Transformationen zweiter Ordnung iquivalent ist, fiir n — 2m 
mit einer einzigen Transformation m'** Ordnung, deren Curven A zum 
(m — 1) fachen und 2m — 2 der Punkte B zu einfachen Punkten ha- 
ben ; fiir » = 2m-+ 1 mit einer Transformation (m + 1) Ordnung, 
deren Curven A zum m fachen, die B zu einfachen Punkten haben. 

Die Curvenschaaren, welche auf diesen windschiefen Flichen ® 
liegen, kann man nach dem Princip classificiren, welches Herr Clebsch 
bei den windschiefen Flichen dritter Ordnung, Math. Annalen, Bd. 1, 
pag. 634 angewendet hat. Man kann nimlich alle Curven der Fiche, 
die wirkliche vielfache Punkte enthalten, als specielle Fille solcher be- 
trachten, die nur scheinbare Doppelpunkte besitzen. Indem man nun 
diese nach ihrer Ordnung und der Zahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte 
von einander unterscheidet, findet man diese beiden Merkmale cha- 
racterisirt durch die beiden Zahlen 7, y, wenn die entsprechende Curve 
der Bildebene von der Ordnung r ist und y fach durch den Fundamen- 
talpunkt « der Bildebene hindurchgeht. 

Es sei zuerst der Fall, dass n wngerade, n = 2m + 1, behandelt. 

Die durch (r, y) characterisirten Curven auf der Fliche ® seien 
als eine besondere Familie bezeichnet. Die Ordnung dieser Raum- 
eurven sei N, ihr Geschlecht p, so dass: 

N=(m+1)r—my 
ee Ce? as Wee 8 es Ser 








2 2 2 
Wenn man diese Familien nach p ordnet und die Bezeichnungen: 
e=r—2+y 
y=r—l—y 
einfiihrt, so hat man: 
~— ttyts x—y+1 
— panies 
a+ (2m+1 2m + 3 xy 
Nae tt mt byt + ; yen ay 





Hier ist y =r — 1, fiir r > 1, daher a und y nicht negativ, das eine 
gerade, das andere ungerade. Die simmtlichen hier existirenden Fa- 
milien sind die folgenden: . 
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1. r=1, y=1. Die Schaar der Geraden durch den Punkt a 
sind die Bilder der Erzeugenden der Fliche 9. 

2.y=r—1, p=0. Dies giebt fiir die Fliiche © eine wnend- 
liche Schaar von Curvenfamilien des Geschlechts 0. Von jeder Ord- 
nung N > m -+ 1 existirt eine solche Familie, deren Glieder jede Er- 
zeugende einmal treffen; es giebt eine 2 (N— m) fach unendliche 
Schaar solcher Curven N'* Ordnung auf der Fliche. Hierher gehért 
auch noch, dem Punkte @ entsprechend, eine einzelne rationale Raum- 
curve m'* Ordnung der Fliche, die jede Erzeugende in einem Punkte 
trifft. 

3. Ausserdem giebt es, jedem p entsprechend, nur eine endliche 
Anzahl von Curvenfamilien. Man erhiilt die entsprechenden Zahlen 
2, Y, indem man die Zahl 2p auf alle méglichen Arten in einen 
geraden und einen ungeraden Factor zerlegt, unter Beachtung der 
Bedingung y< «+1. 

Insbesondere ist hier die Zerlegung « = 2p, y = 1 zu erwihnen, 
die auf r—=p-+2, y= p fiihrt. Dieser Zerlegung entspricht auf 
der Fliche ® eine (3p + 5) fach unendliche Schaar von Raumcurven 
der Ordnung 2m + p+ 2, welche zwei Punkte mit jeder Erzeugen- 
den gemein haben. 

Fiir den Fall, dass » gerade, n = 2m, hat die Abbildung einen 
m fachen Punkt « und einen einfachen Fundamentalpunkt 6. Dieser 
Punkt 6 stellt eine bestimmte Erzeugende der windschiefen Fiche 
vor, welche nur in der Abbildung, nicht auch auf der Fliiche, beson- 
ders-ausgezeichnet ist. Wenn man daher die allgemeinen Curven der 
Fliche untersucht, muss jede Curve der Bildebene von der Ordnung 
r, die in « einen y fachen Punkt besitzt, in B einen (r — y) fachen 
Punkt besitzen; denn dann schneidet diese entsprechende Curve der 
Fliche jede der Erzeugenden in (ry —y) Punkten und geht nicht durch 
den Punkt P der vielfachen Geraden a@ hindurch. Auch hier kann 
man daher die Curven der Fliche nach der Characteristik (7, y) in 
Familien eintheilen und hat nun: 


N=(m-+ 1) r— my — (r — yr) = mr —(m— 1) 
gree SS .. BES? OE ane Boe 


2 2 2 


7 


Ordnet man wieder nach p und setzt 
r=r—y—l, 
so folgt: 
r=atytl, p=a«(y—1), N=m(e+1)+y?7. 
1. p=0, y=1. Man erhilt eine wnendliche Schaar von Cur- 
venfamilien des Geschlechts 0, von der Ordnung N = m (r — 1) + 1, 
wo ry alle Werthe durchliiuft. Darunter sind, fiir r= 1, die Erzeu- 
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genden der Fliche enthalten. Diese Curven schneiden die vielfache 
Gerade a in N—r-+1 Punkten und bilden eine (27 — 1) fache 
Schaar. 

2. p=0, y=r—1. .Man erhiilt eine zweite unendliche Schaar 
von Curvenfamilien des Geschlechts 0, von jeder Ordnung N > m. 
Ihre Glieder treffen die Erzeugenden der Fliiche in je einem Punkte. 
Kine Familie N bildet eine 2 (N — m) + 1 fach unendliche Schaar 
von Curven. Die Familie N = m+ 1 ist schon sub 1. enthalten. 

3. p> 0. Fir jedes gréssere p giebt es nur eine endliche An- 
zahl von Curvenfamilien, die man erhilt, indem man p in zwei Fac- 
toren, « und y — 1, zerlegt. Insbesondere existirt hier, fiir «= p, 
y = 2, eine (3p-+ 5) fach unendliche Schaar von Raumecurven der 
Ordnung m (p+ 1) + 2, welche jede Erzeugende in p + 1 Punkten 
schneiden, und, fir z=—1, y=p-+1, eine (3p + 5) fach unend- 
liche Schaar von Raumcurven der Ordnung 2m + p+ 1, welche jede 
Erzeugende in 2 Punkten schneiden. 

In Betreff der Abbildung der vielfachen Geraden a der Fliiche ® 
finden sich auch hier die am Anfange des §6. gemachten Bemerkun- 
gen bestiitigt. Fiir den Fall n = 2m existirt hier auf der Fliche © 
ein Punkt P, einer der 2m — 1 in einen Punkt der Geraden @ zu- 
sammenfallenden Punkte, dem auf der Bildebene eine Gerade entspricht, 
welche die beiden Fundamentalpunkte « und B verbindet. Somit er- 
hilt die Function 6 des § 6. einen linearen Factor, der abzusondern 
ist, und die Abbildung der vielfachen Geraden wird von der Ordnung 


(2m — 4) (m+ 1)+4 @ 


2m —2 es 


a_ s 2m — 4) m+ 2 ° ° 
mit einem 2" —4)™ +2 _ (m — 1) fachen Punkte in @ und einem 


2m — 2 
(2m — 4) +2 
2m — 2 
fallt in die dem Punkt P entsprechende Gerade und eine weitere 
Curve S, so wird diese letztere Curve, als die eigentliche Abbildung 
von a, wie schon erwihnt, von der Ordnung m—1, mit einem 
(m — 2) fachen Punkte in a. 





= 1fachen Punkte in 6. Und da diese Abbildung zer- 


§ 8. 


Anwendungen. 2) Fliche fiinfter Ordnung mit einer 
Doppelecurve vierter Ordnung erster Species *). 


Die Gleichung einer solchen Fliiche ® ist von der Form 
*) Diese Fliche ist in jiingster Zeit auf einem neuen, von dem hier eingeschla- 


genen ganz verschiedenen Wege von Herrn Clebsch behandelt worden, Abhand- 
lungen der Gittinger Societiit, 1870, Band 15. 
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(1) o= Aw + 2Buv0+ Cv’? =0, 
wo uw, v Fliichen zweiter Ordnung, A, B, C Ebenen sind. Da der 
Fliichenbiischel 
(2) v—iu=0 
in einer Schaar von Kegelschnitten schneidet, die aus der Verbindung 
von (2) mit 
(3) A+ 2Bi+ CC? =0 
hervorgehen, so ist ® auf einer Ebene abbildbar. Nach der friiher 
entwickelten Methode projicirt man zu diesem Zwecke die Kegelschnitte 
zuerst auf die entsprechenden Ebenen eines Ebenenbiischels. Man 
fiihrt dies dadurch aus, dass man die Coordinaten x der Fliche pro- 
portional setzt mit 

Or, =; OX, = Y2 » Or; = Ys » oxz,=k, 
sodann k& aus (2) und (3) fiir die diesen Gleichungen geniigenden 
Werthsysteme von x bestimmt und endlich 4 durch die’ Gleichung 
eines Ebenenbiischels . 
(4) Y, — Ay, = 0 


eliminirt. Da hier v — Aw =O selbst auf einer Ebene abbildbar ist, 


so kann man dieses Verfahren vereinfachen. Es seien uw und v von 


der Form 
U = Ly P (Hy, Ha, Xx) — W(X, La, X3) , 
v= 4,9 (%, Tq, &3) — W(x, Ly, Xs) , 
wo gy, @ lineare Functionen, ~, y Functionen zweiten Grades von 
%, %, tz. Indem man von dem Punkte (w, = 2, = 2, =) aus pro- 
jicirt, findet man : 
o%, = { P (Yrs Yor Ys) — 49 (Ys Yr, Ys)} 
QL, = Yo 1 H' (Yrs Yor Ys) — 4 (iy Yor Yat 
Or, = ¥3 { P (Yr> Yor Ys) — 49 YW» Yo» Ys)f 
or, = VY (Yrs Yor Ys) — 2 (Ws Yo» Ys) 
und durch Elimination von 4 mittelst y, — Ay, = 0: 
o%=H7 19 VY) —nePWL=y¥S 
0%, = 92 {ys 9 (vy —% — Y)} =H S : 
0%; = Ys {Ys 9 (VY) — 1 9 YO) = 4s 8 
a= wVYY—KHYY) = T 
Somit werden die x Functionen dritter Ordnung der y, und die For- 


meln (5) vermitteln den eindeutigen Uebergang von der Fliche (1) 
zur Fliiche 


(6) 


(5) 


vo = Ay? +2Byy,+Cye~=0, 
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wo in A, B, C die x durch (5) zu eliminiren sind. Die Umkehrung 
geschieht eindeutig durch die Formeln dritter Ordnung 

= %%, Yo = 7%, ¥3 = 73%, Y, = % v. 
Die Fliche ’ (6) ist von der fiinften Ordwung und enthiilt (y,—=y,—0) 
als dreifache Gerade. Sie hat ferner in (y, = y, = y, = 0) einen 
Doppelpunkt. Die Abbildung der Fliiche ®’ und damit auch die der 
Fliche © kann daher nach § 5. ausgefiihrt werden. 

Indess zeigen die Gleichungen (5) und (6), dass man die Abbil- 
dung von ® noch einfacher durchfiihren kann, wenn man die Coordi- 
natenebene x, = 0 mit der Ebene C = 0, welche irgend eine der die 
Kegelschnittschaar aus ® ausschneidenden Ebenen vorstellt, zusammen- 
fallen liisst. Denn dann hebt sich aus (6) noch der Factor y, heraus, 
und der Fliche ® entspricht vermége (5) Punkt fiir Punkt eindeutig 
die Fliche 
(6) o* = Ay, + 2By, + Sy? =0. 


Diese Fliche <” ist nur von der vierten Ordnung und enthilt 
(Ys = y¥, =) als Doppelgerade (y, = y, = y, = 0) als einfachen 
Punkt. Ihre Coordinaten driicken sich daher aus als ganze homogene 
Functionen vierter Ordnung dreier Parameter, mit einem doppelten 
und 8 einfachen Fundamentalpunkten. 

Um nun die Abbildung der Fliiche © zu erhalten, muss man auf 
®” die Curven aufsuchen, welche den ebenen Schnitten von ® ent- 
sprechen. Zu diesem Zwecke bemerke ich: 

1. Die Gerade (y, = y, = 0) gehért S und 7 einfach, der Fliche 
©” doppelt an. Der Punkt (y, = y, = y; = 0) ist einfacher Punkt 
der Fliche ®” und des Hyperboloids S, ein Doppelpunkt der Fliche 
T. Die Flaichen S und 7 schneiden sich ferner noch in einer Raum- 
curve fiinfter Ordnung,”K, welche in (y, = y, = y, = 0) einen Dop- 
pelpunkt besitzt und welche mit der Geraden (y,—=y,—0) drei 
Punkte gemein hat. Die Fliiche ©” enthilt die Curve K einfach. 
Die Flichen dritter Ordnung der Schaar (5) verhalten sich wie 7. 

2. Diese Charakteristik der Functionen 7’ geniigt, um immer von 
®” aus zu einer Fliiche ® zu fiihren. Denn zwei solcher Flichen drit- 
ter Ordnung 7’ schneiden sich noch in einer beweglichen Curve dritter 
Ordnung; die in (y, = y¥, = Y, = 0) einen Doppelpunkt besitzt und 
die Gerade (y, = y,—=0) einmal, die Curve K noch dreimal trifft. 
Die Curve -dritter Ordnung schneidet daher die Fliche ®” noch in 


3.4—2.1—1.2—3.1=5 


beweglichen Punkten ausserhalb K und (y, = y, = 0), daher wird © 
von der fiinften Ordnung, da die Fliichen 7, als eine dreifach unend- 
liche Schaar, zur Transformation zu verwenden sind. 
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3. Einem beliebigen ebenen Schnitt von © entspricht somit auf 
®” eine Curve U von der Ordnung 3 .4— 5 — 2=5, deren Abbil- 
dung zu suchen ist. Den ebenen Schnitten von ©” mégen, in der 
Abbildung auf einer Ebene, Curven vierter Ordnung entsprechen, die 
im Punkte a einen Doppelpunkt, in den Punkten b,, b,, .., bg ein- 
fache Punkte besitzen. 

Die Abbildung von K ergiebt sich aus der des Schnittes von S 
mit ®”. S =O geht noch durch eine einfache Gerade von-®”; denn 
vermége S=0O zerfillt 6” —0 in TO und in eine durch (y,=y,=0) 
gehende Ebene. Diese Gerade mége sich auf der Ebene durch den 
Punkt b, abbilden. Ferner geht S durch die Doppelgerade (y,—=y,—0), 
deren Bild die durch a, b,, b,, .., b, gehende Curve dritter Ordnung 
ist. Der weitere Schnitt von S mit ©”, die Curve K, bildet sich da- 
her ab als Curve von der Ordnung 2.4—3=5, die in a einen 
2.2—1=3 fachen, in Bb, einen 2.1—1-+ 12 fachen und in 
b,, b,, .., b, 2.1—1 = einfache Punkte hat. 

Die ebenen Schnitte von , oder die Curven U auf ©”, kénnen 
jetzt auf der Ebene abgebildet werden. Die Abbildungen von Schnitt- 
curven von Fliichen dritter Ordnung mit ©” sind Curven zwilfter 
Ordnung, mit 6 fachem Punkte in a, 3 fachen Punkten in den b. 

Da aber die Fliichen T die Doppelgerade und die Curve K ein- 
fach enthalten sollen, so geht hievon deren Bild ab: 

eine Curve dritter Ordnung, mit 1 fachem Punkte in a, einfachen 
Punkten in den b, und . 

eine Curve fiinfter Ordnung, mit 3 fachem Punkte in a, Doppel- 
punkte in b,, einfachen Punkten in b,, b,, ... ;. 

Somit bilden sich die Uab als Curven von der Ordnung 12—3—5 =4, 
mit einem 6 — 1 — 3 = 2 fachen Punkte in a, nur mit 3— 1— 2=0 
fachem Punkte in b, und 3— 1— 1—1 fachem Punkte in b,, b,, .. b;. 
Durch den dem Punkte (y, = y, = y, = 0) auf der Ebene entspre- 
chenden Punkt gehen diese Curven nicht hindurch, da die U durch 
den Punkt (y, = y, = y, = 0) nicht mehr gehen. 

Die ebenen Schnitte von ® bilden sich ab als Curven vierter Ord- 
nung mit einem doppelten Fundamentalpunkte und 7 einfachen Funda- 
mentalpunkten. 

Diese Abbildung ist auch die méglichst niedrige. Umgekehrt ent- 
spricht, bei beliebiger Lage der Fundamentalpunkte, jeder solchen Ab- 
bildung eine Fliche fiinfter Ordnung der betrachteten Art. 

Diese Abbildung lehrt, dass auf der Fliche ® eine endliche An- 
zahl von Kegelschnitten existirt, welche jeden Kegelschnitt der auf 
® liegenden Schaar in je einem Punkte schneiden. Die Kenntnias 
dieser Kegelschnitte wiirde daher direct zu einer Abbildung gefiihrt 
haben. Der unmittelbare Nachweis der Existenz derselben wiirde aber, 
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wie die Betrachtung der 7 zerfallenden Kegelschnitte der Schaar zeigt, 
die Liésung des folgenden geometrischen Problems erfordert haben: 

Wenn eine Raumeurve vierter Ordnung erster Species und 5 ihrer 
Sehnen gegeben sind, soll die Anzahl der Kegelschnitte bestimmt werden, 
welche die Curve in drei Punkten, die Sehnen je einmal treffen. 

Eine rein geometrische Lésung dieses .Problems (Anzahl = 2) 
giebt Herr Liiroth, Math. Annalen, Bd. 3. Seite 124. 

Indessen bemerke ich, dass es hier, wo dieses Problem im Zu- 
sammenhange mit einer Abbildungsaufgabe auftritt, nicht ndthig wird, 
dasselbe unabhiingig von diesem Zusammenhange zu lésen. Vielmehr 
bietet dieser Zusammenhang grosse Vortheile, wenn man sich zugleich 
des folgenden algebraischen Satzes bedient: 

Wenn ein Problem auf cine Reihe von algebraischen Gleichungen 
fiihrt, deren Anzahl gleich der der darin enthaltenen Unbckannten ist, 
und wenn fiir eine specielle Annahme der Constanten des Problems eine 
endliche Zahl eigentlicher Lisungen existirt und durch die Speciali- 
sirung nicht unendlich viele weitere Lisungen hereingebracht wer- 
den, so hat auch der allgemeine Fall eine endliche Anzahl eigentlicher 
Lésungen. 

Denn es fragt sich im allgemeinen Falle nur, ob die Gleichungen 
einander nicht widersprechen, oder ob nicht eine schon eine Folge 
der andern ist. Im letztern Falle treten unendlich viele Lésungen auf 
und das Gleiche tritt im erstern Falle bei einer Specialisirung ein, 
durch welche das Widersprechende aufgehoben wird. 

Das oben aufgestellte geometrische Problem fiihrt nun auf 8 Be- 
dingungen fiir die achtfach unendliche Schaar von Kegelschnitten, die 
im Raume existiren, und jeder Kegelschnitt, welcher den Bedingungen 
geniigt, liegt auf der Fliche fiinfter Ordnung, welche die Curve vier- 
ter Ordnung als Doppeleurve und die 5 Sehnen einfach enthilt. Hier 
bietet sich nun von selbst die Fliche fiinfter Ordnung zur Untersu- 
chung des méglicherweise speciellen Falles dar, dass ein den Bedingun- 
gen geniigender Kegelschnitt wirklich existirt. 

Man kann also so verfahren, dass man die Existenz eines solchen 
Kegelschnitts supponirt, wodurch nur eine Specialisirung der Fliche 
fiinfter Ordnung und der Lage der Sehnen gegen die Curve herbei- 
gefiihrt werden kénnte? Unter dieser Voraussetzung lisst sich aber 
die Flache fiinfter Ordnung abbilden. In der Abbildung hat man nun 
das Mittel, mit Leichtigkeit zu entscheiden, ob eine unendliche oder 
endliche Anzahl von Kegelschnitten auf der Fliche existirt, welche 
die vorgeschriebenen Bedingungen erfiillen. Wenn sich, unter Be- 
riicksichtigung der méglichen uneigentlichen Lésungen, diese Anzahl 
als eine endliche findet (wie hier = 2), so wird durch diesen Umstand 
bewiesen, dass auch der allgemeine Fall eine endliche Anzahl von Lé- 
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sungen hat (hier ebenfalls = 2, da keine uneigentlichen Lésungen 
nachzuweisen sind), dass also iiberhaupt die abgebildete Fliche schon 
die allgemeinste ihrer Art war. 

Da es bei den meisten Abbildungsaufgaben nicht schwer ist, zu 
einem zugehérigen geometrischen Problem, analog dem oben fiir die 
Fliche ® von der fiinften Ordnung oder dem § 4. fiir die Flichen 
ne’ Ordnung mit (n — 2) facher Geraden aufgestellten Problem, zu ‘ge- 
langen, so ist das eben gegebene Verfahren fiir die praktische Durch- 
fiihrung der Abbildung gegebener Fliichen sehr anwendbar. 


g 9. 


Anwendungen. 3) Fliche F von der sechsten Ordnung mit 
einer doppelten Raumcurve dritter Ordnung und einer diese 
nicht schneidenden Doppelgeraden. 


Diese Fliche F liisst sich in die Form setzen : 
(1) F=LAKYY=O, (i, K=—1, 2, 3) 
wo = 
[a= L, M, — L, M, 
- (2) y, = L, M, — L, M, 
y3 = L, M, — L, M, 
und 
(3) Ag = ay @;? + 2 Ban %, X, + Ya X,’ , 
wobei die L;, M; lineare homogene Functionen von #,, 2, 23, 2%, 
die a, Bx Constanten sind. Die Fliiche F' lisst sich auf einer 
Ebene ‘eindeutig abbilden; denn jede Ebene des Ebenenbiischels 
“, — Ax, =O schneidet die Fliiche in einer beweglichen rationalen 
Curve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten. 
In der Form (1), (2), (3) enthalt die Fliche F' noch 18 Constan- 


ten homogen. Ich will zuerst nachweisen, dass die Doppeleurve drit- 


ter Ordnung und die Doppelgerade wirklich Ts — 18 = 66 Con- 
stanten absorbiren. 
Wegen der doppelten Raumcurve dritter Ordnung gilt immer die 


Form (1), (2), oder, was dasselbe ist, die Form: 





| A, 4, Ay L, M, 
| 4, A» Ay L, M, 
=|Az, Ay Az L, My) = 9, 
L, £L, L, 9 OQ 
|M, M, M, 0 O 





wo A; = A, Es fragt sich, wie viele Constanten diese Gleichung 
noch enthilt, wenn man die A, als allgemeinste Fliichen zweiter 
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Ordnung annimmt. Man erkennt aber leicht, indem man die beiden 
letzten Vertikalreihen der Determinante, mit A,, B, multiplicirt, zur 
ersten addirt, die beiden letzten Horizontalreihen, mit C,, D, multi- 
plicirt, zur ersten addirt, etc., dass man, ohne den Werth der De- 
terminante zu iindern, auch setzen kann 


A,,+ (A, + C,) L, + (Bi + D,) YU, statt Aj, 
Ay+ (A,+ C,) L,+ (B, + D,) MN, ” Ay, 
A;,-+ (A,+ C;) D,+ (By+ D;) M, ” As, 


2A,3+ (A;+ C;) L,+ (By+ D;) M,+ (A, + C,) D+ (B,+ D,) mM, ” 2 Ay; 
2As,+ (A, + C,) L3+ (B,+ D,) My+ (Ag+ Cs) L,4+ (By+ D;)M, 4, 24s, 
2A,.+ (A,+ C,) L,+ (B,+ D,) M,+ (A, + C,) L,+ (B,+ D,) M, ” 2 Ay ? 


wo die A;, B;, C;, D; lineare Ausdriicke vorstellen. Durch eine Be- 
stimmung dieser Gréssen, lassen sich somit in den Hyperboloiden A,,, © 
A,,, As, je 7 Constanten zerstéren. Indess enthalten dann die 
(A; + C;), (B; + D,) immer noch je eine willkiirliche Grosse, und man 
kann nachher noch setzen: 

2A,, +k (L, UM, — L, M,) statt 2 A,, 

2 A;, + hk’ (L, M, — L, Ms) » 2As, 

2A,,—(kK +h’) (L,M,—L,M,) 5, 2A). 
Somit kann man in diesen Fliichen A,,, A;,, A,, dann noch 2 wei- 
tere Constanten zerstéren, und die Fliche F’ enthalt noch 6.10 
—3.T— 2 = 37 Constanten homogen. Eine Doppelgerade absorbirt 


aber nach § 4. in einer Fliche sechster Orduung 19 Constanten,, iiber- 


haupt werden also 1+5-? — 37 + 19 = 66 Constanten absorbirt. 


Die Abbildung der Fliche F' nach unserer Methode macht sich 
hier sehr einfach. Wir betrachten die Schaar rationaler Curven vier- 
ter Ordnung, welche von dem Ebenenbiischel ausgeschnitten wird, der 
seine Achse in der Doppelgeraden a der Fliiche hat. Durch die Dop- 
peleurve dritter Ordnung, A, der Fliiche werde die zweifach unend- 
liche Schaar von Hyperboloiden gelegt, welche iiberhaupt durch A hin- 
durechgehen kénnen. In jeder Ebene des Biischels wird dadurch eine 
zweifach unendliche Schaar von Kegelschnitten bestimmt, die zu Ba- 
sispunkten die drei Punkte haben, in welchen die Ebene von der 
Jurve A geschnitten wird. Die Transformation, zu welcher diese 
Schaar fiihrt, ist daher eine Cremona’sche Transformation zweiter 
Ordnung und direct und eindeutig umkehrbar. Durch sie wird die 
ganze Ebene des Biischels eindeutig auf der entsprechenden Ebene 
eines zweiten Ebenenbiischels abgebildet, wobei der rationalen Curve 
vierter Ordnung, welche ihre drei Doppelpunkte in den drei Basis- 
punkten der Transformationscurven besitzt, ein Kegelschnitt der zweiten 


. 
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Ebene entspricht. Die durch diese Kegelschnitte erzeugte Fliche 
wird von der vierten Ordnung, mit einer Doppelgeraden und einem 
Doppelpunkt, und ihre Abbildung ist bekannt. 

Um dieses analytisch nachzuweisen, benutze ich aus der zweifach 
unendlichen Schaar von Hyperboloiden, welche durch A gehen, die 


a drei oben mit y; bezeichneten, aus welchen sich die iibrigen linear 
” zusammensetzen : 
A,, y, = L, M, — L, M, 
Ay, y, = L; M, — L, M, 
» Ay, y; = L, M, — L, M, 
» As, und fiige den Ebenenbiischel 
Ain, § y, — Ay; = 0 


: hinzu. Dieser Biischel, mit dem Biischel 2, — Ax, =O verbunden, 
giebt die Relation 
(4) HY, = L,Y, = 9, 
: und man erhalt die Transformationsformeln : 
oy, = 2; (L, M, — L; M,) 
(5) OY. = ws (L, M, — L, Ms) 
0 Ys = 3 (L, M, — L, M,) 

; oy, = %, (L, M, — L, M,), 

welche den Uebergang von der Fliiche (1) zu einer neuen Fliche 
) bewerkstelligen. Diese Fliche g ergiebt sich, indem man die x aus 
(1) und (5) eliminirt, was hier direct durch Einsetzen von (4) und 
(5) in (1) geschehen kann. Die Flaiche g wird dann 
(6) ss p= 2 Anyi =0 ’ ((, k=1, 2, 3) 
wo 
(7) Ay = in Ys” + 2 Bix Ys Y4 + Vie? » 
eine Fliiche vierter Ordnung, die (y, = y,—0) als Doppelgerade, 
' (Y; = 4%. = Y3 =) als Doppelpunkt besitzt. Die Formeln (2) oder 
: (5) lassen sich aber direct umkehren. Man hat zuerst 
ZL; y= SA, Ly, = 0 

i k 


(8) 2M; y: = 2 uw, XH =O 
; i : k 
(¢=1, 2, 3, k=1, 2,3, 4), 
- wobei 
= 2 lei Yi 
’ i= 2 Miz Yi - 
Fiigt man noch y, %, — y; 2, =O hinzu, so ergiebt die Elimination 


der x: 








206 Max Noerner. Ueber Flichen , 


| aa 
(9) 64% =f = Oa, ? 
| @ @ @, 
| 0 0 —-% Ys 
(10) PF a oe ee & 





| *: Fe Fe Be 
Die Formeln (5) und (9) geben den Uebergang von F' zu gm und von 
g zu F’. . Ich betrachte jetzt die Abbildung von F' auf  niher. 

Die Transformationsflichen /, in (9) haben mit der Fliiche die 
Doppelgerade (y, = y, 0) gemein, der auf F der Schnitt des Hy- 
perboloides L, M, — L, M, =0, eime Raumcurve seehster Ordnung 
vom Geschlecht 1, entspricht. Ferner hat jede der 4 Functionen f, 
in dem Doppelpunkt von » selbst einen Doppelpunkt. Diesem Doppel- 
punkt von g muss eine rationale Curve von J’ entsprechen, und in 
der That zeigt (5), dass dies die rationale Curve vierter Ordnung ist, 
welche die Ebene x, 0 aus F ausschneidet. Aber bei diesem Ueber- 
gange von F' zu » giebt es noch weitere Fundamentalpunkte auf g. 
Denn die drei Flichen /, = 0, f, =9, gy =O schneiden sich, nach 
Salmon’s Raumgeometrie (Fiedler’s Uebersetzung, Theil II., pag. 
123) ausser der Doppelgeraden von g noch in 24 Punkten, von denen 
indess 8 in den Doppelpunkt (y, = y, = y,; = 0) von @ fallen. Fiir 
die tibrigen 16 Punkte, fiir die 2f,4,—0 und Y/, wy, —O ist, hat 
man also 

(As Ys + Ay Yu) (Ar He — Ay ty) = 0 

(3 Ys + My Ys) (Ay Hy — Ag my) = O.~ 
Wenn A, y; + 4, y, = 0 und uw, y, + w, y¥, = 0, so verschwinden auch 
f, und f,, ohne dass f; und f, verschwinden. Nun schneiden sich die 
beiden Hyperboloide 


Asy; tAy, =9, Hs Ys + By Y, = 0 
und die Fliiche m ausser der Doppelgeraden von @ in noch 8 Punk- 
ten, von denen 2 in den Punkt (y, = y, = y,; = 0) fallen. Fiir die 
iibrigen 16 — (8 — 2) = 10 Punkte muss 4, uw, — 4, u,, also f, und 
{, verschwinden. Diese 10 Punkte sind somit einfache Fundamental- 
punkte der Fliche 9. 

Diesen 10 Fundamentalpunkten entsprechen, da die f, einfach 
verschwinden, Gerade der Fiiche F’, welche der Schaar von rationalen 
Curven vierter Ordnung angehéren. Es ist auch geometrisch leicht, 
ihre Existenz nachzuweisen. Denn die Sehnen der Doppelcurve A von 
F’, welche zugleich die Doppelgerade a schneiden, erzeugen eine wind- 
schiefe Fliche vierter Ordnung, welche A zur Doppelcurve und a zur 
einfachen Geraden hat. Der Schnitt dieser Fliche mit F' ist, ausser 
A und a, eine Curve zehnter Ordnung, welche hier, da F’ von den 
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Erzeugenden der windschiefen Fliiche ausser A und a nicht mehr ge- 
schnitten wird, in 10 Gerade zerfiallt. 

Unter der Schaar £ von rationalen Raumcurven vierter Ordnung 
auf F’ giebt es ausser den 10 Curven, die je in eine Gerade und eine 
rationale Curve dritter Ordnung zerfallen, noch weitere zerfallende 
Curven. Den 6 Ebenen des Ebenenbiischels entsprechend, welche 
in Geradenpaaren schneiden, schneiden 6 Ebenen des durch a gehen- 
den Ebenenbiischels die Fliiche F' in Kegelschnittpaaren. Den beiden 
Geraden auf gp, die durch den Doppelpunkt von g gehen, entsprechen 
auf F' zwei Punkte auf der den Doppelpunkt abbildenden Curve vier- 
ter Ordnung. 

Noch ist zu dieser Abbildung von F' auf » zu bemerken, dass 
man, wenn die Fliche » mit Doppelgeraden 6 und Doppelpunkt P 
gegeben ist, die 10 einfachen Fundamentalpunkte dieser Fliche durch- 
aus nicht beliebig auf g annehmen darf, wenn sie das Bild einer 
Fliche F' vorstellen soll. Denn den Abbildungsfunctionen dritter 
Ordnung (9) kénnte man nur die Bedingungen auflegen, b einfach zu 
enthalten, in P einen Doppelpunkt zu besitzen und durch 8 Punkte 
von g hindurchzugehen, wenn sie nicht linear von einander abhiingen 
sollen. Die 10 Punkte miissen auf der Schnittcurve von g mit einem 


. Kegel 4, uw. —- 4, w, = 0 liegen und dabei noch ein Schnittpunktsystem 


bilden, das ich unten, bei der Abbildung auf der Ebene, naher unter- 
suchen werde. 

Wir kénnen schon hier aus der Kenntniss der Geometrie der Fiche 
g eine Reihe von Eigenschaften der Flaiche F' angeben. 

Die Eigenschaft von g, eitie Anzahl von 32 Kegelschnitten zu— 
enthalter, die durch den Knotenpunkt gehen und mit der Doppel- 
geraden je einen Punkt gemein haben, hat zur Abbildung dieser 
Fliiche auf der Ebene gefiihrt. Nach den Formeln (5) entsprechen 
aber den durch den Knotenpunkt gehenden ebenen Schnitten von 
auf der Fliiche F’ die Schnitte der zweifach unendlichen Schaar von 
Hyperboloiden, die man durch die Doppelcurve A von F' legen kann, 
d. h. Raumeurven sechster Ordnung vom Geschlecht 1, die zwei wirk- 
liche und 7 scheinbare Doppelpunkte besitzen. Diese Curven haben 
mit jedem Glied der Schaar = von rationalen Curven vierter Ordnung 
zwei Punkte gemein. Speciell entsprechen aber den 16 zerfallenden 
ebenen Schnitten von g auf J’ 16 Curven sechster Ordnung, die in 
je 2 Raumcurven dritter Ordnung zerfallen miissen, und diese Curven 
schneiden die Glieder der Schaar = in je einem Punkte. 

Auf der Fliche F existiren 32 Raumcurven dritter Ordnung 
C, welche die Glieder der Schaar X= in je einem Punkte schneiden. Je 
zwei dieser Curven liegen mit der Doppelcurve dritter Ordnung, A, auf 
einem Hyperboloid und gehen daher durch dieselben beiden Punkte der 
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Doppelgeraden a von F hindurch. Diese Curven dritter Ordnung haben 
mit A je fiinf Punkte gemein; die durch A gehenden Hyperboloide, die 
sie ausschneiden, beriihren F ausser A noch zweipunktig. Die Curven 
C schneiden die 10 Geraden der Fliiche nicht; dagegen trifft jede dieser 
Curven je einen Kegelschnitt aus jedem der oben erwihnten 6 Kegel- 
schnittpaare einmal und die ergdénzende Curve C immer die andern Ke- 
gelschnitte der Paare. Und zwar giebt es, bei beliebiger Wahl von 5 
der Kegelschnitte, die aus 5 Paaren zu nehmen sind, immer eine Curve 
C, welche diese 5 trifft, wihrend der Kegelschnitt des sechsten Paares 
dadurch bestimmt ist. 


Die Analogie dieser Kigenschaften mit denen der Fliiche (6) ist 
auffallig, und auch bei den spétern Entwicklungen wird sie mehr her- 
vortreten, als die durch die 10 weitern Fundamentalpunkte bewirkte 
Verschiedenheit. 


§ 10. 
Abbildung der Fliiche F auf der Ebene. 


Die Existenz der Curven dritter Ordnung C auf der Fliche F 
fihrt zur Abbildung dieser Fliiche auf der Ebene. Denn irgend eine 
dieser Curven schneidet die Curven der Schaar £ in je einem Punkte. 
Man kennt so auf jeder Curve vierter Ordnung der Schaar die drei 
Doppelpunkte und einen einfachen Punkt eindeutig, und jedes Glied 
eines Kegelschnittbiischels, der durch diese 4 Punkte hindurchgelegt 
‘ wird, schneidet die Curve vierter ‘Ordnung in einem beweglichen 
Punkte. 

Die hiedurch angezeigte Abbildung ist identisch mit der, auf 
welche der Durchgang durch die Fliche gm und die bekannte Abbildung 
von g fihrt. Um den Kegelschnittbiischel zu erhalten, betrachtet 
man wieder die Hyperboloide durch die Doppelcurve A. Irgend eine 
der Curven dritter Ordnung, C, schneidet jedes dieser Hyperboloide 
noch in einem beweglichen Punkte, und jedem solchen Punkte ent- 
spricht eine Curve der Schaar £. Legt man daher durch einen Punkt . 
der Curve dritter Ordnung, C, und durch die Doppeleurve A die ein- 
fach unendliche Schaar von Hyperboloiden, von denen dann jedes 
Glied die durch den betrachteten Punkt von C gehende Curve der 
Schaar = in noch einem beweglichen Punkte schneidet, so werden die 
Coordinaten dieser Curve der Schaar rationale Functionen des Para- 
meters des Hyperboloidenbiischels. Auf diese Weise entspricht jedem 
der durch A gehenden Hyperboloide ein Punkt der Fliche F, da jedes 
Hyperboloid auf C einen Punkt, dieser Punkt eine der Curven der Schaar 
x, und das Hyperboloid auf dieser Curve noch einen beweglichen 
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Punkt bestimmt; und umgekehrt entspricht einem Punkte der Fliche 
nur eines der Hyperboloide; denn zu jedem Punkt gehért in der Ebene 
der Curve aus 2, auf welcher er liegt, ein Punkt von C, und durch 
diese beiden Punkte und durch A kann nur ein Hyperboloid gelegt 
werden. 

Die Coordinaten der Fliche F driicken sich daher auch als ratio- 
nale Functionen der beiden Parameter der doppelt unendlichen Schaar 
von Hyperboloiden aus, welche man durch die Doppelcurve A von F 
legen kann. Denkt man sich noch eine beliebige Ebene im Raume, 
so entspricht jedem dieser Hyperboloide ihr Schnitt mit dieser Ebene, 
der durch die drei festen Punkte geht, in welchen A von der Ebene 
geschnitten wird, und umgekehrt kann man durch einen Kegelschnitt, 
welcher durch 3 Punkte einer Raumcurve dritter Ordnung geht, nur 
ein Hyperboloid legen, das zugleich diese Curve enthiilt. 

Die hier gefundene Abbildung der Fliche F auf der Ebene ge- 
schieht daher so, dass jedem Punkte von F ein Kegelschnitt der Ebene 
entspricht, der durch 3 feste Punkte geht. Diese Kegelschnitte bilden, 
wie die Punkte der Fliiche, eine zweifach unendliche Schaar. 

Im Speciellen entspricht hiebei jeder der 10 schon betrachteten 
Geraden der Fliiche ein einfacher Fundamentalkegelschnitt der Ebene, 


. da die Hyperboloide eine solche Gerade ganz enthalten miissen, wenn 


sie noch durch einen Punkt ausser A auf derselben gehen. Ferner 
entsprechen den 6 Kegelschnitten der Fliche F’, welche die Curve C 
trifft, doppelte Fundamentalkegelschnitte der Ebene; denn diese 6 Ke- 
gelschnitte schneiden A und C schon in 4 Punkten. Endlich ent- 
spricht noch der C ergiinzenden Curve dritter Ordnung auf F' ein 
dreifacher Fundamentalkegelschnitt der Ebene, denn alle Punkte dieser 
Curven fiihren auf dasselbe Hyperboloid, das durch A und C gehende. 
So enthilt die Abbildung einen dreifachen, 6 doppelte und 10 einfache 
Fundamentalkegelschnitte. Ich bemerke noch, dass die Kegelschnitte, 
welche den Punkten einer Curve der Schaar £ entsprechen, einen 
Punkt wohiillen, nimlich den Punkt, in welchem die Ebene von der 
Sehne von A getroffen wird, die durch den Schnitt von C mit der 
Curve der Schaar geht. 

Um diese Abbildung analytisch durchzufiihren, sei zuerst die 
Fliche g nach § 5. durch die Formeln abgebildet 


ft 2 | 

oY = 2 

(11) enh f- 
0 Y, = & 


wo die Q Curven dritter Ordnung sind, welche 7 Punkte, darunter 
den Punkt (&, = & —0), gemein haben. Ausserdem existiren noch 
Mathematische Annalen III. 14 
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zwei Fundamentalpunkte, die dem Schnitt von §&£ —0, Q, =O an- 
gehoren. 

Setzt man diese Formeln in (9), (10) des § 9. em, indem man 
zugleich die gemeinschaftlichen Factoren in 6 eingehen liisst, so driicken 
sich die Coordinaten der Fliiche F' auf die folgende Weise rational 
und homogen durch drei Parameter &,, §, & aus: 


(12) 6% —h= Fo 
a, a, Os , 
ap a—|° 0 onk, g, 


Zhi Qi 2hkiQ 2s: Qi 2s; Qi 
Tm: Lm,Q Fm:Q@ Dm: Qi 
(¢=—1, 2, 3; k==1, 2, 3, 4). 

Die Functionen f, sind F'unctionen siebenter Ordnung von &,, &, &5, 
welche den Punkt (§&, = & —0) zum dreifachen und die weitern 
6 Punkte, welche die Q; gemeinschaftlich haben, zu doppelten Funda- 
mentalpunkten haben. Ausserdem entsprechen den 10 Fundamental- 
punkten von g auch hier 10 Punkte der Ebene, so dass die Abbil- 
dung von F' noch 10 einfache Fundamentalpunkte hat. Es kénnen 
nun keine weitern Fundamentalpunkte in der Abbildung von F' vor- 
handen sein; denn den beiden Punkten, in welchen §&, = 0 und Y, = 0 
sich noch schneiden, entsprechen nur auf gm Gerade, auf F' selbst 
aber wieder Punkte, und die Abbildung von F' auf m hat nach dem 
Obigen keine weitern Fundamentalpunkte. 

Dasselbe kann man auch direct aus (12), (13) ersehen. Denn 
ausser den 7 Punkten, welche die Q; gemein haben, schneiden sich 
f, =90 und f, =0 noch in 49—4.6—9.1—16 Punkten. Fiir 
diese 16 Punkte verschwinden auch 


2hiQ Zhi Q 











ranks 2 le: Q; 


—t é, 2m: Q: Lm: Q; | 
und 
= M3; QV: =m; QV; Zhi Q: = lai Q: 
—§, é, Zm;Q; Z mei Q; 











Wenn die beiden ersten Factoren verschwinden, werden auch f, und /, 
zu Null, ohne dass f, und /, verschwinden. Die durch diese beiden 
ersten Factoren dargestellten Curven schneiden sich nun ausserhalb 
der 7 Punkte noch in 4.4—1.6—4.1=—6 Punkten. Fiir die 
iibrigen 16—6—10 Punkte verschwinden somit simmtliche Functionen 
fe einfach. 

Die Fliiche F bildet sich daher auf der Ebene so ab, dass ihren 
ebenen Schnitten Curven siebenter Ordnung entsprechen, die einen drei- 
fachen, 6 doppelte und 10 einfache Fundamentalpunkte besitzen. 
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Dieses ist genau die oben geometrisch durchgefiihrte Abbildung, wenn 
man die dortige Erzeugungsweise der Ebene durch eine zweifach un- 
endliche Schaar von Kegelschnitten auf eine Erzeugungsweise durch 
Punkte iibertriigt. 

Diese Abbildung ist auch die mdglichst niedrige, da eine Cre- 
mona’sche Transformation zweiter Ordnung nur wieder zu einem ahn- 
lichen ebenen System fiihrt. 

Das System der Fundamentalpunkte kann nicht willkiirlich ange- 
nommen werden, da in diesem Falle nur eine einfach unendliche 
Schaar von Curven siebenter Ordnung existiren wiirde, welche den Be- 
dingungen geniigten. Denn es giebt eine 35fach unendliche Schaar 
von Curven siebenter Ordnung, und die festen Punkte wiirden 34 li- 
neare Bedingungen abgeben. Das Schnittsystem der Fundamental- 
punkte wird im Zusammenhange mit der die Doppelgerade abbildenden 
Curve unten untersucht werden. 

Ich will jetzt nachtriiglich das geometrische Problem angeben, 
dessen Liésung direct zu einer eindeutigen Abbildung von F auf der 
Ebene gefiihrt hiitte : 

Wenn eine Gerade a, eine Raumcurve dritter Ordnung, A, welche 


_@ nicht schneidet, und 5 Kegelschnitte, die mit a je zwei Punkte und 


mit A je drei Punkte gemein haben, gegeben sind, soll die Anzahl der 
Raumeurven dritter Ordnung bestimmt werden, welche a in zwei Punk- 
ten, A in 5 Punkten und die 5 Kegelschnitte in je einem Punkte 
treffen. 

Denn auf der Flaiche F' sind die Bedingungen dieses Problems 
verwirklicht; a tritt als Doppelgerade, A als Doppelcurve, die 5 Ke- 
gelschnitte als einfache Curven von F' auf, und jede Curve dritter 
Ordnung, welche die angegebenen Bedingungen erfiillt, schneidet F 
in 19 Punkten und liegt somit ganz auf der Fliche. Ferner betrigt 
die Anzahl der Bedingungen 12, und ebenso giebt es im Raume eine 
12 fach unendliche Schaar von Raumcurven dritter Ordnung. Um die 
Lésung des geometrischen Problems zu finden, kann man daher, nach 
dem am Schlusse des § 8. Gesagten, die Fliche F' betrachten und 
dieselbe unter Voraussetzung der Existenz einer solchen Curve dritter 
Ordnung abbilden. Diese Abbildung giebt iibrigens schon die Lésung 
fiir den allgemeinen Fall, denn die Lagen der Curven a, A und der 
5 Kegelschnitte sind auf F von einander unabhiingig, da eine Doppel- 
gerade a auf F' 19 Bedingungen, eine Doppelcurve 4 47 Bedingungen, 
und jeder der Kegelschnitte dann noch 3 Bedingungen abgiebt, so 
dass F' 19 + 47+ 3.5 = 81 Bedingungen zu geniigen hat, wihrend 
eine Flache sechster Ordnung 83 Constanten enthiilt. 

Die Abbildung der Fliche F auf der Ebene lehrt, dass es eine 
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einzige Raumcurve dritter Ordnung giebt, welche die Bedingungen 
der obigen Aufgabe erfiillt. 

Wollte man mittelst einer der 32 Raumcurven dritter Ordnung, 
die man durch die geometrische Lésung des erwihnten Problems als 
gefunden voraussetzen kaun, die Abbildung von F’ auf der Ebene 
direct analytisch durchfiihren, so wiirde man die Gleichung der Fliache 
zuerst in der folgenden Form schreiben : 

| L, M, a, «+ B, x, |L, M, @#,2,+ 6, % | 
L, M, «2, + B, x, L, M, «,%,+ B,%, 
L, M, «2; + B, 4, L, My @;4,+ 63%, 

LL, M, x, | | L, M, m, 2%’ + 2n, #2, + p, 2 | 
+|L, M, %|.| L, M, m4? + 2n, 2; x, + p, x? |= 90 
LI, M, 7; | | L, M, m, 2,’ +2n, 2, x, + p, x,? | 
Vermége der Gleichung des Hyperboloids, das durch A und zwei der 
32 Raumeurven, C und C’, geht, zerfallt naimlich die Gleichung der 
Fliche F in zwei Factoren, Gleichungen von Flichen dritter Ordnung, 
welche durch A und je eine der Curven C, C’ gehen und ausserdem 
die Doppelgerade von F als einfache Gerade enthalten, da die beiden 
Punkte, in denen diese das Hyperboloid schneidet, beiden Curven 
C, C’, angehéren; und diese F lichen dritter Ordnung schneiden das 

Hyperboloid ausser diesen Curven nicht mehr. 

Diese Gleichungsform lést sich nun durch Einfiihrung der Ver- 

hiltnisse der € in die 3 Gleichungen auf: 





4 
| 


O = &,4,—§&, 2, 





TL, M, a §+ 8,8 +7 & | 
O=m|L, M, a, & + B, & + 7 8s 
L, M, a,& + B; & + 73 § 
| ZL, M, & (a, & + By’ &) + m, &? + 2m, &, & + p, &,” | 
O=|L, M, & (a & + By &) + m, &,? + 2m, & & + p. & |. 
L, My &; (as & + Bs &) + ms &? + 2m, & & + p, &,” 


Diese Abbildung ist die am Anfang dieses § geometrisch gegebene. 
So stellt die zweite Gleichung die einfach unendliche Schaar von Hy- 
perboloiden vor, welche durch A und den Punkt gehen, in dem C 
von der Ebene & 2, — §& 2,0 geschnitten wird. Die rationalen 
Ausdriicke der x in den & findet man nun aus den folgenden drei in 
in den « linearen Gleichungen, die aus den vorstehenden unmittelbar 


folgen : 
O = §,2,—§, %, 






D,, &,& +B, & +718, & (a & + By &) + m, &,? + 2m, & & +p, Eo" | 


O = | Ly, aw, &; + B.& +7283, &3 (Oy & + By &) + my &,? + 2m, & & + py &,’ 
Dy, @ &: + By 2+ 3&3, &3 (3° &) + Bs 5p) + my &,? + 2m, &, & + ps &,” 















Py b" 
Da Bs" 
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und aus einer dritten Gleichung, welche aus der letztern durch Ver- 
tauschung von L mit M hervorgeht., Die Ausftihrung der Elimination 
ergiebt wieder die Formeln (12), (13). 


§ 11. 


Die Abbildung der Doppeleurven der Fliche F und das 
Fundamentalpunktsystem der Abbildung. 


Ich gehe jetzt an die Untersuchung der die Doppelgerade abbil- 
denden hyperelliptischen Curve und die damit zusammenhingende Be- 
trachtung des Schnittpunktsystems, welches die Fundamentalpunkte 
bilden. 

Aus (12), (13), § 10. folgt, dass die Abbildwug der Doppelgeraden 
a der Fliche F' die Curve 


Zh: Q:, Z hi Q: 


i eats 2m i Q: ; = m2: Q; : 


eine hyperelliptische Curve sechster Ordnung, welche die 7 mehrfa- 
chen Fundamentalpunkte zu Doppe!punkten hat, ist. 

Es fragt sich zuerst, ob diese Bedingungen, dass S 7 Doppel- 
punkte besitzt und eine hyperelliptische Curve, hinreichen, damit sich 
die Gleichung dieser Curve in die Form (14) setzen lasse, also als 
quadratische Function der 3 Curven dritter Ordnung Q;, die 7 Punkte 
gemein haben, mit 5 von einander linear unabhingigen Constanten. 
Nua ist die Bedingung der Hyperellipticitét die, dass ein Curvenbii- 
schel existirt, dessen Glieder die Curve S in einem beweglichen Punkte- 
paar schneiden. Diese Bedingung ist bei der Form (14) erfiillt; denn 
der Biischel 

Zhi Q +4 2m: Q =O 
schneidet S fest in den Punkten, fiir welche 
Zhi Q=O, 7m; Qs =0, 

also in 9 Punkten, von denen 7 Doppelpunkte von S sind. Der be- 
wegliche Schnitt besteht daher noch aus 3.6 —2.7— 2 = 2 Punk- 
ten. Ueberhaupt schneidet jeder Curvenbiischel dritter Ordnung, wel- 
cher durch die 7 Doppelpunkte von S und einen weitern festen Punkt 
von S geht, die Curve (14) noch in einem neunten festen Punkte. 
Solche Punktepaare sind hier die Abbildung eines Punktes der Doppel- 
geraden a von F. 

Die Existenz solcher Biischel von Curven dritter Ordnung, die 
ausser den Doppelpunkten in noch zwei festen Punkten schneiden, ist 
indess fiir alle hyperelliptischen Curven sechster Ordnung mit 7 Dop- 
pelpunkten charakteristisch. Denn eine allgemeine Curve sechster 
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Ordnung mit 7 Doppelpunkten wird durch eine Transformation drit- 
ter Ordnung, bei welcher die Curven dritter Ordnung durch die 
7 Punkte gehen, in eine allgemeine Curve vierter Ordnung, die 
Normalcurve fiir p = 3, tibergefiihrt. Da aber keine hyperelliptische 
Curve vierter Ordnung mit p = 3 existirt, muss diese Transformation 
in unserm Falle illusorisch, d.h. hier mehrdeutig werden; und dies 
findet nur dann statt, wenn die Curven dritter Ordnung, sobald sie 
durch einen Punkt von S gelegt werden, noch einen weitern festen 
Punkt mit S gemein haben. Hieraus folgt aber, dass sich solche 
Curven S immer in die Form (14) setzen lassen. Die Bedingung 
der Hyperellipticitét absorbirt also hier eine Constante. 

Um die Coordinaten der Curve S als hyperelliptische Functionen 
eines Parameters 4 darzustellen, verbindet man daher mit der Glei- 
chung (14) den Curvenbiischel 


(15) Zhi Q@t4l2m:9=—O0, 
oder auch, was dasselbe ist, mit diesem Biischel den mit ihm pro- 
jectivischen Biischel 
Zhi Qi +4 mi Yi=O, 
und erhalt dann die Coordinaten § der Curve S in der Form*) 


@ Ey = Wy M1 + Wyo Yo + M3 V3 + (Yo l; — 73 1.) VQ | 
(16) @ , = Way Py Wop Yo + Wo3 V3 + (¥3 by — 4 Is) VQ | : 
@ &, = Wa, 71 + Wyo Yo + W33 Y3 + (Pb — Yo Gy) VQ ? 


wo die w;,—=,; und ganze Functionen -sechsten Grads in 4 sind, 
deren Determinante 2 -+- w,, w,. wz, verschwindet. Die y sind Con- 
stanten, von denen die § nur formell abhingen. 

Der Grad von Q stimmt iiberein mit der Anzahl der Curven des 
Biischels (15), welche die Curve SO beriihren. Fiir die Beriih- 
rungspunkte verschwindet die Functionaldeterminante D von S = 0, 
2h Q@=0, Xm; Q;—0, die vom Grade 9 ist. Da aber in die 
Doppelpunkte von S je 6 Schnittpunkte, in die beiden einfachen Grund- 
punkte des Biischels je 2 Schnittpunkte von D mit S fallen, so wird 
die Anzahl der hier wesentlichen Schnittpunkte von D mit S gleich 


6.9—6.7—2.2=8. 


Die Function Q ist daher eine ganze Function achten Grades in 
A, wie auch aus dem Geschlecht p= 3 der Curve S folgt. Da die 
Ausdriicke (16) iiberhaupt vom Grade 6 in 4 sind, so werden die ]; 
Functionen zweiten Grades in A. Nun sind die J; proportional mit 
den Coordinaten der Verbindungslinie eines Punktepaars, in welchem 


*) s. Clebsch und Gordan, Abel’sche Functionen pag. 69. 
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S von einer Curve (15) geschnitten wird. Die Verbindungslinien der 
Punktepaare von S, welche den Punkten der Doppelgeraden von F 
entsprechen, umhiillen also einen Kegelschnitt. Die Doppelgerade von 
F enthilt 8 Punkte, welche Riickkehrpunkte der Flaiche sind. 

Unter den Curven dritter Ordnung, welche durch die 7 Doppel- 
punkte von S gehen, giebt es acht einfach unendliche Schaaren, 


welche die Curve S in einem Punkte beriihren; ot = 28 Curven, 


welche S doppelt, je in der Abbildung eines Riickkehrpunktes, be- 
riihren. Dieses sind die Bilder der Schnitte von F' mit den Hyper- 
boloiden, welche durch A und durch einen, bez. zwei Riickkehrpunkte 
der Doppelgeraden gehen. Die Schnitte der einfach unendlichen 
Schaar von Hyperboloiden, welche die Doppelgerade beriihren und 
durch A gehen, bilden sich durch Curven dritter Ordnung ab, die S 
ebenfalls in zwei Punkten, den zwei Punkten eines Paares, beriihren. 

Ich wende mich nun zur Betrachtung des Schnittpunktsystems der 
Fundamentalpunkte. Die ebenen Schnitte der Fiche bilden sich als 
Curven siebenter Ordnung ab, welche 10 Punkte der Ebene, a,, a, .. ayo, 
zu einfachen, 6 Punkte b,, b,,..b, zu doppelten und einen Punkt ¢ 
zu einem dreifachen Fundamentalpunkte besitzen; und diese Punkte 


_ sind so zu wihlen, dass sie bei den Curven siebenter Ordnung nur 


32 Bedingungen an Stelle von 34 abgeben, damit eine dreifache Schaar 
solecher Curven iibrig bleibt. Nach der friiher gegebenen Abbildung 
miissen die 10 Punkte a; auf einer hyperelliptischen Curve S liegen, 
welche ¢ und die }; zu Doppelpunkten hat und durch diese und 5 der 
Punkte a; schon bestimmt ist. Es fragt sich nun, wie die iibrigen 
5 Punkte a;, nachdem die andern beliebig in der Ebene angenommen 
sind, auf der Curve S gewihlt werden miissen. Ich werde nachweisen, 
dass man noch zwei dieser Punkte beliebig auf S wihlen darf und 
dass die iibrigen 3 Punkte dadurch vollig bestimmt sind. 


Wenn eine Curve siebenter Ordnung, R =O, den Bedingungen 
geniigt, in ¢ einen dreifachen, in den 6 Punkten b; Doppelpunkte zu 
besitzen, enthilt sie noch 11 Constanten linear, von denen man noch, 
wenn man nur das Schnittpunktsystem von R = 0 mit S = 0 betrach- 
tet, zwei zerstéren kann durch Zufiigung eines Gliedes (a &, + £ &,) S. 
Das Schnittpunktsystem von R mit S ist daher bestimmt, wenn man 
R noch durch 9 beliebig auf S gewihlte Punkte gehen lisst; diese 
bestimmen die 3 letzten Schnittpunkte. Lasst man R durch 10 be- 
liebig auf S gewahlte Punkte gehen, so zerfaillt R—0O in S=O und 
einen Geradenbiischel « &, + 6 & = 0. 

Ich nehme nun an, dass man R=O durch 7 beliebige Punkte 
q von S und durch eines der Punktepaare auf S, welche den Punkten 
der Doppelgeraden von F' entsprechen, gehen lisst. R =O schneidet 
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S =0 dann noch in drei Punkten q’. Solche 10 Punkte q, q’ bilden, 
wie ich zeigen will, ein System, durch welches man eine dreifach 
unendliche Schaar von Curven R legen kann, welche im Allgemeinen 
nicht zerfallen, ein System, das also als ein Fundamentalpunktsystem 
der a; betrachtet werden kann. 

Zu diesem Nachweis werde ich mich des Abel’schen Theorems 
bedienen. Es existiren in Bezug auf SO drei endliche Integrale, 
die ich aihnlich, wie pag. 190, unterscheide. Der untere Index der 
Integrale sei k(k —1, 2, 3). Die Summe der 2 Integrale «%, ge- 
nommen iiber die beiden, im Punkte ¢ vereinigt liegenden Punkte, 
sei mit [,, die Summe genommen in Bezug auf die zwei in einem 
Punkte 6; vereinigt liegenden Punkte mit B, die Integrale 1 in Be- 
zug auf ein Punktepaar 1,, 1, von S mit j,, i,’ etc., bezeichnet. Man 
habe allgemein fiir die Integrale u,, ausgedehnt iiber den Schnitt von 
S = 0 mit einer Curve +" Ordnung: 


uD + ul?) + +--+ ub? == ry, 
(k= 1, 2, 3), 
wo die y, Constanten sind. Die Eigenschaft der Hyperellipticitat der 
Curve § lisst sich nun leicht in Gleichungen aussprechen. Man be- 
trachte niimlich die Curven 3'" Ordnung, welche man durch ¢ und 
die b; legen kann, und nehme den Biischel heraus, welcher durch das 
Punktepaar /, / hindurchgeht. Eine Curve dieses Biischels schneidet 


noch in einem weitern Punktepaar 4, 4’, und fiir diese Curve hat man 
daher die drei Gleichungen 


i=6 
r+ fa BO +R AL +t hi’ = 3x. 
Daraus folgt aber: 
Ay + Ax” = Const., 

also 
(17) Aat+A’=h+h' , (k=1, 2, 3) 
Durch diese Gleichung, welche aussagt, dass die Summe der Integrale 
ux, ausgedehnt iiber die verschiedenen Punktepaare von S = 0, einander 
gleich ist, wird die beriihrte Eigenschaft von S = 0 vollstindig definirt. 

Ich lege jetzt durch das Punktepaar 7, [ eine Curve R = 0, 
welche in ¢ einen dreifachen, in den }; Doppelpunkte hat. Diese 
Curve schneidet S = 0 noch in 10 Punkten, deren entsprechende In- 
tegrale mit 7 bezeichnet seien. Fiir eine solche Curve hat man 


: i=6 i=10 
(18) 30, + 2 2 BO+hk+ho+ = r= Ty, 
(k= 1, 2, 3). 
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Diese Gleichungen sind aber auch eindeutig umkehrbar und geben, 
wenn 7 der 10 Punkte 7; beliebig auf S angenommen sind, drei 
weitere Punkte 7;, welche mit den 3 Punkten 7;, durch welche R = 0 
noch geht, identisch sein miissen, da in dem Schnittpunktsystem von 
R=0O mit S=0 ebenfalls drei Punkte durch die tibrigen Annahmen 
bestimmt sind. Die Gleichungen (18) fiihren also auch immer auf 
eine Curve R = 0 von den bezeichneten Eigenschaften*), 

Die drei Punkte, welche durch die Umkehrung der Gleichungen 
(18) gefunden werden, sind aber von dem Punktepaare 1, I unab- 
hiingig, durch welches die Curve R = 0 gelegt worden ist, da in (18) 
nur die Summe i, + 1,’ eingeht, die nach (17) constant ist fiir irgend 
ein Punktepaar von S. Dies giebt den Satz: 

Es sei S =O die Gleichung einer hyperelliptischen Curve 6'* Ord- 
nung mit 7 Doppelpunkten. Legt man eine Curve 7 Ordnung, R = 0, 
welche in einem der 7 Doppelpunkte von S einen dreifachen, in den 
tibrigen Doppelpunkte besitet, durch ein Paar der auf S existirenden 
einfach unendlichen Schaar von Punktepaaren und durch 7 beliebige 
feste Punkte von S, so schneidet diese Curve die Curve S=0O in dre 
weitern festen Punkten, welche unabhingig sind von der Wahl des 
Punktepaars. Irgend welche 7 Punkte der Curve S = 0 bestimmen 


- daher drei weitere eindeutig. 


Ich lege nun weiter eine Curve R’ durch 7 beliebige Punkte 
1) 1, +», und durch einen Punkt 7, von den drei durch diese 7 Punkte 
auf S bestimmten Punkten r,, 79, 749. Liisst man FR’ weiter durch 
einen beliebigen Punkt 7 von S gehen, so schneidet R’ die Curve 
S =O noch in weitern 3 Punkten s™, s(*, s®, fiir welche die Glei- 
chungesxt (18) ergeben: 

s® + s®) + s% ==’ + 1 + 10% 
(k= 1, 2, 3), . 
d. h. R’ schneidet noch in denjenigen beiden Punkten, welche mit 
1;, To) +++”, eines der im vorhergehenden Satze angegebenen Systeme 
von 10 Punkten ausmachen, und ausserdem in demjenigen Punkte /’, 
welcher den Punkt / zu einem Paar ergiinzt. Hieraus folgt: 

Legt man eine Curve R durch irgend 8 Punkte der oben definirten 
Systeme von 10 Punkten auf S, so geht diese Curve auch durch die 
iibrigen beiden Punkte des Systems und schneidet S tiberdies in einem 
der auf S liegenden Punktepaare. Die Bedingung, dass R durch die 
10 Punkte eines solchen Systems hindurchgeht, giebt also nur 8 lineare 


*) Dieser Schluss ist fiir jede andere Curve f= 0, welche einfache oder viel- 
fache Punkte in den Doppelpunkten einer Curve S = 0 hat, richtig, vorausgesetzt 
im Allgemeinen, dass der Grad von f= 0 nicht kleiner als der von S=0 ist. 
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Relationen fiir die Constanten von R, und es giebt eine dreifach 
unendliche Schaar von Curven T' Ordnung, welche in c einen drei- 
fachen, in den b; Doppelpunkte und in den 10 Punkten eines der be- 
trachteten Systeme von S einfache Punkte haben. Von einem solchen 
Systeme sind noch 7 Punkte beliebig, die 3 andern Punkte dadurch 
bestimmt. 

Die hier gefundene dreifach unendliche Schaar von Curven Ff hat 
die namlichen Eigenschaften, wie die die ebenen Schnitte von F 
abbildende Schaar (12), (13). Wir haben daher das Schnittsystem der 
Fundamentalpunkte vollstindig definirt, indem wir 7 der Punkte a; 
willkiirlich auf S annehmen, durch diese und irgend eines der Punkte- 
paare von S eine Curve R legen, und die drei weitern Schnittpunkte 
von R mit S als die drei letzten Fundamentalpunkte a; nehmen. 

Um die geometrische Bedeutung dieses Schnittpunktsystems fiir 
die Fliche F zu finden, suchen wir die Curven auf F’ auf, welchen 
die allgemeinen Curven R, die in ¢ einen dreifachen, in den b; Doppel- 
punkte haben, entsprechen. Wir betrachten die Schnittcurven von F 
und von Flichen 5'** Ordnung, welche die Doppelgerade a von F' zur 
einfachen, und die Doppelcurve 3'** Ordnung A zur Doppelcurve haben. 
Es giebt eine 11 fach unendliche Schaar solcher Fliichen y, und die 
Abbildung ihrer beweglichen Schnitte mit F, Raumcurven 16' Ord- 
nung, ist eben die 11 fach unendliche Schaar der Curven R, deren 
Gleichung: 





R= Fi TAQ + & Sun =O. 

Die Sehnen von A, welche zugleich a schneiden, treffen diese Fliichen 
w nur in Punkten, welche a und A angehdren; sobald daher eine 
Fliche y~ gezwungen wird, noch durch einen weitern Punkt einer 
solchen Sehne zu gehen, enthilt sie die Sehne ganz. Nun werden 
die 10 Sehnen, welche auf F' liegen, ausgeschnitten von der wind- 
schiefen Fliche 4'* Ordnung, 2 = 0, welche a@ zur einfachen, A zur 
Doppelcurve hat und durch die durch a gehenden Sehnen von A erzeugt 
wird. Kine Fliche w enthilt daher 4.5 —4.3 — 1 = 7 dieser 
Sehnen. Man kann nun y zwingen, 7 beliebige der Sehnen (aA) zu 
enthalten, da dieses nur 7 lineare Bedingungen fiir die Coefficienten 
von yw mit sich bringt; und sobald ~ gezwungen wird, noch durch 
eine 8'° der Sehnen zu gehen, zerfillt y in die Fliche Q = 0 und in 
eine beliebige Ebene, und enthilt dann also alle 10 Geraden der 
Fliche F. Der Schnitt von Q = 0 mit F' wird nur durch die 10 Punkte 
a; von S abgebildet. Unsere Betrachtung zeigt also, dass die Curven 
R, sobald sie durch 8 der Punkte a; gelegt werden, auch durch die 
beiden iibrigen gehen und dann die ebenen Schnitte von F’ abbilden. 
Um auch bei der oben gegebenen Abbildung der Fliiche F' auf 
der Fliche g das Fundamentalpunktsystem zu erhalten, bemerke ich 
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noch, dass den Schnitten von F' mit den Flichen w die Schnitte von 
gm mit Flichen 3' Ordnung entsprechen, welche durch die Doppel- 
gerade von einfach gehen und den Doppelpunkt von @ selbst zum 
Doppelpunkt haben. 

Zur Vervollstiindigung der Abbildung der Fliche F' auf der Ebene 
ist noch die Untersuchung der Abbildung der Doppelcurve 3'* Ord- 
nung A der Fliiche F' erforderlich. Man erhiilt die Gleichung dieser 
Abbildung, indem man die Schnitte der durch A gehenden Hyper- 
boloide betrachtet, deren Gleichung: 


L, M, ky | 
(19) L, M, k, |=0, 
L, mM, ks 


wo die & Constanten bedeuten. Da aber nach (2) und (11) 

L,M, —L,M,=T. Q, 

L,M, — L,M,=T. Q, 

L,M, — L,M,=T.Q;, 
so wird die Gleichung der Abbildung der Schnittcurve der Hyper- 
boloide von der Form: 


* (20) T . {hy Q) + he Q, + hy Qs} = 0. 

Der Factor J = 0 repriisentirt die Abbildung der Doppelcurve A, und 
wird erhalten, indem man die beiden Formen (19), (20) wirklich in 
einander iiberfiihrt. Indem man dabei genau so verfihrt, wie Herr 
Clebsch in einem analogen Fall, Math. Annalen, Bd. I1., pag. 297, 
findet man als Gleichung der Abbildung der Doppelcurve: 


(21) T=2+7%9 =9, 
wobei 7, 2», ~, die Unterdeterminanten, genommen resp. nach @,, a, 
der Determinante: 


hy le ds Sm 0 | 
| log Ing ag Sta Qi 0 | 
| Iss Usp Ugg = msi Qs ~— &, | 
| Ly dy As — . | 
| %  @ 4 | 
a — Gi» Yo» % _ resp. p; . Po, Pp; hervorgehen, indem man die 
iz und m,, mit einander vertauscht. 

Die Abbildung der Doppelcurve A, 7’ = 0, ist eine Curve 11 Ord- 
nung, welche ¢ zum fiinffachen, die 6 Punkte b; zu dreifachen und 
die 10 Punkte a; zu Doppelpunkten hat. Es ist eine hyperelliptische 
Curve vom Geschlecht p’ 7. Die Punktepaare dieser Curve haben 
eine merkwiirdige Lage; denn die Geraden, welche durch den Punkt 
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e gehen, schneiden die Curve 7 ausser ¢ noch in je drei Punkte- 
paaren, da diese Geraden die Bilder der Curven der Schaar = auf F 
sind. Die Verbindungslinien je zweier Punkte eines Paares umhiillen 
also einen Punkt, den Punkt c. Die Punkte der Curve 7 ergeben 
sich aber hier nicht als hyperelliptische Functionen des Parameters A 
des Geradenbiischels, der seinen Scheitel im Punkte ¢ hat, obwohl 
eine Gerade dieses Biischels die Verbindungslinie eines Punktepaars 
von 7’ ist, denn eine solche Gerade geht durch drei Punktepaare. 
Vielmehr betrachtet man, um die Coordinaten von T als hyperellip- 
tische Functionen eines Parameters auszudriicken, auf der Fliche F 
den Ebenenbiischel, welcher durch eine der 10 Geraden der Fliche 
gelegt werden kann. Eine Ebene eines solchen Biischels schneidet 
die Curve A noch in einem beweglichen Punkte, die Abbildung eines 
solechen Schnittes also J’ in einem beweglichen Punktepaar. Man legt 
somit in der Bildebene den Biischel von Curven 7'** Ordnung, welche 
e zum dreifachen , die b; zu Doppelpunkten, 9 der Punkte a;, a,, a,, .. a 
zu einfachen, den 10° Punkt a,, zum Doppelpunkt haben. Die Curven 
des Biischels schneiden 7 dann noch in zwei weitern festen Punkten, 
welche den Doppelpunkt' a,, von 7 zu Paaren ergiinzen, und je in 
einem beweglichen Punktepaar, so dass die Coordinaten von 7’ hyper- 
elliptische Functionen des Parameters uw dieses Curvenbiischels werden, 
der mit 4 durch eine Gleichung zusammenhiingt, die in w cubisch, in 
4 linear ist. Die Coordinaten werden Ausdriicke von der Form (16), 
wobei aber Q eine ganze Function 16'* Grads, die /; lineare ganze 
Functionen, die w,;, Functionen 9'°° Grads von w werden. Die Curve 
A hat daher 16 Punkte, welche Riickkehrpunkte der Fliche sind. 

In dem Geradenbiischel, der seinen Scheitel in c hat, giebt es 
16 Gerade, welche die Curve 7 einfach beriihren; es sind die Bilder 
der Curven 4'* Ordnung der Schaar £, welche durch die 16 Riick- 
kehrpunkte von A gehen. Ausserdem giebt es in dem Biischel noch 
4 Gerade, welche 7 doppelt beriihren; es sind die Bilder der Schnitte 
der Fliche mit denjenigen 4 Ebenen, welche durch die Doppelgerade 
gehen und die Curve A beriihren. Die Beriihrungspunkte einer dieser 
4 Geraden sind zwei Punkte eines Paars von 7. 


§ 12. 
Die rationalen Curven der fiinf ersten Ordnungen, welche die 
Fliche F' enthilt. 


Nachdem ich in den vorhergehenden §§ die Grundziige der Abbil- 
dung der Fliche F auf der Ebene festgelegt habe, werfe ich noch 
einen Blick auf die Geometrie auf der Fliche F', um mit Hiilfe der 
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Abbildung die Curven der niedrigsten Ordnungen, insbesondere die . 
rationalen Curven der Fliche, zu untersuchen. 

Wenn die Bildcurve von der Ordnung m ist und in ¢ einen y fachen, 
im Punkte }; einen £;fachen und im Punkte a; einen a; fachen Punkt 
hat, so werden Ordnung MW und Geschlecht p der entsprechenden 
Raumeurve der Fliche: 

M = Tm — La; —2DB;— 3y 
(22) potatent.. pt An. shh cee 
vorausgesetzt, dass die Bildcurve keine weitern vielfachen Punkte hat, 
welche iibrigens auf p eine gleiche Erniedrigung hervorbringen wiirden, 
wie auf das Geschlecht der Bildcurve. 

I. Gerade der Flache. Fiir diese ist M—1, p=0O. Man iber- 
zeugt sich leicht, dass den Gleichungen (22) nicht zu geniigen ist. - 
Ausser den 10 Geraden, welche durch die Punkte a; dargestellt werden, 
und welche sich mit ebenen rationalen Curven 3'* Ordnung zu Curven 
der Schaar = ergiinzen, giebt es keine Gerade auf der Fliche. 

Il. Kegelschnittee M—=2, p=0O. Die 6 doppelten Fundamental- 
punkte b; geben Kegelschnitte. Diese erginzen sich mit 6 weitern 

Kegelschnitten zu Curven der Schaar £. Die letztern bilden sich als 
’ Gerade ab, welche ¢ mit den Punkten 0; verbinden. Ausser diesen 
12 Kegelschnitten giebt es keine auf der Fiche. 

Ill. Ruwmcurven 3' Ordnung. M =3, p=O0. Wir haben bereits 
die Existenz von 32 solcher Curven C nachgewiesen. Eine derselben 
ist bei der Abbildung bevorzugt worden, indem ihr der Punkt ¢ ent- 
spricht.. Die Bilder der andern Curven C sind: 

1. die Geraden, welche durch je zwei der b; gehen, an der Zahl 


6.5 
= oa 15; 


2. die Kegelschnitte der Ebene, welche durch ¢ und 4 der b; gehen, 
ebenfalls 15; 

3. die Curve 3 Ordnung, welche c zum Doppelpunkt hat und 
durch die 6 Punkte b; geht. Diese stellt eine Curve C’ dar, welche 
die durch ¢ dargestellte C ergiinzt, indem sie mit ihr und A auf einem 
Hyperboloid liegt, wie direct aus der Betrachtung der Abbildungen 
der Schnitte der durch A gehenden Hyperboloide folgt. Ebenso er- 
gianzen sich die durch 1. und 2. abgebildeten Curven gegenseitig zu 
zweien. Zwei sich erginzende Curven C schneiden sich in 2 Punkten 4 
ausserhalb der Doppelgeraden a der Fliche F. Die zwei andern auf 3 
a liegenden Schnittpunkte solcher zwei Curven lésen sich in der Abbil- 
dung in getrennte Punkte auf. 

Jede dieser 32 Curven C ist 6 Kegelschnitten der Fliche zuge- 
ordnet, welche sie trifft. Jede der Curven wird nicht oder einmal 
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. getroffen von den 15 Curven, deren zugeordnete Kegelschnittsysteme 
mit dem ihrigen 4 oder 2 Kegelschnitte gemein haben. 

Ausser diesen 32 Curven giebt es, da den Gleichungen (22) nicht 
mehr zu geniigen ist, keine Raumeurven 3'* Ordnung auf der Fiche. 

IV. Die ebenen Schnitte der Fiiche bilden sich durch Curven 
TJ Ordnung, R, ab, welche ¢ zum dreifachen, die b; zu doppelten, 
die a; zu einfachen Punkten haben. Das Geschlecht ist p = 6. 

Die ebenen Schnitte der Fliche zerfallen in folgenden Fallen: 

1. wenn den Curven R der Ebene die Bedingung auferlegt wird, 
in einem der Punkte 0}; einen dreifachen Punkt zu besitzen. Die ent- 
sprechende Schnittebene geht dann durch den durch b; dargestellten 
Kegelschnitt der Fliche, und schneidet folglich noch in der Doppel- 
geraden und in einem weitern Kegelschnitt. Sie ist hier eine 5 fach 
beriihrende, denn sie beriihrt die Fliche in den 4 Punkten, in denen 
die beiden Kegelschnitte die Doppelgerade, und in dem Punkte, in 
dem dieselben sich selbst ausserhalb A schneiden. Ff selbst zerfillt 
in die Curve S und die Gerade (cb,). 

2. Ferner kénnen die Curven R in einem der Punkte a; einen Doppel- 
punkt besitzen. Die entsprechenden ebenen Schnittcurven der Fliche 
werden dann von den durch die 10 Geraden derselben gehenden Ebenen- 
biischelu ausgeschnitten und sind Curven 5' Orditung, welche drei 
feste einfache Punkte haben, in den Punkten, in welchen die Achse 
des betreffenden Biischels die Doppelgerade a und die Doppeleurve A 
schneidet, und welche ausserdem in dem dritten Punkt des Schnitts 
der Ebene mit A einen Doppelpunkt haben, also p= 5. Diese Curven 
5'er Ordnung schneiden also die Achse des betreffenden Ebenenbiischels 
in zwei beweglichen Punkten. Diese Punktepaare auf einer Geraden 
der Fliche bilden eine Involution. Denn jedem Parameter des Ebenen- 
biischels, dessen Achse diese Gerade ist, entspricht eine Curve 5'*" Ord- 
nung und folglich ein Punktepaar auf der Achse, und jedem Punkt 
dieser Achse entspricht nur eine Curve 5'* Ordnung, die durch ihn 
geht, also ein Parameter des Ebenenbiischels, da die Achse eine ein- 
fache Gerade der Fliche ist. Zwei der Curven 5‘ Ordnung einer 
Schaar beriihren also die Achse des Biischels. Die Ebenen, welche 
eine solche Schaar ausschneiden, sind zweifach beriihrende, und unter 
ihnen giebt es eine endliche Anzahl von dreifach beriihrenden, die 
man erhialt, wenn man die entsprechenden Curven der Bildebene auf- 
sucht, welche einen weitern Doppelpunkt haben. 

Durch ein Verfahren, das dem von Herrn Cayley (Crelle’s Jour- 
nal Bd. 63) bei Curven mit gemeinsamen Doppelpunkten angewandten 
analog ist, findet man nun, dass die Zahl der Curven m'* Ordnung 
in einem Biischel mit 4; gemeinsamen i fachen Punkten (i = 1, 2, ....), 
welche noch einen weitern Doppelpunkt besitzen, gleich 
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3(m — 1)? — Dé — 1) (84 + 1A; 
ist. Man erhilt also hier fiir die Curven R, die in einem der Punkte 
a; einen Doppelpunkt besitzen, 3 .6?>—2.10—7.7=—= 39 Curven 
mit einem weitern Doppelpunkt. Indessen existirt unter diesen Curven 
eine zerfallende, niimlich in die Curve S und die Gerade (ca;). S und 
(ca;) schneiden sich ausserhalb ¢ und a; noch in 3 Punkten, die also 
Doppelpunkte dieser Curve R sind. Zihlt man somit diese zerfallende 
Curve dreifach, so bleiben noch 36 Curven mit weiterm Doppelpunkte; 
oder es giebt in jedem der 10 Biischel 36 dreifach beriihrende Ebenen, 
abgesehen von den durch die Doppelgerade der Fliche gehenden 
Ebenen. 

3. Von weitern zerfallenden ebenen Schnittcurven existiren nur 
noch die Schnitte durch die Doppelgerade a der Fliche, da man wegen 
des Schnittpunktsystems der Fundamenialpunkte die Curven R nur in 
die Curven S und in einen durch ¢ gehenden Geradenbiischel zerfallen 
lassen kann. Dieser Geradenbiischel bildet die Schaar X von rationalen 
Curven 4'** Ordnung ab. 6 dieser Curven zerfallen weiter in Kegel- 
schnittpaare, 10 in eine Gerade und eine ebene Curve 3'* Ordnung 
mit einem Doppelpunkt. 

V. Die Schnitte der Fliche mit Hyperboloiden, welche durch die 


- Doppeleurve A gehen, haben wir schon in § 11. (20) abgebildet. Diese 


Hyperboloide schneiden F’ ausser A noch in Rawmeurven 6'* Ordnung 
vom Geschlecht 1. Die Bilder dieser Curven sind die Curven 3'* Ord- 
nung, welche durch den Punkt ¢ und die 6 Punkte 0; hindurchgehen. 
Im Besondern kommt man hier 

1. auf die 32 Raumcurven 3'*' Ordnung C der Filiche; 

2. auf 12 Rawmcurven 4' Ordnung zweiter Species. 6 dieser Curven 
bilden sich ab durch Curven 3'' Ordnung, welche in einem der }; 
einen Doppelpunkt haben und durch ¢ und die iibrigen 5 0; einfach 
gehen; die 6 iibrigen Curven durch Kegelschnitte, welche durch 5 der 
b; gehen. Die Hyperboloide gehen hier noch durch einen der 12 Kegel- 
schnitte der Fliiche. Kine solche Raumcurve 4" Ordnung ist also je 
einem Kegelschnitt zugeordnet, indem sie mit diesem 4 Punkte, von 
denen 2 auf der Doppelgeraden liegen, gemein hat, und indem sie 
den ergiinzenden Kegelschnitt gar nicht, die tibrigen 10 Kegelschnitte 
in je einem Punkte trifft. Kine solche Curve wird also von einer der 
Curven C in keinem oder einem Punkte getroffen, je nachdem diese 
den der Raumeurve 4'** Ordnung zugeordneten Kegelschnitt trifft oder 
nicht trifft, also von 16 getroffen, von 16 nicht getroffen. Diese 
Curven schneiden jede der Curven der Schaar £ in zwei Punkten. 

3. Auf 10 einfach unendliche Schaaren von Raumeurven 5' Ord- 
nung vom Geschlecht 1, indem man die Hyperboloide noch durch je 
eine der Geraden der Fliche gehen lisst. In der Abbildung gehen 
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die entsprechenden Curven 3'** Ordnung durch je einen der 10 Punkte 
a;. In jedem dieser Biischel giebt es 3 . 2? = 12 Curven mit Doppel- 
punkt, also auf der Fliche 10. 12 rationale Raumeurven 5" Ordnung, 
welche von Hyperboloiden ausgeschnitten werden, die durch A und 
je eine der Geraden von F' gehen und die Flache beriihren. 

4. Auf 45 Raumcurven 4' Ordnung erster Species, indem man die 
Hyperboloide durch je zwei der 10 Geraden gehen lisst. 

VI. Die Schnitte der Fliche F mit Fldchen 3'* Ordnung, welche 
durch die Doppeleurve A und die Doppelgerade a gehen, werden auf 
der Bildebene durch die fiinffach unendliche Schaar von Curven 4'¢" 
Ordnung abgebildet, welche ¢ zum Doppelpunkte, die b; zu einfachen 
Punkten haben. Diese Schnitte sind Raumeurven 10'" Ordnung vom 
Geschlecht 2, und unter dieser Schaar giebt es eine reiche Mannig- 
faltigkeit von zerfallenden Curven und Curvenschaaren, von denen 
wir die folgenden erwihnen: 

1. Schaaren rationaler Raumceurven 5'* Ordnung werden dargestellt 

a) durch die Geraden, welche durch einen Punkt b; gehen; 


b) durch die Curven 3'** Ordnung, welche ¢ zum Doppelpunkt 
haben und durch 5 der Punkte b; gehen; 


ec) durch Kegelschnitte, welche durch den Punkt ¢ und drei der 
Punkte 6; gehen. Je ein Glied einer Schaar a) ergiinzt sich mit einem 
Glied einer Schaar b), und je zwei Glieder aus zwei Schaaren c) er- 
giinzen sich zu einem vollstaindigen Schnitt einer der Flichen 3'" Ord- 
nung mit F. a) giebt 6, b) giebt 6, und c) giebt 20 einfach unend- 
liche Schaaren von solchen Raumcurven. 

Es giebt also auf der Fliche 32 einfach unendliche Schaaren von 
rationalen Raumcurven 5'* Ordnung, welche die Curven der Schaar 
= in je einem Punkte treffen. Irgend eine dieser Schaaren wird von 
einer zweiten so ergiinzt, dass je zwei Curven, aus den beiden Schaaren 
genommen, mit A und a den vollstaindigen Schnitt einer Fiche 3'*" Ord- 
nung mit F bilden. Jede dieser Schaaren ist 6 Kegelschnitten zu- 
geordnet, welche sie trifft, wahrend sie die erginzenden Kegelschnitte 
nicht schneidet; indess ist eine solche Combination K’ von 6 Kegel- 
schnitten verschieden von den Combinationen K, welche den 32 Raum- 
curven 3' Ordnung zugeordnet sind. Zwei Combinationen K und K’ 
haben immer eine ungerade Anzahl von Kegelschnitten gemein, und 
je nachdem sie 5, 3 oder 1 Kegelschnitt gemein haben, trifft die K 
zugehérige Raumcurve 3 Ordnung eine Curve der K zugehirigen 
Schaar von rationalen Raumcurven 5'* Ordnung in 0, 1, oder 2 Punkten. 
Die Curven einer Schaar treffen also 6 Raumcurven C nicht, 20 einmal 
und 6 zweimal. Curven aus einer Schaar schneiden einander nicht, 
Curven aus verschiedenen Schaaren schneiden sich in 3, 2, 1 Punkten, 
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je nachdem die zugeordneten Combinationen K’ 0, 2, 4 Kegelschnitte 
gemein haben. 

In jeder dieser 32 Schaaren giebt es 6 Curven, welche in eine 
der Curven C und in einen entsprechenden Kegelschnitt zerfallen. 

2. Kaumeurven 4 Ordnung zweiter Species. Die unter 1. behan- 
delten Schaaren zerfallen weiter, wenn man die Bildcurve noch durch 
einen Punkt a; gehen liisst. Die Raumcurve zerfillt dann in die ent- 
sprechende Gerade der Fliche und in eine Raumcurve 4‘ Ordnung 
zweiter Species, die giinzlich verschieden ist von einer der sub V, 2. 
erwihnten Curven. 

Es liegen somit auf der Fliiche 10. 32 einzelne Raumcurven 4'<' 
Ordnung zweiter Species, die je cinen Punkt mit jeder Curve der 
Schaar X gemein haben. Je 32, aus 32 verschiedenen Schaaren von 
rationalen Curven 5'* Ordnung (VI, 1.), sind einer Geraden der Fliche 
zugeordnet, indem sie diese in einem Punkte, die iibrigen Geraden 
gar nicht, treffen. Im Uebrigen, besonders in Bezug auf die Kegel- 
schnitte und Curven C der Fliiche, verhalten sich diese Curven 4'" Ord- 
nung genau wie die sub VI, 1. erwihnten Schaaren, da je 10 der 
Curven einer Schaar angehiéren. 


3. Ltationale Raumeurven 5' Ordnung. Wir betrachten noch eine 
‘endliche Anzahl solcher Curven, welche die Fliche enthilt, die aber 
keiner der 32 Schaaren angehéren und verschieden sind von den sub V, 3. 
erwiithnten Curven. 

a) Man kann einmal die Flichen 3'** Ordnung, welche a und A 
enthalten, noch durch eine der Raumeurven 3'* Ordnung, C, gehen 


lassen und hat dann noch eine zweifach unendliche Schaar solcher 
; Flichen. Unter Anderm findet man hier den Satz: 

Die Geraden der Bildebene sind die Bilder derjenigen rationalen 
7 Raumeurven 7' Ordnung, welche von Fliaichen 3 Ordnung ausge- 


, schnitten werden, die durch A und a und durch diejenige Raumecurve 
; 3’ Ordnung C’ der Fliiche gehen, welche die durch den Punkt ¢ 
2 abgebildete Raumeurve C zum Schnitt eines durch A gehenden Hyper- 
4 boloids ergiinzt. 


- Die 32 zweifach unendlichen Schaaren von rationalen Raumeurven 
T' Ordnung, welche so aus der Fiche ausgeschnitten werden, sind 


d daher den 32 Raumcurven 3'" Ordnung, C, einzeln zugeordnet, indem 
c eine Curve einer Schaar mit der ihr entsprechenden C drei Punkte, 
n mit der ergiinzenden Curve C gar keinen Punkt, mit den tibrigen 
be Curven C zwei oder einen Punkt gemein hat, je nachdem diese die 
1 mgehorige C nicht oder einmal treffen. 

t, Diese Raumeurven 7'*" Ordnung haben je einen Punkt mit jeder 
1, Curve von = gemein. 


Mathematische Annalen TIT. 
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Unter diesen 32 zweifach unendlichen Schaaren giebt es nun, 
ausser den sub VI, 1. betrachteten Schaaren von rationalen Raum- 
eurven 5'* Ordnung, noch weitere zerfallende Schaaren, nimlich 
32. 10 einfach unendliche Schaaren, welche in eine Gerade der Fliiche 
und in eine rationale Rawmeurve 6' Ordnung zerfallen. Lisst man 


aber die Fliichen 3'" Ordnung noch durch eine weitere Gerade von F 
gehen, so gelangt man zu 32 - 2:2 = 1440 einzelnen rationalen Raum- 
eurven 5'* Ordnung. Sie sind je einer Raumeurve C und je 2 Geraden 
von F' einzeln zugeordnet und schneiden die Curven der Schaar = in 
je einem Punkte. Ihre Bilder sind 

a) die Geraden durch je zwei Punkte a;, an Zahl 45; 

B) die Kegelschnitte durch ¢, zwei der Punkte 6; und zwei der 
Punkte a;, 675; 

vy) die Curven 3’ Ordnung mit Doppelpunkt in ¢, dureh 4 
der b; und 2 der a; gehend, ebenfalls 675; 

0) die Curven 4’ Ordnung mit dreifachem Punkt in ¢, durch 
die b; und 2 der a; gehend, 45. 

b) Ferner kann man die Fliichen 3' Ordnung, welche A und a 
enthalten , auch durch zwei Kegelschnitte aus zwei verschiedenen Paaren 
hindurchgehen lassen. Dabei entstehen, je zwei Kegelschnitten ent- 
sprechend, Schaaren von rationalen Curven 6 Ordnung, im Ganzen 
60 einfach unendliche Schaaren, deren Bilder sind: 

«) 15 Schaaren von Kegelschnitten durch 4 der Punkte );; 

B) 30 Schaaren von Curyen 3'* Ordnung, die durch ¢ und 4 
der b; gehen und einen weitern Pankt 6; zum Doppelpunkt haben; 

vy) 15 Schaaren von Curven 4" Ordnung, mit einem Doppel- 
punkt in ¢, Doppelpunkten in zweien der b; und durch die 4 iibrigen 
b; gehend. 

Die Curven einer Schaar schneiden die beiden zugeordneten Kegel- 
schnitte in je zwei Punkten, die ergiinzenden Kegelschnitte gar nicht, 
die iibrigen 10 Kegelschnitte in je einem Punkte, wie iiberhaupt die 
Curven der Schaar = in je zwei Punkten. Sie schneiden ferner die- 
jenigen 8 Raumeurven 3'" Ordnung, C, welche die zugeordueten beiden 
Kegelschnitte ebenfalls zugeordnet haben, gar nicht; die 16 Curven C, 
welche einen derselben zugeordnet haben, in einem Punkte, die 8 
iibrigen Curven C in zwei Punkten. 

In jeder dieser Schaaren giebt es insbesondere 10 Curven, welche 
zerfallen, indem man die Bildeurve noch durch einen der Punkte a; 
gehen liisst. 

Somit existiren noch auf der Fliche 10 . 60 cinzelne rationale 
Rawneurven 5 Ordnung, welche je zwei Punkte mit jedem Glied der 
Schaar £ gemein haben. Sie zerfallen in 60 Gruppen von je 10 Curven. 
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Die Gruppen sind je 2 Kegelschnitten aus 2 Paaren zugeordnet, die 
Curven einer Gruppe den 10 Geraden der Fliiche, und zwar so, dass 
eine Curve mit einer Geraden einen Punkt, mit den iibrigen Geraden 
keinen Punkt gemein hat. 

Mit dieser Aufziinlung sind alle rationalen Curven 1" bis 5‘ Ord- 
nung auf der Fliche vollstiindig erschépft. 


Die hier behandelte Fliche F' ist unter den auf einer Ebene abbild- 
baren Fliichen 6" Ordnung ohne Knotenpunkt diejenige, deren ebene 
Schnittcurven das héchstmégliche Geschlecht haben, eine Kigenschaft, 
welche die Flichen n' Ordnung mit einer (x — 4) fachen Geraden und 
einer diese nicht schneidenden Doppeleurve 3'" Ordnung, deren Ab- 
bildung sich genau nach der bei F' angewandten Methode durchfiihren 
liisst, nicht mehr theilen. Vielmehr besitzen die auf einer Ebene ab- 
bildbaren Fiichen »' Ordnung, auf welche diese Kigenschaft iiber- 
geht, zwei vielfache Gerade. 

Ich will zum Schlusse noch bemerken, dass sich zur Durchfiihrung 
der Abbildungen ausser den hier angegebenen allgemeinen Methoden 
.noch andere anwenden lassen, welche bisher, und auch in der vor- 
liegenden Abhandlung, nur in beschriinktem Grade zur Benutzung 
gekommen sind, durch die sich aber z. B. die Entwicklungen des § 4. 
kiirzer hiitten darstellen lassen. Auf diesen Punkt gedenke ich in 
einer weiteren Mittheilung zuriickzukommen. 


Mannheim, im Miirz 1870. 











Construction der Hauptkriimmungshalbmesser und der 
Hauptkriimmungsrichtungen bei beliebigen Flichen. 


Von Emin Weyer in Prag. 


1. Es sei F eine beliebige Fliiche, o ein Punkt derselben und @ 
die Tangentialebene der Fiiiche im Punkte 0; ferner sei N die Fliichen- 
normale in diesem Punkte. Jede durch die Normale N gehende Ebene 
€ liefert einen Normalschnitt der Fliche, welchem im Punkte o ein 
Kriimmungskreis K zukommt, dessen Centrum « auf der Fliichen- 
normale N liegt. Wir wollen der Ebene & den in ihr liegenden Kriim- 
mungsmittelpunkt « entsprechen lassen. Man erhiilt, wie sich leicht 
zeigen liisst, auf diese Art zwei ein-zweideutige Gebilde, und zwar 
die eindeutige Punktreihe (2) auf der Normale und das zweideutige 
Ebenenbiischel (§), dessen Achse die Normale ist. 

Denn in der That entspricht (sobald nur der Punkt o keine 
Singularitiiten aufweiset) jeder durch N gehenden Ebene & ein und 
nur ein einziger Kriimmungsmittelpunkt #, wiihrend jedem Kriimmungs- 
mittelpunkt « zwei Normalschnitte und folglich auch zwei Ebenen & 
des Biischels N entsprechen. 

Von dem zuletzt Gesagten iiberzeugt man sich am einfachsten in 
folgender Weise: Man beschreibe aus dem Punkte x als Centrum mit 
dem Radius zo eine Kugel, welche offenbar im Punkte 0 die Fiche 
F beriihren wird. Die Schnitteurve dieser Kugel mit der Fifiche F’ 
wird im Punkte 0 einen Doppelpunkt besitzen, dessen zwei Tangenten 
mit der Normale N zwei Ebenen bestimmen, denen, wie leicht zu 
erkennen ist, der Punkt x als Kriimmungsmittelpunkt entspricht. Denkt 
man sich die siimmtlichen, die Fliiche F’ im Punkte o beriihrenden 
Kugeln, so bilden deren auf der Normale N liegenden Mittelpunkte 
(xp eine mit dem Kugelsysteme projectivische Punktreihe. Hierbei ent- 
spricht der Tangentialebene 6, wenn man sie als eine Kugel mit unend- 
lich grossem Radius betrachtet, der unendlich weite Punkt der Normale 
N, wiihrend der Punkt o der unendlich kleinen Kugel entspricht, 
welche dureh ihn repriisentirt wird. Jede von den Kugeln sehneidet 
die Fliiche F' in einer Curve, welche im Punkte o einen Doppelpunkt 
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und folglich ein Tangentenpaar besitzt. Diese Tangentenpaare sind 
nun in Involution*) und folglich auch die durch sie und die Normale 
N gehenden Ebenenpaare. Diese Ebeneninvolution ist projectivisch 
zu der Reihe der Kugelmittelpunkte und somit stellen beide zwei ein- 
zweideutige Gebilde vor. 

Die Doppelstrahlen des zweideutigen Gebildes sind die beiden 
Hauptnormalschnitte der Fliiche, da sie den beiden stationiir beriih- 
renden Kugeln entsprechen. Daher sind die Mittelpunkte dieser zwei 
Kugelu d. h. die Hauptkriimmungsmittelpunkte der Fliiche die beiden 
Verzweigungspunkte der eindeutigen Punktreihe. 

Zu denselben Resultaten fiihrt die Untersuchung der bekannten, 
die Kriimmungsradien der Normalschnitte liefernden Gleichung: 

i cos? sin? 

a x * Rk 
wobei man iiberdies die besondere Natur der erwiihnten ein-zwei- 
deutigen Verwandtschaft erkennt. 

In der obigen Gleichung sind Jt, und &, die Kriimmungsradien 
der beiden Hauptschnitte v,,, @,, der Fliiche /’, und & der Kriimmungs- 
radius jenes Normalschnittes §, welcher mit einer der Hauptnormal.- 
ebenen den Winkel  eiuschiliesst. 

Betrachtet man 2 als den bestimmenden Parameter des dem 
Normalschnitte § zugehérigen Kriimmungsmittelpunktes #**) und fiihrt 
man das Theilverhiltniss ; 

sin p 
COS @ 
des Normalschnittes § beziiglich des Winkels der Hauptschnitte ein, 
so kann-obige Gleichung in die Form 
h(n, -{- Rh, te? p) _ Rh, h, (1 + tg* p) = (0 
gebracht werden, was offenbar nichts anderes als die Verwandtschafts- 
eleichung zweier ein-zweideutiger Gebilde ist. Da 2 linear und tgp 


= typ 


quadratisch in diese Gleichung eintritt, so ist die Reihe der Kriimmungs- 
mittelpunkte das eindeutige Gebilde, wiihrend das Biischel der Normal- 
ebenen zweideutig ist. 

Fir R= Rh, erhilt man fiir tgg zwei gleiche Wurzeln, niimlich 
tem = 0 und fiir R = R, zwei gleiche unendlich grosse Werthe. Es 
sind also in der That die beiden Hauptschnitte zugleich die Doppel- 
elemente des zweideutigen Ebenenbiischels und die beiden Hauptkriim- 
mungspunkte — », w wollen wir sie nennen — sind die Verzweigungs- 
elemente der eindeutigen Punktreihe auf N. 


*) Vergleiche Chasles’ Geschichte der Geometrie pag. 340 der deutschen 
Ausgabe. 
**#) Ks ist ov = R. 
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Aus der Verwandtschaftsgleichung folgt: 
on R,R, (1 + tg*q) 
Rk, + &, tg"; 
und aus diesem Ausdrucke erkennt man, dass R gleich Null wird, 
wenl 


ist, d. h. wenn 


ist. Dem Fusspunkte 0 der Normale N entsprechen also im zwei- 
deutigen Biischel die durch die Normale N an den imaginiiren Kugel- 
kreis gehenden zwei Tangential-Ebenen. Schliesslich wird R = oo 
wenn: 





tgp = +) —%> 


d. h. dem unendlich weiten Punkte der Normale entsprechen die beiden 
Inflexionsnormalschnitte der Fliche. 

Wir kénnen das Ergebniss der vorstehenden Betrachtungen in 
folgenden Satz zusammenfassen. Das Biischel der Normalschnitte einer 
Fliiche in einem ihrer Punkte ist mit der Reihe der zugehirigen Kriim- 
mungsmittelpuukte in ein-zweideutiger Beziehung, und zwar ist hierbet 
das Biischel zweideutig, wiihrend dic Reihe eindeutig ist. Die Ver- 
zweigungspunkte der eindeutigen Reihe sind dic Hauptkriimmungsmittel- 
punkte der Fliche und die Doppelebenen des Biischels sind die ihnen 
entsprechenden Hauptnormalschnitte der Fliche. Dem Punkte der Fliche, 
von dem wir ausgegangen sind, entsprechen jene zwei Ebenen des Biischels, 
welche den imaginiren Kugelkreis beriihren*), und dem unendlich weiten 
Punkte der Reihe entsprechen die beiden durch die Inflexionstangenten 
der Fliiche gehenden Ebenen des Biischels. 

2) Da die beiden Doppelelemente des zweideutigen Biischels und 
demnach auch die Verzweigungselemente der eindeutigen Reihe in 
diesem Falle reell sind, so ist das zweideutige Biischel complex. 

Durch die beiden Verzweigungselemente d. h. durch die beiden 
Hauptkriimmungsmittelpunkte wird die Flichennormale N in zwei Ab- 
schnitte getheilt, niimlich in den reellen und in den imaginiiren. (Siehe 
»LTheorie der mehrdeutigen Geometrischen Elementargebilde“ II. Theil, 
Art. 4.) Der Fusspunkt o der Normale liegt, da ihm ein imaginiires 
Elementenpaar des zweideutigen Biischels entspricht, immer im ima- 
giniiren Theile der eindeutigen Punktreihe. Wenn also die beiden 
Hauptkriimmungsmittelpunkte auf einer und derselben Seite von o 
liegen, so ist der durchs Unendliche gehende Theil der Normale der 
imaginiire Theil, und es entsprechen daher dem unendlich weiten 


*) Desshalb stehen die Haupt-Normalschnitte auf einander senkrecht. 
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Construction der Hauptkriimmungshalbmesser. 


Punkte der Normale zwei imaginiire Elemente des zweideutigen Biischels 
d. h. die beiden Inflexionsschnitte sind imaginir und folglich die Fliche 
F beim Punkte 0 concav-concav. Der Punkt o ist elliptisch. 

Wenn dagegen o zwischen den Hauptkriimmungsmittelpunkten 
v, w liegt d. h. wenn die Hauptkriimmungshalbmesser entgegengesetzt 
gerichtet sind, so gehért der durchs Unendliche gehende Theil der 
Normale dem reellen Theile der eindeutigen Reihe an, die Inflexions- 
schnitte sind reell und die Fliiche concav-convex. Der Punkt o ist 
hyperbolisch. 

Wenn schliesslich einer der Verzweigungspunkte ins Unendliche 
fillt, so ist 0 ein parabolischer Punkt der Fliiche. 

3) Es mag auch noch erwiihnt werden, dass man zu der Gleichung: 

1 __ cos? i sin? 

oe" R, 
sehr leicht gelangt, wenn man sich die Aufgabe stellt, die Verwandt- 
schaftsgleichung der beiden ein-zweideutigen Gebilde, welche wir be- 
trachteten , aufzustellen. 

Nachdem man aus den einleitenden Betrachtungen des 1. Artikels 
oder, was ebenso leicht ist, aus der Theorie der Indicatrix erkannt 
hat, dass das Biischel der Normalebenen mit der Reihe der Kriimmungs- 
mittelpunkte in ein-zweideutiger Beziehung steht; nachdem man feruer 
erkannt hat, dass die Doppelebenen des Biischels (als den Achsen der 
Indicatrix entsprechend) auf einander senkrecht stehen, und dass 
schliesslich dem Punkte o (als unendlich kleine Kugel betrachtet) die 
den imaginiiren Kugelkreis tangierenden Ebenen des Biischels ent- 
sprechen*), kann man dazu schreiten, die Verwandtschaftsgleichung 
der beiden Gebilde aufzustellen. Bezeichnet man den Parameter, das 
Theilverhiltniss eines Elementes des eindeutigen Gebildes mit § und 
das Theilverhaltniss des entsprechenden Elementes im zweideutigen 
Gebilde mit 4, so ist die Verwandtschaftsgleichung im Allgemeinen: 


(an? + by + ¢) + (qn? + Oy + |) = 0*). 
Wir wollen nun das Theilverhiiltniss § des Elementes im eindeutigen 
Gebilde d. h. das Theilverhiiltniss des Kriimmungsmittelpunktes beziig- 
lich der beiden Verzweigungspunkte v, w (der beiden Hauptkriimmungs- 
mittelpunkte) bestimmen, und ebenso das Theilverhiiltniss 4 der ent- 
sprechenden Normalebene in Bezug auf das Paar der Doppelebenen 
Vio, Wy. nehmen, so dass also, wenn man die beiden Hauptkriimmungs- 


*) Diess begriindet sich geometrisch dadurch, dass die unendlich kleine Kugel 
die Tangentenebene der Fliiche in cinem unendlich kleinen Kreise schneidet, 
welcher mit dem Centrum der Indicatrix iibereinfillt. 

**) Siehe ,,Theorie mehrdeutiger geom. Elem.- Geb,“ I. Theil, Art, 4. 
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halbmesser mit R, und FR, und den variablen Kriimmungshalbmesser 
mit R bezeichnet, 
§ ais R,—Rk 

es ey 
wird; fiir das Theilverhiltniss 4 haben wir: 

___ SIN M49, é 

~ SIN @yo, & 
wobei ¢ die dem Radius R entsprechende Normalebene ist. 

Da aber v,, senkrecht auf @,, ist, so hat man 


SIN Vj9, & tue 
= -—__ = Vi< € 
| COS 49, € = “33? "2 
oder wenn man < v,, € kurz mit pm bezeichnet: 
n = tgg. 


Die Verwandtschaftsgleichung nimmt jedoch nach unserer Fest- 
stellung der Grundelementenpaare einen wesentlich einfachen Charakter 
an. Da niimlich dem Werthe § = 0 zwei gleiche Werthe 4 = und: 
dem Werthe § = co zwei Werthe 7 =-+ oo entsprechen miissen, so 
findet man nach kurzer Ueberlegung, dass in der Verwandtschatfts- 
gleichung: 

a=(0, d'=0 b, = 0 c, = 0 
sein miisse und dass sich daher diese in die Form: 
—E=—ar?* 
bringen liisst. 
Die Einfiihrung der Werthe fiir & und y liefert: 


R,— R= “'8'9 


Zur Bestimmung der Constanten « bedienen wir uns der Thatsache, 
dass dem Fusspunkte der Normale N die durch sie an den imaginiiren 
Kugelkreis gehenden zwei Tangentialebenen entsprechen, d. h. dass 
dem Werthe R = 0 das Werthepaar tem = -- / — 1 entspricht. 

Setzen wir diese Ausdriicke in die letzte Gleichung ein, so ergiebt 
sich: 


R, ibid 
a 
und folglich nimmt die Verwandtschaftsgleichung die Form: 
R—-R_ Biya 
os ee 
an, welche sich durch eine einfache Transformation in: 
1 cos? sin?» 
~*~" ? oS 


umsetzen lisst. 
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4) Auf Grund der Entwickelungen der ersten zwei Artikel und 
mit Beriicksichtigung des im 1. Theile ,,der Theorie mehrdeutiger 
Elementargebilde“ Niedergelegten ist es nicht schwer die folgende 
Aufgabe constructiv aufzulésen: 


Es sind die Kriimmungshalbmesser von drei Normalschnitten einer 
Fliiche in einem ihrer Punkte ‘gegeben, man soll die beiden Haupt- 
kriimmungshalbmesser und Hauptschnitte der Fliche wnd den Kriim- 
mungshalbmesser eines beliebigen vicrten Normalschnittes construiren. 

Wie man sieht, kommt es nur auf die Vervollstiindigung ein- 
zweideutiger Gebilde an und iiberdies auf die Construction der Doppel- 
und Verzweigungselemente. 

Wir wollen uns daher nur mit einer skizzirten Auflésung zufrieden 
stellen. . 

Die vorher verwendete Bezeichnung beibehaltend, seien «,, B,, 7; 
drei Normalschnitte, deren Kriimmungsradien oa, 0b, oc sein mogen. 
Dann entsprechen den drei Punkten a, b, ¢ der eindeutigen Reihe auf 
N die drei Ebenen «, B, y, des zweideutigen Ebenenbiischels, dessen 
Achse N ist. Ueberdies wissen wir, dass dem Fusspunkte o der 
Normale die beiden den imaginiiren Kugelkreis tangirenden Ebenen 
des Biischels entsprechen. Durch fiinf Paar entsprechender Elemente 
sind aber bekanntlich zwei ein-zweideutige Gebilde bestimmt und 
demnach ist die Lésung unserer Aufgabe wirklich sicher gestellt. Es 
seien A, D, C, die Schnittlinien der Ebenen «,, 6,, y, mit der Tangen- 
tialebene 6 der Fliiche im betrachteten Punkte o. Dann kénnen wir 
an Stelle des Ebenenbiischels das mit ihm perspectivische Strahlen- 
biischel (A, B, C, .....) setzen und zur Construction verwenden. 

Um die Vervollstiindigung der beiden Gebilde (a be...) und 
(A, B, C,....) vornehmen zu kénnen, werden wir die Punktreihe mit 
einem Strahlenbiischel in projectivische Verbindung setzen und das 
letztere an Stelle der ersteren zur Vervollstiindigung beniitzen. 

Zu dem Ende denken wir uns die Normale N so in die Tangential- 
ebene 6 gelegt, dass der Punkt @ auf den ihm entsprechenden Strahl 
A, fallt, ohne dass jedoch A, mit N zusammenfiele. Nun _projicire 
man die Punktreihe 0, a, b, ¢ aus einem willkiirlichen Punkt ¢ des 
Strahles A, durch das Strahlenbiischel (O, A, B, C). Man erhiilt so 
zwei ein-zweideutige Strahlenbiischel (O A BC.....) und (A, B, C, ....) 
wobei sich die gleichbezeichneten Strahlen entsprechen und wobei dem 
Strahle O des eindeutigen Biischels die beiden von o nach den imaginiren 
Kreispunkten der Ebene 6 gehenden Strahlen des zweideutigen Bischels 
entsprechen werden. 

Die beiden Strahlenbiischel sind jedoch iiberdies in reducirter 
Lage, da sich die zwei entsprechenden Strahlen A, A, decken. 
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Der Reductionskegelschnitt C, ist sonach bestimmt und zwar durch 
folgende fiinf Punkte: 0, als Scheitel des zweideutigen Biischels, (B B,), 
(C C,) als Schnittpunkte zweier Strahlenpaare und schliesslich durch 
die zwei Punkte auf O, in denen dieser Strahl von den beiden durch 
o nach den imaginiiren Kreispunkten von 6 gehenden Strahlen ge- 
schnitten wird. Diese zwei Schnittpunkte stellen sich als die Doppel- 
punkte jener Involution dar, in welcher O von der rechtwinkligen 
Strahleninvolution getroffen wird, welche o zum Scheitel hat. 

Man kennt also von dem Reductionskegelschnitte drei reelle Punkte 
und die Punktinvolution, welche der Kegelschnitt auf einer Geraden 
O bestimmt. 

Hierdurch ist er bestimmt und kann nach bekannten Methoden 
construirt werden*). Man kann auch den Kegelschnitt C, durch einen 
ihm collinear liegenden Kreis ersetzen und hat zu dem Behufe nur 0 
als Collineationscentrum und O als die Gegenlinie des Systemes C, 
zu betrachten, um zu C, einen Kreis als Collineare zu erhalten. 

Wir kénnen hier auf die Detailconstruction selbstverstiindlich nicht 
eingehen. Mittelst des Kegelschnittes C, kann man nun die beiden 
Biischel 0, ¢ vervollstiindigen und daher auch zu jedem Normalschnitte 
den betreffenden Kriimmungsradius construiren. 

Zieht man von ¢ an den Kegelschnitt C, die beiden immer reellen 
Tangenten V, W, so schneiden diese die in 6 liegende Normale N 
schon in den zwei Hauptkriimmungsmittelpunkten und die von o 
nach den Beriihrungspunkten der Tangenten gehenden Strahlen V,,, 
W,, sind als Doppelstrahlen des zweideutigen Biischels die beiden 
Hauptkriimmungsrichtungen der Fliche. 

Hiemit wiire also in der That die von uns aufgestellte Aufgabe 
gelost. 

5) Schliesslich mag nur noch eine Erweiterung der Aufgabe er- 
wiihnt werden, welche eintreten kann. Da man nach dem Meunier’- 
schen Theorem aus dem Kriimmungshalbmesser eines beliebigen schiefen 
Schnittes der Fliche durch einfaches Projiciren den Kriimmungshalb- 
messer des Normalschnittes ableiten kann, 

80 lisst sich die letztbehandelte Aufgabe auch fiir den Fall lisen, wenn 
die Kriimmungen dreier beliebigen Schnitte bekannt sind. 

Wir wollen, weil es uns zeitgemiiss scheint, nur auf die folgende 
specielle Aufgabe hinweisen, welche im Vorhergehenden ihre Auflésung 
gefunden hat: 

Man soll in irgend einem Punkte einer Fliche dritter Ordnung die 
Hauptkriimmungshalbmesser und die Hauptkriimmungsrichtungen con- 
struaren. 


*) Siehe Steiner’s Vorlesungen von H. Schréter pag. 
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Man wird durch den Punkt und durch drei von den 27 Geraden 
der Fliiche (drei sind bekanntlich immer reell) drei Ebenen legen, die 
Kriimmungsradien der Kegelschnitte, in denen diese Ebenen die Fliche 
schneiden, im betreffenden Punkte construiren und nach obiger An- 
leitung weiter verfahren. 

Wir hoffen, dass die constructive Durchfiihrung keine Schwierig- 
keiten bieten werde. 


Prag, im Mai 1870. 


Ueber die Curven dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte. 


Von Emin Weyer in Prac. 


1. Steiner hat eine Reihe schéner Sitze*) aufgestellt, welche 
eine gewisse Classe von den Curven dritter Ordnung eingeschriebenen 
Polygonen — die Steiner’schen Polygone behandeln und welche 
Siitze von Herrn Clebsch*™) durch Betrachtung elliptischer Functionen 
bewiesen und zur weiteren Untersuchung in iiberraschender Weise 
zurecht gelegt wurden. 

Die erwiihnten Siitze beziehen sich auf allgemeine Curven dritter 
Ordnung und es liisst sich im Vorhinein erwarten, dass die auf Curven 
mit einem Doppelpunkte vorkommenden Steiner’schen Polygone eine 
wesentlich einfachere Untersuchung zulassen werden, als es im All- 
gemeinen der Fall ist. 

Es ist nun der Zweck dieser kurzen Mittheilung zu zeigen, wie 
einfach sich in der That die Betrachtung der Steiner’schen Polygone 
auf Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte gestaltet. 

2. Sei C,° eine Curve dritter Ordnung, welche in 0 einen Doppel- 
punkt besitzt und daselbst die beiden Geraden D,, D, beriihrt. Ein 
durch 0 gehender Strahl 7 wird C,* in einem Punkte ¢ schneiden, 
welcher sofort bestimmt sein wird, sobald man den Strahl 7 keunt. 


*) Crelle, Bd. 32. pag. 182. 
**) Crelle, Bd. 63. pag. 94. 
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Dieser letztere bestimmt sich jedoch unzweideutig durch das Theil- 

ie. in D,T ay . ‘ 

verhiiltniss a DT lurch welches decmach auch ¢ fixirt erscheint. Wir 
. 2 

bezeichnen desshalb das Theilverhiltniss als den Parameter des Punktes ¢ 

und benennen es mit demselben Buchstaben als den Punkt, dem es 


entspricht und setzen also 
sn D,T _ 
sin DT 
Die Bedingung nun, dass drei Punkte ¢,, ¢,, ¢, in einer und derselben 
Geraden liegen, nimmt die einfache Form: 
(1) t,.t,. t, = k*) 
an, wobei' & eine nur von der Curve C,> abhiingige constante Grosse 
vorstellt. 

2. Wir wollen von den zahlreichen Anwendungen, welche die 
letzte Gleichung zuliisst, nur diejenige erwiihnen, welche die Steiner’- 
schen Polygone zum Gegenstande hat. 

Um zu einem der Curve C;,' eingeschriebenen Steiner’schen 
2n-Kek zu gelangen, gehe man von zwei, vor der Hand willkiirlich 
angenommenen Curvenpunkten ¢,, 4, aus, Man verbinde einen be- 


t 


liebigen Punkt x, der Curve mit ¢,, wodurch man eine Gerade ¢,, 
erhilt, welche die Curve C,* zum drittenmale in dem Punkte x, schneiden 
midge. Den Punkt x, verbinde man mit ¢, und es mége ¢,x, die Curve 
im Punkte x, schneiden, welchen man wieder mit ¢, verbindet um 


t,x, zu erhalten; den Schnittpunkt 2, von ¢,2, und C,° verbinde man 
wieder mit ¢,, wodurch sich ein Punkt x, ergibt u.s. f.  , 

Wenn man diese Construction 2” mal wiederholt, so erhilt man 
von #, ausgehend die Reihe von (2x + 1) Punkten 4%, 7,2, .... %n41, 
welche Ecken eines Polygons sind, dessen Seiten abwechselnd durch 
die beiden Punkte ¢,, 4, hindurchgehen. 

Ks liisst sich nun sehr leicht der Parameter von 22,41 aus jenem 
von x, in folgender Weise ableiten. 

Nach Gleichung (1) und unserer Construction gemiiss bestehen 
die Relationen: 


thnx, =k pee 
ty tyr, = k ty t,x, = k 
f, LX, = i ty %_ 2, == £ 
t, Xan 1%2n =k t,HonVan+1 a k. 


*) Sieche ,,Sitzungsberichte der kgl. béhm. Gesellschaft der Wissenschaften 
vom 27. April 1870. 
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Die Multiplication der untereinander stehenden Gleichungen und die 
Division der beiden Resultate liefert sofort: 

(2) "2, = t."%en41 

als Beziehung zwischen der ersten und der letzten Kcke des unge- 
schlossenen Polygons; soll nun das letztere ein Steiner’sches 2n-Eck 
werden, so muss 2, mit 2,4, indentisch sein, d. h. es muss 2, = X41 
sein und folglich nach (2): 

(3) ¢,* == ¢,". 

Diess ist somit die nothwendige aber auch hinreichende Bedingung 
dafiir, dass ¢, und ¢, als Hauptpunkte Steiner’scher 2n-Ecke be- 
trachtet werden kénnen. 

Wir wollen uns auf eine Entwickelung der Kigenschaften St ei - 
ner’scher Polygone um so weniger einlassen, als dieselben sich in 
der bereits erwihnten Abhandlung des Herrn Clebsch einer ausfiihr- 
licheren Behandlung erfreuten und als letztere fiir Curven dritter Ord- 
nung mit einem Doppeipunkte bei Zugrundelegung der Gleichungen (1) 
und (3) ungemein einfach sich gestaltet. 

3. Der Gleichung (5) geniigen je zwei Wurzeln der Gleichung: 
(4) r-9 
wobei @ eine beliebige Grosse vorstellt. 

Die Gleichung (4) stellt jedoch, wenn man @ als einen veriinder- 
lichen Parameter bezeichnet, eine Involution 2‘ Ordnung vor, welche 
zwei n-fache Elemente besitzt. Diese »-fachen Elemente sind augen- 
scheinlich: 0 und oo. 

Nun entsprechen aber den Werthen 0 und oo von ¢ die beiden 
Nachbarptnkte des Doppelpunktes 0, woraus also folgt, dass die Haupt- 
punkte der Steiner’schen 2n-Ecke auf der Curve C,° sich zu n-elemen- 
tigen Gruppen vereinigen, welche eine Involution n° Grades bilden, die 
die beiden Nachbarpunkte des Doppelpunktes zu n-fachen Punkten hat. 

Je zwei Punkte einer Gruppe kénnen als Hauptpunkte Steiner’- 
scher 2n-Ecke betrachtet werden. 

Projicirt man die erwiihnte Involution aus dem Doppelpunkte der 
Curve, so erhilt man eine Strahleninvolution 2'" Grades, fiir welche 
die beiden Tangenten D,, D, des Doppelpunktes zwei -strahlige 
Gruppen vorstellen. 


Prag 


im August 1870. 
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Ueber die Bewegung eines Kérpers in einer Fliissigkeit. 


Von Crepscn in GOTrTinaeEn. 


Die erste Idee, die Bewegung eines Korpers in einer Fliissigkeit 
in Verbindung mit den Bewegungen der letztern, den Principien der 
Hydrodynamik gemiiss zu behandeln, riihrt von Dirichlet her. Er 
gab die Lésung in Bezug auf eine Kugel, im Jahrgang 1852 der Berlin. 
Monatsber. 

Ankniipfend an die Note von Dirichlet behandelte ich die all- 
gemeine Aufgabe im 52. Bd. des Crelle’schen Journals. Ich zeigte 
daselbst, welches die Gestalt der Bewegungsgleichungen des Kérpers 
sei, und von welchem hydrodynamischen Probleme die Bestimmung 
der Constanten abhiingt, durch welche der Einfluss der mitbewegten 
Fliissigkeit in diesen Gleichungen sich ausdriickt. Fiir ein Ellipsoid 
gab ich die Lisung der hydrodynamischen Gleichungen, welche in die- 
sen Untersuchungen entschieden in den Vordergrund traten. Dasselbe 
gilt von der Arbeit des Herrn Hoppe iiber Bewegung eines Rotations- 
kérpers in der Richtung einer Achse. (Pogg. Ann. Bd. 93.) 

Die Herren Thomson und Tait, welche wie es scheint von die- 
sen friihern Arbeiten keine Kenntniss hatten, gaben dieser Frage 
insofern eine neue Wendung, als sie, ganz absehend von dem hydro- 
dynamischen Problem, fiir die einfachsten Fille die Integration der Be- 
wegungsgleichungen des Kérpers unternahmen. 

Neuerdings hat Herr Kirchhoff (Crelle’s Journal Bd. 71) diesen 
Bewegungsgleichungen eine iiberraschend elegante form gegeben, und 
fiir einen Rotationskérper, in dem Fall, dass keine jiussern Kriifte 
wirken, die Integration ausgefiihrt. 

Ich werde im Folgenden an die Kirchhoff’schen Gleichungen 
fiir die Bewegung eines keinen fiussern Kriiften unterworfenen Kor- 
pers ankniipfen, und die Eigenschaften dieses Systems genauer unter- 
suchen. Dabei werden sich zugleich einige neue Kiille ergeben, in 
denen das Problem auf Quadraturen zuriickgefiihrt werden kann. 
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Ueber die Bewegung eines Korpers in einer Fliissigkeit. 


$ 1. 


Die Kirchhoff’schen Gleichungen. 


Die Kirchhoff’schen Gleichungen fiir die Bewegung eines, kei- 
nen iiussern Kriften unterworfenen, Kérpers in einer Fliissigkeit sind 
folgende. Es bezeichnen u, v, w die Geschwindigkeiten, welche der 
Anfangspunkt eines im Koérper festen rechtwinkligen Coordinatensy- 
stems parallel diesen Achsen besitzt, p,q, 7 die Drehungsgeschwindig- 
keiten des Kérpers um diese Achsen. Sodann ist 7 die lebendige 
Kraft des Koérpers und der Fliissigkeit zusammen, eine homogene 
Function zweiten Grades von uw, v, w, p, g, 7 mit constanten Coeffi- 
cienten. Fiir diese 6 Gréssen hat man dann die Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung: 


d te ¢ , i 
dtou ‘toe ov 
a-@27.. .@2 oT 
(1) dtdv "du dw 
dar_.,aT_ ar 
dtdw Pie du 
dor avr w? T ar or 
ae Pe stte57 é4q 
1 oT T a T oT 
o r — aa es 
(2) | dtcoq ou " Ow +1 0 . P oy 
d oT oT oT ( a? T' 
- dto “eaeiaad ” al Fat? : oe. Lop 


Sind ferner z, y, 2 die Coordinaten eines Punktes in Bezug auf 
ein im Kérper festes Coordinatensystem, §, 9, € die Coordinaten des- 
selben Punktes im Raum, so hat man 


f E=—=a+ar+a,y+a, 
| 


® 


x 


y7=B6B+6,%+ By +B, 
C= 7 ttt ryt r2 


Die Griéssen a;, B;, yi sind mit a, v, w, p, g, r entweder durch die 
Relationen : 
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de dp dy 
dt thai tn at 
da OP a: dy 
dt + Be at v2 71 
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Cresscn. Ueber die Bewegung 
- —=@,q —-@&f of = Bb, q — b, ”: 758 Fe" 
(5) -~ = a, 1 — ay p at = B, r — Bp oh =, 1 — PsP 
4 a,p—aq “P= p,p—Bq “P=np—n4. 

Kiir die Gleichung (1), (2) hat Herr Kirchhoff die 3 Integrale 
gegeben — 
6) | CY 4+ 474+ CY =m, 

over, over, orer_ yw 


Cuap Oved Cw Cr 





Denkt man sich die Gleichungen (1), (2) vollstiindig integrirt, so bil- 
den die Gleichungen (5) drei getrernte Systeme, oder was dasselbe ist, 
die 3 Systeme @,, @, @ 3 B,, Bs, By3 ¥1;, Yo» Y, Sind particulire In- 
tegrale des Systems 





dA 

dt = A349 A, i 
J d A, | 
(4) qT A r— A; p 

dA, 

a —_ A, - A, q - 


Von diesen Gleichungen kennt man erstens das Integral 
A, + A,? + A,? = Const. , 
und zwar muss die Constante fiir jene particuliiren Systeme den Werth 
1 haben; zweitens das Integral 


, oF or 
(8) A, a A, ae + A, dw = Vonst. ; 


es 


und da ausserdem der Multiplicator der Gleichungen 1 ist, so hat ihre 
Integration principiell keine Schwierigkeit. 

Ebenso kann man die Functionen «, 6, y aus (4) ohne Weiteres 
durch Integration finden; doch kann man zwei Integrationen ersparen, 
indem zwischen den «, 8, y und die iibrigen Gréssen noch gewisse 
allgemeine integrirbare Gleichungen bestehen, wie Herr Kirchhoff 
gezeigt hat. 


§ 2. 
Eigenschaften der Gleichungen (1), (2). 
Ich wende mich zur genauen Betrachtung der Gleichungen (1), (2), 


welche die Integrationsschwierigkeiten mit sich fiihren, und werde 
zuniichst eine merkwiirdige Transformation jener Gleichungen angeben. 
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Die Gleichungen (1), (2) sind nicht nach den Differentialquotienten 
der Unbekannten aufgelést. Dies ist aber sofort der Eall, wenn wir 
statt der u, v, w, p, g, r die folgenden Unbekannten einfiihren : 


ar ar 
1 Ou nN = op 
at ar 
(9) a eel Y2= 4 
a _ oT 

1,= ow y= ar 


Nun ist 7’ eine homogene Function zweiter Ordnung. Bezeichnen 
wir ihre urspriinglichen Variabeln fiir den Augenblick durch 2,, 2, . . . 2 , 
die neuen durch #,, 2 ...%,, und setzen wir 

0 4 

(10) T=t2anan, m=, (i—1,2..6) 

? 
so giebt die Auflésung der Gleichungen 

Ly = Dh Ain & 

die Gleichungen : 

A x = 2 Aj 2, 
wo A die Determinante der a;,, welche wir immer als von Null ver- 
schieden voraussetzen, die A;, deren Unterdeterminanten bedeuten; 
und wenn man also die Function 7’ in den neuen Veriinderlichen aus- 
driickt : 

(11) T 


Zugleich hat man 


oS sa > Aix XL; Up. 











ar 
a Ox, ? 
oder, indem man zu der vorigen Bezeichnung zuriickkehrt : 
oT aT 
“= >Z— p = =— 
Ox, OY 
‘ , » wee “= 
i) i 0 Hy q OY2 
oO by oe ‘yt 
= -s c= . 
7 0% é Y3 


Daher erfolgt die Transformation der Gleichungen (1), (2) so, dass 
man iiberall nur an Stelle der partiellen Differentialquotienten von T 
die neuen Veriinderlichen, an Stelle der friihern Veriinderlichen die 
neuen Differentialquotienten von F setzt. Die transformirten Gleichun- 
gen werden also: 


de OT _ at 
dt “3 0Y> "2 OYs 
P dx. oT oT 
(13) D ae thy = — tty oe 
dt CY3 "OY 
ais oT . OF 
oo on “1 Dy. 
Ji v2 

Mathematische Annalen. TIT 
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SH oe IF or oF_, a7 
| dt ~ "33a, 2 da, + Ys 0% Y2 ays 
Oh wy OF _ OT oF _. 97 
(14) | — x 02, x oa, + % OYs Ys on 
j.... 7 _ .. ef ws ee 
dt ~ 25z, %1 Fa, + 92 Fy, "1 oy,” 
Von diesen Gleichungen kennt man nach (6) die 3 Integrale : 
2T=L 
(15) a,’ + 2° + 2? = M 


€y I; + 2 YW. + 23 95—=N. 


Da ferner ¢ in den Gleichungen (13), (14) explicite nicht vor- 
kommt, so findet man das letzte Integral durch eine Quadratur. Aber 
ausserdem findet man Null, indem man die rechten Theile der Glei- 
chungen (13) beziehungsweise nach 2, 23, %3, Y;) Y2, Ys differentiirt 
und addirt. Daher ist der Multiplicator der Gleichungen (13), (14) 
gleich 1; man findet das vorletzte Integral durch das Princip des letzten 
Multiplicators, und sieht also, dass jedes vierte Integral, welches etwa 
gefunden wird, die vollstiindige Integration des Problems liefert. 


§ 3. 
Die reducirte Function 7. 


Ich will die Frage behandeln, in welchen Fallen es ausser den 
Integralen (15) noch ein weiteres Integral der Gleichungen (13), (14) 
giebt, welches eine homogene Function zweiten Grades der ;, y; ist. 
In den von Herrn Kirchhoff behandelten Fallen giebt es ein lineares 
Integral, und da man statt dessen sein Quadrat nehmen kann, so ist 
jener Fall in dem Vorliegenden enthalten. Um diese Untersuchung 
bequem fiihren zu kénnen, werde ich zunichst eine reducirte Form 
angeben, welche man der Function 7 geben kann. 

Die Function T besteht aus 3 Theilen; der erste ist homogen vom 
zweiten Grade in den z, der dritte ebenso in den y, der mittlere li- 
neare in den x und in den y. Setzt man im letztern an Stelle der 
Coefficienten von 2%, y, und von 2, y, die Ausdriicke b,,-+%, und 
b,, —k,, und ebenso bei 2 y,, % y, und bei 2 y,, 2, ¥,, so kann 
man ihn noch in zwei Theile zerlegen, von denen der eine ungeindert 
bleibt, wenn man die x mit den y vertauscht, wihrend der andere 
dadurch sein Zeichen wechselt. Man kann also dann setzen : 


| hy @ 
kiy & Yo 
ky 23 Yy 


(16) 27 = DLajy 4% -ALA/ Hi Ye + LLC Yi Ye + 2 


> 
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wo 
Air=Aeiy Oe dei, C= Gi. 

Nun entspricht, wie Herr Kirchhoff fir einen besondern Fall 
benutzt hat, der Verlegung des Anfangspunktes, welches man dem 
im Kérper festen Coordinatensystem gegeben hatte, eine Kinfiihrung 
der Veriinderlichen 

uw’ =u+trb—gqe 
(17) v' =v +pe—ra 

w=-w+qa—pb, 
an Stelle von uw, v, w, wihrend p,q, 7 selbst unverindert blei- 
ben; a, b, ¢ sind dabei die Coordinaten des nenen Anfangspunkts in 
dem Systeme der x, y, z. Den Formeln (17) entsprechen die fol- 
genden Transformationen der Differentialquotienten von 7, wobei die 
neuen Differentialquotienten von den urspriinglichen durch Klammern 
unterschieden werden : 


e-@) E-OD+GD 06D 
Be in —) (5) 
cw’ oF ane é%) vs 162 ios a) } 


Setzt_ man pal den Gleichungen (9) entsprechend 

“G0 =) 
= (¢ ) Yo = () 

r= e) Ys = (&) , 


so fiihren von den 2, y zu den 2’, y die Formeln: 


























Ly = 2, Y=" +e 2, —bay=y’ +e 4,—ba, 

Ty = Hy’ Yo = Yy + 42, —C a =y, + ax, —C a, 

ts = is Y; = 93 +6 a —aa, =y +b 4,—axy. 

Man kann nun die Constanten a, b, ¢ dazu benutzen um den 
letzten Theil von 7 zu zerstéren. Fiihrt man nimlich in (16) statt 
der y die y’ ein, so aindert sich derjenige Theil von 2 7, welcher von 
den « allein abhiingt, um Glieder, welche von dem zweiten, dritten 
und vierten Theile von 7’ herriihren. Von dem dritten Theile von 2 7 
aber riihrt ausserdem noch der Term her 

| Cn He 2 FIs Uy ay 
2M =2| Cy 4) + C22 Yo + O23 Ys Xp 
C51 Uy Hb Cg Yo + l52 Ys Hyg 
16* 
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Bezeichnet man durch N das, was aus M wird, wenn darin die y’ 
mit den x vertauscht werden, so kann man 
2M=—(M+ N)+ (M—N) 

setzen. Hier jindert sich dann der erste Theil durch Vertauschung 
der y mit den x nicht mehr, und vereinigt sich also mit dem urspriing- 
lichen zweiten Theile von 2 7’; dagegen hat M — N die Kigenschaft, 
bei Vertauschung der y’ mit den x sein Zeichen zu wechseln. Dieser 
Theil kann daher dazu benutzt werden, denjenigen zu zerstiéren, wel- 
cher aus dem letzten Theile von 2 7 hervorgeht, wenn man darin die 
y durch die y' ersetzt. Man muss dann haben : 


C44 YH C99 Yo + Cy3Y3 Ly Ay ~ | Cy Ly Cg Lyf Cog, Yo Ay i+) ky aX, 
C554) + 63242 +6343 Lz Ay | C342, Cg Lot Cy Ly Ys My | ky &3 
was auf die folgenden 3 Gleichungen zwischen den Constanten fiihrt: 
hey = (C44 A Cag + 653) Gy — (Cn A Og Gy + G3 3) 
(18) hey = (64, A Cag H+ O53) Gy — (C1 Gy O22 My + O23 Ms) 
hey = (C44 HF Cag + 5g) Ug — (94 @  Cgq Gy + C39 My) - 

Ich werde weiterhin zeigen, dass die Determinante dieser Glei- 
chungen nicht verschwindet, was hier zuniichst vorausgesetzt werden 
mag. Man kann die @ dann diesen Gleichungen gemiiss bestimmen. 

Indem wir diesen Anfangspunkt als gewiihlt voraussetzen, kénnen 
wir in 2 7 den letzten Theil auslassen, und also 2 7 in der Form an- 
nehmen: 


(19) 2T=z = A;% Ly Ly 4+ 2zEzZ Dix Xe UE oo = > €;} Yi Uk 


wo 





Giz ; bi 5 = Oy; > Ck Ci. 
Diese Form von 2 7' soll im Folgenden immer vorausgesetzt werden. 

Hiezu tritt nun noch, dass die Gleichungen (13), (14) sich nicht 
iindern, wenn man an Stelle von 2 7 die Function 
(20) 27’ =2T + @ (@,? + 4,’ + 437) +26 (a, y, + X,Y, + 2 Ys) 
setzt. Man kann dann g und 6 so bestimmen, dass 
(21) e+ 4, + ay + 43 =9, GH dy $+ dy + O53 = 0. 

Im Folgenden wollen wir die Function 2 7” an Stelle von 2 7' 
zu Grunde legen, unter Voraussetzung der Bestimmungen (21), und 
wollen diese Function durch 2 7 bezeichnen. Sie hat die Kigenschaft, 
dass noch 


(22) M4, + Ag, + 33 = 0, Dy + by + b,, = 0. 
Sie mag die reducirte Function 2 T heissen. Ihre 3 Theile bezeichnen 
wir durch 2 7,, 2 T,, 2 T,, so dass 


CY Fer2Y2 Feiss Ly % | Diagied biggie Bia WG | ky ay 
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27, = FLA UX 

2 T, = 22 dix Xi LE 

r A =J2F Cin Hi Ly. 


= bo bo 


§ 4. 
Die iiber 7 gemachten Voraussetzungen. 


In dem Obigen sind iiber die urspriingliche Function 2 7 zwei 
Voraussetzungen gemacht worden, erstens, dass die Determinante der- 
selben nicht verschwinde, und zweitens, dass die Determinante der 
Gleichungen (18) nicht verschwinde. Ich werde jetzt zeigen, dass 
diese beiden Voraussetzungen immer erfiillt sind. 

Die Function 2 7' ist ihrer Natur nach fiir alle reellen Werthe 
der Geschwindigkeiten positiv und von Null verschieden. Man kann 
sie daher in der ‘aes annehmen 


(3) 2T= ET A(qut potnwtalypt Baty ry, 


wo die 4 simmtlich positiv sind, und wo die Determinante der Argu- 
mente A der Quadrate den Werth 1 hat. Da die Determinante von 
27 uun gleich dem Producte der Gréssen 4 mit A?® ist, so ist diese 
offenbar stets von Null verschieden. 

Nimmt man 27' in der Form (23) an, und setzt der Kiirze 


wegen 
L=aqutpotywtept+ Baty r, 


so erhilt man aus (9) die Gleichungen : 


“= Zi, a; L; y, = DA, a; L,; 
Ly = DA; BL; Yo = DA, Bi L; 
t= ZA y L; Y¥, = ZA yi L. 


Durch Auflésung dieser ie hat man : 
4, L; =, 9 4 ie 5 5 +455 +H Se 2+ 5g +9555 1) 


oder wenn man den Ausdruck rechts durch WW; bezeichnet : 


A; L; —— M; ? 
und daher 
M? 
2T=2 <r . 


u 


Vergleicht man dies mit (16), so ist insbesondere 


7 52g. ga ou 6 A\2 
ZL wk=Zz (sn rat + 92 a8, + % oy) , 
und 
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»1 (/0 
cnt en +e = 27 (Fe) 
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+ (9) +Gz)) 


Nun ist die Determinante des Systems (18) nichts Anderes als 
die Determinante der Function zweiter Ordnung : 
Y = (4 + x2 + 33) (Wy? + Yo? + Ys”) — (S Vein Yi ye)’; 
welche mit Hiilfe o are Ausdriicke die Form annimmt : 


¥==7{(Ge)+Ge) 


+ GF) Oe tet+H)—(n 5th 56 +h B91) | 





Oa 2 oA oA 
= 2 14(424—n22) + (w5a— 5) + (15% —n 57) t- 


Sollte also die Determinante von Y verschwinden kénnen, so miisste 
es wenigstens ein von Null verschiedenes reelles System der y geben, 
fiir welches Y verschwiinde. 
fiir alle Werthe von i: 


oder 


(24) 


Aber dies kénnte nur geschehen, indem 














0 oh 
Y2 Fy, — 4s 7 ree 
oA aA 
Y3 Fee — V1 ma? 
y 04 », 88 un @ 
OB: 2 Oa’ . 
aa 
Boe MY 
a4 = Mi Yo 
0B; 
es = Mi Yo - 
Dy; ‘ 





Bildet man nun die Determinante der 36 Gréssen 


oA 


n > 
Oa; 


aa 
oB;? 


@4 @4 @¢4 G4 
dy,? dai? OB? dy? 








welche den Werth A’®, also 1, hat, so wiirden unter Voraussetzung der 
Gleichungen (24) drei Reihen derselben proportional oder Null, also 
die Determinante Null, was der Voraussetzung widerspricht. Die De- 
terminante der Gleichungen (18) kann also nicht verschwinden. 


§ 5. 


Der Fall, wo die ¢ verschwindeu. 


Obgleich nach dem soeben Bemerkten der Fall, wo alle Coeffi- 
cienten ¢ verschwinden, in der Natur nicht vorkommen kann, so 
fiihrt derselbe doch zu einem analytisch interessanten Resultate, und 
mag deshalb nicht iibergangen werden. In diesem Falle werden niim- 








(2 
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lich die Gleichungen (13), (14) folgende, wenn 
(25) O (4) =f TLV) UX 
gesetzt wird : 








a 0 Ox) call 02) 
dt ="? Ga, 2 Oa, 
> dx, 0 Oa) 0 Oy 
2 —! om . - 
(26) dt 1 Oa, 3 Ga, 
dm. OO) _ 0 Ov) 
dt 2 Ox, ! Ox, 
dy, __, eT, “ oT, OO) 0 Ox - 0% ee 0% 
ee om We 5m, + Ys 0 i» ¥2 Ga, + 2; Ys 2 Oy, 
y a0 00 os 00 
9 dy _ , a7, * oT, *(@) (x) a ecw) 
(27) dt "1 Oa, a 6a, 43 Ga, + % %y, — % On 
dy, 8% __, aN 00m | A%ey 2e., 0% 
at ae) em "1 5 a, + Y2 = "1 Oy ™ OYs3 7 On 





Hier enthalten die drei ersten Gleichungen nur noch die # und 
kénnen fiir sich integrirt werden. Ihre Integrale sind 
(28) “+a? +ar7—c, Oe’ 
und ein drittes Integral, welches die Zeit giebt. Wie bei der Rota- 
tion eines festen Kérpers werden die x elliptische Functionen von ¢. 
Das System (27) ist nun ein lineares in Bezug auf die y; man 
kann dasselbe also integriren, wenn man das System, welches durch 
Hinweglassung der nur von den « abhiingigen Glieder entsteht, zu 
integriren im Stande ist: 





- 00 09 00, 00, 

dy, = Ys (x) Yo = (x) 7 wM _ L» —= (y) 

dt Ox, OX; > OYs - OYs3 

¢ dy, _, 6%) 00 , 9% 8% 
(29) ‘ oo % 023 — Ys Oxy + a OYs 3 Oy, Th 
d ys Ae 00) 9%) Aw 

dt 6 xy W- 0 Xe + a, ON a 0 Ye 


Die Integrale dieses Systems aber sind, wenn c, ¢’, c’ die Inte- 
grationsconstanten des Systems (26) bedeuten, durch die Gleichungen 


Ox; 
woe tte’ i ae 


gegeben, in welchen die y neue Constanten bedeuten. Denn das Sy- 
stem (26) geht in der That in (29) iiber, wenn man jene Gleichungen 
nach den ¢ differentiirt und die Differentialquotienten der x nach den 
¢ als die neuen Veriinderlichen betrachtet. — Der Ausnahmefall, wo 
auch © identisch verschwindet, ist so einfach, dass er keine Erwih- 
nung verdient. 
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§ 6. 
Es soll jetzt untersucht werden, unter welchen Umstiinden die 
Gleichungen (13), (14) ein lineares Integral 
[= Oy &y + Oy Ly + Hy Hs + By yy + By Yo + Bs Ys = Const. 


besitzen. Die Function f muss dann der Gleichung 





oT , aT | | a7 l 
~ oS B, oa, | B ay, y 
or aT | aT 
» a , a— & ! = > = ( 
= OY» % | + | Bp, Daly ky | + | B, OY. Y> ) 
£3 a ar 
@3 dy, 3 B; dx, 3 | B, ay; Ys | 


geniigen, welche vermittelst einer leicht verstiindlichen Abkiirzung in 
der Form geschrieben werden mag : 


(@, 7,,2)+(86,7T.,7)+6,7,,y)=°9%. 
Diese Gleichung zerfillt nun sofort in folgende, deren jede sowohl fiir 
die y als fiir die  homogen ist: 


(« , 0, ,z)+ (6,2, 2) =09 
(30) («@, Ts,,z)+(6,9 ,» +(6,0.,y)=0 
(B, Ts,,y) =9. 


Wegen der letzten dieser Gleichungen sind zwei Fille zu unter- 
scheiden; entweder sind alle 6 gleich Null oder nicht. Im ersten 
Falle kann man es durch eine Drehung des im Korper festen Coordi- 
natensystems erreichen, dass @,, «, verschwinden. Von den Glei- 
chungen (30) bleibt dann nur iibrig 

a0 a0 aT, 


"\ 5a, 25a, 9» heed, 


OT; _ 
OY. 


0; 


i) 


die erste dieser Gleichungen giebt 
dye =9, by =O, by, =9, b, =—dy. 
Man hat fiir 7, keine Bedingung; und man kann daher den leicht 
zu verificirenden Satz aufstellen : 
Hat die reducirte Function T die Form: 


T= T, +b (& +X, Yo — Hs Ys) + 5 Ys" » 
so ist x, = Const. ein Integral. 
In der Natur kann dieser Fall nicht vorkommen, wegen iihnlicher 
Betrachtungen, wie sie in § 4. angestellt sind. 
Wenn dagegen die # nicht siimmtlich verschwinden, so kann man 


es durch eine Drehung der Coordinatenachsen erreichen, dass B, = 0, 
B, =0. Die dritte Gleichung (30) liefert dann 








-- 


- 
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oT; 


non Me Fy =O 


? 
also 
C= 0, C= 0, Cy = 9, Cy = ey. 


Man kann sonach fiir 7, die Form annehmen : 


T, = = ( (y,” + 92°) + 2 y,? 
Setzt man dies in die zweite Gleichung (30) und setzt die Coefficienten 
der einzelnen x gleich Nuli, so hat man: 
O = 7 Gy Yy — € Os Yo — Uy Yy — Dae Yy — D5 Yy + O41 Yo — Dye % 
O = 6 @ yy — 7 Ys HOY A Oj Yo + Djs Ys + O24 Yp — Da Y 
O = € (a, Y, — & Y) + D5) Yo — O52 % - 
Daher durch Vergleichung der Coefficienten der y: 
by. =0, by = yay=—em, by: = ya, =—ea, 
by, —b, =0, ca,=0. 
Indem man die « gleich Null setzt, erhiilt man die allgemeinste 
hier auftretende Form von 0, fiir welche man den Ausdruck 


b » 9 ” 
O= 5 (@2+a2)+£a,' , 


setzen kann. Die erste Gleichung (30) giebt dann noch 
aT, aT. 
0 xy oe Xy 
d. h. auch_7; hat die Form 
T= Feta) +§ 
Man hat also den Satz: 
Lisst sich T in die Form bringen 


T=. 5 (a? +2,*)+ 5 9% POG, y+ 2242) +B 2393+ 5 3h +9") 3 2 Ys" 


so ist ys = Const. ein Integral der Gleichungen. 

Diese Form geht in die Form iiber, deren Integration Herr 
Kirchhoff gelehrt hat, wenn man noch b und £ verschwinden lisst. 
Die Differentialgleichungen werden fiir diesen Fall 


xz, =0, 


d a 


di = (b — B) Hy Hs + 6 Hs Yo — Y 2 Ys 

U 

a= — (b—B) a t,— Cay, +7 4 Ys 
dx3 


dt € (X_ Yy — % Yo) 
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dy, 


— {a — @) X_ X, + (b — B) (Y2 Ls; — Ys Za) + (€C — ¥) 2 Ys 
d 

ae = — (a — a) x, x, — (b — B) (Y, % — 95%) —(C— 1) % 5 
dys 

= 


§ 7. 


Aufsuchung eines Integrals, welches eine homogene Function 
zweiter Ordnung ist. Drei Fiille. 


Ich stelle jetzt die Frage, unter welchen Umstiinden die Glei- 
chungen (13), (14) ein Integral f= C zulassen, dessen linker Theil 
eine homogene Function zweiter Ordnung der x und der y ist, und 
welches nicht aus den Integralen (15) zusammengesetzt werden kann. 


Setzen wir, iihnlich wie oben bei 7’: . 

(31) f=hAtht+ht+h, 

(32) f[A=HseZenun, fp=s ZZ recy 
(h= 22am, K=TZhamy, 


wo 
Qin i , Bix = Bx i > Vic =SPEi- 


Bezeichnen wir ferner durch ® die Function (welche je nach Bediirf- 
niss mit den « oder y geschrieben werden soll, wie dies auch mit f,, 
f; gelegeutlich geschehen mag) : 


(33) O=—=}$2TLTBii.xy,, sodass 
Of, 2% = hy _ 9 %ey_ 
Ou, Oy? Oy, = Ox, 


Die Function f ist dann durch die Gleichungen definirt : 





af a2 af ar , | af ar . | 

dn, oy ™ dy, da, ™ | dy, oy, 1 

of oT ef aT ef ar sy 
Cis, is =| t+) iy Sn. BI +1 oy, oy | =? 

ef aT ef aT of aT 

iz, oy ™ am”! lk & ® 


welche wir mit Hiilfe einer leicht verstiindlichen Abkiirzung in der 
Form schreiben wollen: 


(fz, Ty, x2) +(,, 7,2) +,T,,y)=0. 


Diese Gleichung zerfallt dann mit Benutzung von (31)—(33) in die 
folgenden 4, deren jede sowohl fiir die x als fiir die y homogen ist: 








(35). 








(35) 
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(fix, Or, 2%) + (Px, Tix, %) + (fry, Tiz, %) =0 
(%, , 9. , x) + (fiz , 9x >t) + (fiz, T3y,%) + (fy, Tie , X) 
+ (2 , Oy, &) + (fry, Oy, %) + (Px, Ox, Y) + (fay, Ox, Y) =O 
(D, , Ts, ,%) + (fae, Try, 2%) + (fey, Py, 2%) + (fey, Ox, y) 
+ (2, Tsy, 9) + (fry, Ty, y) =9 





(fy, Ty, ¥) =0. 


Wegen der letzten Gleichung unterscheidet man sofort zwei Fille. 
Entweder ist 


(36) T,= 2 Yr tye + 9,2) 


(A von Null verschieden), oder es setzt sich f, aus 7’, und aus 
: (y,> + y.? + y,”) zusammen; und da f durch Abziehen von 7 mo- 
dificirt werden kann, so darf man dann immer setzen: 

‘ a 9 P 

(37) = ry (Wy? + Yo? + Ys”) - 

Fiihren wir im ersten Falle den Ausdruck (36) fiir 7, in die dritte 
Gleichung (35) ein, und setzen die y den x gleich, so erhalten wir, 
da die Differentialquotienten von f, gleich aber entgegengesetzt wer- 
den und sich also aufheben: 


(38) (fsx, Or, x)= 0. 
Entweder also ist 0 = ~ (x,? + a? + a,2), d. h. in der reducirten 


Form (vergl. (22)) © = 0, oder die Function f,, geschrieben mit den 
y, Wie es ihrer urspriinglichen Form entspricht, hat den Ausdruck: 


(39) fs = # Ow + ¢ (Y.? + Yo” + ys”) 
Dabei kann man den letzten Theil iibergehen, also 9 = 0 setzen, weil 
dieser Theil in f durch Abziehen von 7' zerstért werden kann. 

Fiihrt man dagegen im zweiten Falle die Werthe von /, in die 
dritte Gleichung (35) ein, und setzt wieder die y den z& gleich, so 
erhilt man 


(40) (®.. > Ts > x) = 0 ) 
und da hier der Fall 7, (7) = : (x,* + x,? + #,”) ausgeschlossen wer- 
den kann, insofern er dem ersten Falle angehért, so ergiebt sich 
(41) Ve) = « T; (x) + £ (a,? + x," + a5”). 
Auch hier kann man g = 0 setzen; denn dieser Theil veranlasst in 
/, nur das Glied 

9 (@, My + X2 Yo + Hs Ys) 5 
welches ausgelassen werden kann. 
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Es sind also folgende drei Fille zu unterscheiden, in welchen die 
vierte Gleichung (35) bereits erfiillt ist, und diejenige, welche aus 
der dritten entsteht, wenn man die y den x gleich setzt: 


“aha i 
I. l3= 3 (y, + yo? + 93”) » O@=0. 

Ba R 
I. T; — 2 (y, + y” + 3") ? hs = xX Ow A 


1 9 » » 7 i 
I.  f, = 2 (YY? + ye? +437), Pe = T; (x). 


§ 8. 
Beweis, dass /, verschwinden muss. 

Ich werde jetzt zeigen, dass f, in allen drei Fallen verschwindet. 
Dies beruht auf der weiteren Benutzung der dritten Gleichung (35). 
Im Falle I. verwandelt sich die dritte Gleichung (35) in: 

A(%, ,y, *)+(fiz,y, 2) =O. 


Setzen wir daher die Coefficienten von 2,, 2, x, einzelu gleich Null 
und fiihren die Werthe der Differentialquotienten von f, ein, so 
haben wir: 


se — 6% 
Hes ¥3 Hs Yo an + on 


—e 0 Pw ( 
bi -AB= Ty + 9% 
ao, 
Hy Yo — ta th =A + ys» 
wo @ eine unbestimmte Constante ist. Die rechter Theile sind Diffe- 
rentialquotienten einer Function; multiplicirt man mit y,, y., 
und addirt, so kommt: 


24 Oy +0 (YW? + Yo? + Ys") =9- 
Daher ist ® mit y,? + y,* + y,* proportional; man hat also daraus in 
f, einen mit 2, y, + 2% y. + 2%; y, proportionalen Theil, welcher aus- 
gelassen werden kann. Daher kann man setzen 


(42) e=0, O9=0, f,=0 


und die obigen Gleichungen geben dann alle w = 0, also auch /, = 0. 
Im Falle II. verwandelt sich die dritte Gleichung (35) in folgende: 


(43) 4(%, ,y, x) +x(0,,9 ,y)+A(fiz,y, x) =0. 


Hier bedarf der mittlere Theil einer Umformung. Die Coefficienten 
von © sind die };,, also ist, wenn 





b 
b 
b 


d: 


(4 


di 


al 
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Doy Dy, — bg? = By Dy bg — Dy, by3 = Bog Ly Y3 — Ly Yo = 
Dy Dy, — D5)? = Boy yg bay — Dy 3) = Buy Ly Yy — % Yy = Uy 
Dyy Dog — Dy? = Byy gy D gy — Og5 Dyy = Bip Yn — XY = My 
gesetzt wird: 


09, 09 00, 69 
2» © - on) © — — (By u + By ty + Bis %) 


OY. OX OYs OAs 
0. 20 00, a0 
Y) (x) @ % ~@ 
OY, Ox, dy, O® (By, U, + By u, + By; Us) 
00, 09 00, 0%, 
&) alt. (x) _ 2 
Oy, Ox, 0% Ox, (By, U + Byy ty + Bys us) , 


und die Gleichung (43) verwandelt sind in eine fiir die w lineare, 
deren Coefficienten linear in den y sind. Diese Coefficienten miissen 
also den y proportional werden, -_ man ae: 


A (Wy Y, ~ Us») =A“ =i ‘he oe wf + Gy 
A (its Yh — ty Ys) =A or ~~ “te de 7 P46 4, 


- iy) 
A (uy Yo — Me n)=as ‘dh te Ys + oY; , 

wo Q die Function bedeutet : 
(44) Qy =ELABE YM - 
Es folgt aus diesem System ganz wie oben, dass alle verschwin- 

Db 5D >] - Nd 
den, und zwar hat man, indem o = 0 gesetzt werden darf : 

? ? 5 


(45) b,=0, O=—=Q. 


Der Fall III. ist etwas verwickelter. In diesem Falle geht die 
dritte Gleichung (35) iiber in: 


(46) O=A(y, O,, 2) 4+ %(Tsy, Tse, y) + (fiz, Toy, %) + fay, Toy, 9)- 


Der erste Term ist gleich 


09 09 09 
Y) Y) Y) 
a (1, OW aati, dy, + % “aet) 
der zweite wird behandelt wie der zweite 'Term in (43), und giebt 


also, wenn 





T=§2LCYYH, 


_ 2 ae aa 
C11 = C22 €33 — C93 Cog = Cyy C13 — Coy C14 
Cop = Cgq Cyy — Cyq? sg, = Cag Coy — Cay C 
492 = Ogg Cyy — Cog 31 23 21 — 31 oe 

yes 2 = t: “ae 
Cy, = C44 x9 — C9 Cyn = C54 Cp — Ca 3s 


gesetzt wird : 
T oT 


oT C 
x (u, ay + a, Dv. + Us ; av 
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Endlich hat man noch 





~ Of. é 
t Da, ~ “3 dn, + ¥ et — ty SE — ts ta — ty My 
%, =. (fe ef. 
Xs in ad ond + 93 oy — ~~ MH, ts — Uy MY 
~~ —— mi cf 
ea 7a, 2 de + 5y = — 92 Dy, = = fly My — (hy My 
Die Gleichung (46) verwandelt sich also in folgende: 
29) 2%) 0% aT | 
O=A Uy ay, a Us Ye ai Us Ys a %, Uy uy | 
oT oT 0 )T + oT; | 
—& (u, an, + u, Ye + us; 4; ay, “2 | ° 
oT, 
ay, “3s Us 





Hier miissen nun die Coefficienten der « den y proportional werden; 
man muss also haben: 




















0 OW oT oT; oT; 
. ON a! ae "3 Oy 
29 oT oT, oT. 
(y) 3 
—_—it= = _ ee 
OYs OY 1 Oy, M3 oy, 
09 aT aT; ar. 
a4 — 2 — wu, 3- 
OYs dy, “2ay, 10 Y, 


Die linken Theile sind wieder Differentialquotienten derselben 
Function; stellt man aber dieselbe Forderung an die rechten Theile, 
so ergeben sich die Gleichungen: 


Hy (Cin AE Can HE 33) — (ey Cr Foe Cre + Ms M13) = O 
te (C4, A Con 55) — (ty Cor HF Me Con HF Ms 23) = O 
Bs (C11 22 + C23) — (Hy C31 Me C32 + Hy €33) = 0 - 
In § 4. wurde bewiesen, dass die Determinante dieser Gleichungen 


nicht verschwinden kann; daher sind abermals alle w = 0, und /, = 0, 
was zu beweisen war. Die obigen Gleichungen geben noch 


AO=xT. 


Nachdem also die beiden letzten Gleichungen (35) vollstindig be- 
friedigt sind, werden unsere Fille folgende: 


I. T, =~ (yet y? +4), O=0, O0=0, f,=90. 

A o , ; , 
II. T, = =? + 92” + Ys”) » L=9, h=* WW, o=— FQ. 
Il. f; = : (Y:? +92 +952), Py = #* Tse), fp =90, 40—x«T. 
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§ 9. 
Behandlung des Falles I. 
Wir wollen jetzt die 3 Fille vollstiindig erledigen. Im Falle I. 
ist die erste der Gleichungen (35) bereits erfiillt, die zweite giebt: 
(47) A(fie, 49, «)+(fsy, Tie , *) =O. 


Setzt man die y gleich den z, so findet man: 


(fy, ty,y= 
Der Fall, wo Zi (2) proportional x,? + x,* + «,? oder was dasselbe ist 
gleich Null ist, hat mit © = 0 zusammen auch nicht einmal ein ana- 
lytisches Interesse. Man kann daher ohne Weiteres 


fy = %* Try +} U2 + 9? +") ° 


setzen, wo iibrigens der zweite Theil noch iibergangen werden kann, 
da er dureh Abziehen der Function 7 von f zerstért werden kann. 
Setzt man also 


» 7 
(48) fy =* Tiy, 
so giebt die Gleichung (47) noch: 
(49) A(fice , ¥,*%)+4%(Tiy, Ti2, %)=0. 
Setzt man nun 
= ss 2 — diliies 
Aj, = Ayy Az — Ogg Ags = Ay Ay3 — Ay Mg 
_ 2 -_ — 
Ay, = 33 yy — M3, Ag, = Alyy yy — Agy sy 
_ 2 _ a 
As, = My Ay — My Ajy = Ag, yy — gy Up 


A=f{ TTA UGN, 
so hat man, ahnlich wie oben: 
(Tiy , Tig » HZ) = — SLTALAM, 
und (49) verwandelt sich in: 
A ze uteDTTAyxzmy=O0, 


so dass 





ach 


Ox, 
ach 
aoe “te the fs, ™ @ 2 
a 
Aa, + * = 2 
daher, mit Uebergehen eines therfitesigen ‘ Termes: 


f=—7A. 


o = 0%, 


Man kann also den Satz aussprechen: 
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Wird in den Gleichungen (13), (14) die reducirte Form von T: 


dy? 2 2 
T=T,+ a" + ¥2? + 95) 

wo & eine Constante, T, eine beliebige Function zweiter Ordnung in den 
x ist, so ist ein Integral der Gleichungen 

a) 

Const. = — A a A T: wy ? 
wobei 2 & die Function zweiter Ordnung der x ist, deren Coefficienten 
die aus den Coefficienten von 2 T zusammengesetzten Unterdeterminan- 
ten werden. 

Man bestiitigt diesen Satz leicht auf folgende Weise. Man kann 
es durch eine Drehung der im Korper festen Achsen erreichen, dass 
T, nur die Quadrate enthilt: 

27, =a, 2,7? +a, 2? + a, 2°. 
Die Gleichungen (13), (14) werden : 


da d4 

7 “4 = A (x5 Yo ae Ls Yo) i = (a, — (ls) Ls &, 
dx, d : 

— A(X, Y3 — Y “3) ae = (a, — a;) 43 2, 
d x, d Ys 


ao=4 (2 Yy — Y2 %) — (a, — Gy) & #, « 
Daher hat man in der That: 
(Gy Uy £4? Ay Ay Hy” Ay Ay H5*) — (4, YY? + Ay Yo? + Ay Ys”) = Const., 


was das im Satze gegebene Integral ist. 


§ 10. 
Behandlung des Falles I. 
Im Falle II. werden die ersten beiden Gleichungen (35) : 


[ (fe Oc, 2)— FQ, Ne, x)= 0 


50) 2 
” | FAs Oey +e» Oy» 2) + (es Ox Wh 
+ A(fic, 9,2) +2" (8, Tie, ) =. 

Man kann in diesem Falle immer x als von Null verschieden an- 
nehmen. Denn setzt man x =O, so ist f/, =O, /,—90, und aus 
(50) wiirde auch /, = 0 folgen. 

Setzt man in der zweiten Gleichung (50) die y gleich den x, so 
hat man 

{Qe Oe, 2)+ Or, Te, 2)=0, 


daher 


. 3 ; ' 
(51) Tie) = | Qe + 0 Me + F (ay? + 4? + 2;') - 
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Die erste Gleichung (50) -_ nun 
(fiz, Ox , %) — - + (Qe ,O,,4)=0, 
also 
Lx © 9 
i= = Q4+ 490+ 5 wr +2? +4;’), 
wobei .indessen der letzte ‘Term tibergangen werden darf, so dass 
(52) f=%Q+uo. 
Setzt man nun die Ausdriicke (51), (52) in die zweite Gleichung 
(50) ein, so ergiebt sich: 


(53) + {(Qy , Ox , Z)—2(Ne , Oy , H) + (Ne , Ox V)t=Au (Oz »Y,X)+H(Qz,Y¥, x). 
Der linken Seite dieser Gleichung muss nun eine solche Form 
gegeben werden, dass sie nach iy u geordnet ist. Man erhiilt: 
. OQ 
, (Qe, Or, Y)—(Qe, Oy, #) = LE binus ml Dy bo + Dss (uy 2 +t 5. +u, 5° 
(54) 
(Ox, 22, 9)—(Oxr, yx) =z Bune 5> — (By +B +B;,)(u, £° Oa, fu, § Te ou, sa) 
in der ersten dieser Gleichungen ist rechts das letzte Glied Null, weil 
by; + doo + 5,3; verschwindet. Sodann ist 
Pp bi U; ge = 2 bi» Uj; Biz XL, 


izxh 
TE Be wu, 22 = TZ Bie ty bae 
ix Ui a Dix Ui On x LM - 

Cx, izxh 


Ks ist aber nach der Definition der B;, 
2 dix Bue=0 (i > h) i 


Py Dix B; = B > 
x 
wo B die Determinante der b;, bedeutet. Daher ist 
DS D diy Uj ha = DD Biz u; da = BLu,4,=—0. 
Cc xy Cc x, 

Von den beiden Ausdriicken (54) verschwindet also der erste, der 
zweite reducirt sich auf seinen zweiten Theil. Die Gleichung (53) aber 
verwandelt sich nun in: 

2 
EB. Zt Sa” Su! ta Eu, 22 
@, x” 


n Ox Ox; 
Um diese Gleichung zu erfiillen, setzt man die Coefficienten der 
u den x proportional, und hat also die Beziehungen: 
\ 00 Q 
(2 nu t+ Bo + B; —* ) 3 —1% == Siz, 
% ty 


oder 


Mathematische Annalen, III, 17 
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(55) (By + By + By —“*)0 —2 9 = $ (a? + 2,?+ 2%). 


w% 


Stellen wir alles zusammen, so haben wir 


T= Q(x) + e0(a) +4 (@P+a2+ a%) + zee + Suey? +4?) 


Finn = Q (2) + uO (x)—F 2 yi Ps + x 9(y); 


wo also alles auf eine Function 90 zuriickgefiihrt ist, durch welche 
auch Q sich ausdriickt; die Gleichung (55) aber ist eine Bedingung 
fiir diese Function selbst. 

Denken wir uns, um diese Bedingung zu untersuchen, eine ortho- 
gonale Substitution sowoh! auf die y als auf die x angewendet, welche 
© in eine Summe von Quadraten verwandelt; was einer Drehung der 
im Korper festen Achsen entspricht. Es ist dann 


© = $(b,2,* + b,x,’ + b,x") (b, + b, +b) = 0. 
Q = $(b,b, 4,7 + bb, 2," + b, b,x”). 
Die Gleichung (55) gibt, wenn der Kiirze wegen 
byb, + Dyby + dy by — @E — m 
gesetzt wird: 
mb, — Ab,b, =t 
mb, — Ab,b, = +t 
mb, — Abb, = 7, 
und wenn man mit (6b, — b,), (b, — b,), b, — b,) multiplicirt und 
addirt: 
(b, — bs) (b, — 6,) (b, — 6.) = 0. 
Zwei der b miissen also gleich sein, und die Form von 7’ wird die- 
jenige, welche in § 6. bereits behandelt wurde. Dieser Fall gibt 
also nichts neues. 


$ 11. 
Behandlung des Falles IIL. 


Die Gleichungen (35) sind, nachdem- bewiesen ist, dass /, = 0, 
fiir f und 7 vollkommen symmetrisch, und da man auch beiden Func- 
tionen, ohne die Allgemeinheit zu vermindern, die reducirte Form geben 
kann, so sieht man, dass alle Fiille, in denen f, = 2 (y;?> + y.? + y,*) 
unmittelbar durch Vertauschung von / und 7 aus dem Falle erhalten 
werden, in welchem 7 diese Form hat, wobei nur zu bemerken ist, 
dass { noch immer um 7, multiplicirt mit einer Constanten, vermehrt 
werden kann. Der Fal! II]. ergibt sich daher ohne Weiteres aus I. 
und Il. Nun haben im Falle Il. f und 7 genau dieselbe Form, und 











T= 
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man kann daher durch Vertauschung beider Functionen nichts neues 
erhalten. Dagegen war im Falle I. 


T= 1, (2) + 5 (v2 +4. + ¥?) 
=—A+A4T,y), 


oder wenn wir die letzte Function auf die reducirte Form bringen, 
und 7 multiplicirt mit einer Constanten hinzufiigen: 


: ° a 9 9 
f= (Aut Aaet Ags) (UP? +2? 257) —B-+ v T, (#7) +47; (y)+ > (Wy? + 92?+9;")- 
Wir erhalten daher umgekehrt, wenn 7' die reducirte Form: 


T= 4 (Ot Coat Coy) (2+ 2+ 252) —A+ VT, (0) + AT, (y) + 72 2M") 


hat: 


Ys") 


a 9 9 
f= T,(@) + 5 WH? + 9? + y”)- 

Hiebei ist 7, ganz beliebig. Wir kiénnen uns das Coordinaten- 
system so gedreht denken, dass 7, nur die Quadrate der y enthilt; 
dann enthilt auch der erste Theil von 7'(7',) nur die Quadrate der 2; 
und zwar wird 


TD | (€y6y HO y0 5-0 y04 (Ly? 4-9? 4-05?) — $( Calg? 4.60, XQ? 4 C,Cq?) + 5 (6,0)? Cy? 0,4,,*) 
A : 2 dis 
+S (9.? + e240? + ey4s2) + (Ms? + 92? + 95°) - 


Die ailgemeine Function 7, welche nur die Quadrate enthiilt, 
hiingt von 6 Constanten ab, die vorliegende von 5. Setzen wir 


(57) 2T = a,x," + 4,2, + a,x," + yyy? + by? + byy,? , 


so wird 


Cy + CyC3 + €3€ 
a,=* aE ate t Tt — C63 Vey b =A, + 7) 
Oy == AAT AGF oo 1 We, b, =A (c, + v) 
” o : sa ” 
C1Co + Cl; + G3, € me : . . 
a,= ** iy tT — €€, $+ Vey b=Al(e,+), 
daher 


a" ao (4. + ») 
ag — a, = ooo (c, + v) 


c,—e 
tien hone a. (5 -+ v), 





und 
Pee Uy — Az dy — ay a—A, 
(58) 5p BO NO. 
1 2 3 
Dies ist in der That die einzige zwischen den a, b zu erfiillende Glei- 


chung. Man erfiillt sie einfacher dadurch, dass man 
17* 












4 
: 
i 


- — 


{ 
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a,=o0-+6b,b, 
(59) a, = E+ 6 dsb, 


a,=o+6bh,b,, 
also 


2 T== 9(2,?--0,? +273”) +-6( bbs 04? 3b, 022, by.275*) +b, >, Yo? dys” 


setzt. Die Differentialgleichungen werden dann: 


dx da 
dt = O2Y2i%s — bs Y3%2 a = 6b, (b; — by) a, 7; + (b, — bs) Yn 4s 
dx. dy 
a = bsygx, — by, 2; i = 6b, (b, — by) x; x, + (b, — Dy) Ys 
1x l 
pee = bY, 2% — bn yx, - = 6b, (b, — b,) a, By + (D, — by) YW, Yo- 


Dieselben haben das Integral: 
2f = Const. = 6(b,x,? + b,x,” + bya?) — (y,? + y.? + ys"), 
was augenblicklich verificirt werden kann. Und somit hat man den 
Satz: 
Wenn 2T die Form hat 
27 = a, &,? + dX? + agus? + byy,? + boy,” + byy,?, 
und es besteht zwischen den a, b die einzige Gleichung 
(lg 5 as 4 (ly = ay / ay = at, 
a,=o+6b,b, 
a, =o + 6),b, 
a,=o+o6b,b, 
gesetzt werden kann, so haben die Gleichungen (13) (14) das Integral 
6 (by 2,2 + bya? + b52,%) — (y,? + yo? + ys?) — Const. 
Die Bedingungsgleichung (58), welche auch die Form annimmt: 
a, 1 bb, | 
a, 1 db, inw® 
a, 1 6,6, 


so dass 


| 
liisst noch eine zweite Lésung zu, niimlich b, = b,—=b,. Aber dies 
fiihrt nur zu dem Fall I. zuriick. 


§ 12. 
Schluss. 


Es haben sich im Ganzen drei neue Fille ergeben, in welchen es 
modglich ist die betrachteten Gleichungen auf Quadraten zuriickzufiihren. 
Von diesen ist der in § 6. behandelte eine directe Erweiterung des 
von Herrn Kirchhoff behandelten Falles, indem die Function 7, 
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welche wir gefunden haben, den allgemeinsten Fall umfasst, in welchem 
sie, so zu sagen, den Character einer Rotationsfliiche besitzt. Auch 
liisst sich dieser so erweiterte Fall sofort wie der Kirchhoff’sche 
weiter behandeln, und fiihrt in ganz gleicher Weise auf elliptische 
Functionen. 

Im Falle I. geben die Gleichungen 
dy, 


day 


di 4 (&3Y2 — Ys %2) “dt (G2 — Gy) Hy Hy 
dx dy 

‘ad ; =A (a ¥3— ¥ ws) a ase (a Fae a;) LL, 
da: ; i" dy ‘ 
dt = 4 (21 — Y2%) dt (At — 4a) XX, 


die Integrale: 
eta? + a2 —=C¢ a4, + ayx,? + ase,? + Aly? + yy? + y,?) =€ 
« ‘ ‘ « ‘ ” 

Ayllgy? Ug, Ly? 4M Uy Ly? (Ay Yy? +g Yo? As Ys" )= OC LY, ALY UY =7 j 
setzt man 

Ot ums 2 u.2 2 — 2 2 2 

uy ty’? +y;’, V = AYy? + AgYo" + As Ys", 
und driickt alles durch w und v aus, so ist nach der Theorie des 
Multiplicators 


Yi UX, % | He MM 
dv Yo Ag% Ly | —du | GY A% XL 
Ys Wty Fy A3Y3 Ast, Hs | 





Const. = 
Hy Yan 


Ly Tgt,~ | VT Yo MeYo 
; 1% Ys 4395 
das fiinfte Integral; das sechste liefert die Zeit aus irgend einer der 
Differentialgleichungen selbst. Die Umformung des fiinften Integrals 
scheint mit grossen Schwierigkeiten verkniipft zu sein. 
Aehnlich ist es im Falle III. Die Gleichungen 


pa = b, YX — b3Y5%2 et = 6b, (dD, — by) XH + (by — bs) Hos 
dx. l 
a = b3 Y3%, — bY, %s “fs = 6b, (b, — b,) #34, + (bs — dy) asm 


la, d 
Ge = byt, —Deyoa, FB = Gd, (B, — by) aa + (D, — by) Hy, 


geben die vier Integrale: 
UP trey par =e , 6(b 4, + b,x,’ + 3x5") — (YP? + yy? +y)=E 
6 (Dyb,.0,?--D5) 129740 byt?) 4(D,Y 74D Yo? 4Dgy 37 )= CO" 5» Lyi VeYotHyYy=P- 
Setzt man wieder 

w= tye ty? » v=by? + boy,’ + db; ys’, 
so ist das fiinfte Integral: 
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dy, «% dx, bPy, x, b,x, 
@ dv | by, %_ dy%, | —du | by, 2, b,x, 
Const. an | bss 2s bam __ | bs? 5X; bs , 
ym dy, 
e Uy HyLs « Hy Yo b, Yo 
tz Ys bsys 





wihrend die Zeit schliesslich aus einer 


funden wird. 


Gottingen, 31. Mai 1870. 


der Differentialgleichungen ge- 

















Ueber die Bedeutung einer simultanen Invariante einer 
biniren quadratischen und einer biniren biquadratischen 
Form. 


Von A. CLesscu in GérTTINGEN. 


Ist eine biquadratische Form f und eine quadratische g gegeben, 
so kann man fragen, unter welchen Umstiinden es méglich ist, f als 
quadratische Function von g und einer andern quadratischen Form 
auszudriicken. Dass hiezu eine, und nur eine, Bedingung erfiillt 
werden muss, iibersieht man leicht. Ich werde zeigen, dass diese 
Bedingung sich durch das Verschwinden der zu f und g gehdrigen 
alternirenden (gauche) Invariante ausdriickt (vergl. Harbordt, d. Ann. 
Bd. IL, p. 211), welche man auch bilden kann, wenn man aus 

9= 92 =92 =F 
und der zu f gehdrigen alternirenden Covariante 
eX 
den symbolischen Ausdruck | 
: R = (tg)? (tg’)? (tg’)? 
zusammensetzt. 

Ist h die Hesse’sche Covariante von /, so gibt es bekanntlich 
drei Werthe von A, fiir welche h + Af das Quadrat eines quadratischen 
Ausdrucks wird. Die so gegebenen quadratischen Ausdriicke seien 

P= Px’, = Ha, L= Me 
Sie haben drei Eigenschaften, von denen hier Gebrauch gemacht werden 
soll: 

1. Die Functionaldeterminante zweier ist immer bis auf eine 
numerische Constante gleich der dritten. 

2. Die simultanen Invarianten je zweier verschwinden. 

3. Das Product pm. w.y ist bis auf eine numerische Constante 
gleich der Functionaldeterminante ¢ von f und g. 

Soll f durch g und eine andre Function zweiten Grades, 1, qua- 
dratisch ausdriickbar sein, so muss f in zwei fiir g und / lineare 
Factoren zerfallen. Aber andrerseits ist f entweder durch p und w oder 
durch m und x oder durch wy und yx quadratisch darstellbar, und die 
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auf dreifache Weise mégliche Zerlegung von f in quadratische Factoren 
fiihrt entweder auf zwei in g, wy, oder auf zwei in g, x oder endlich 
auf zwei in y, x lineare Factoren. Mit einer dieser Zerlegungen muss 
die gesuchte iibereinstimmen, und es muss also g entweder durch g, w 
oder durch g, x oder durch w, x sich linear ausdriicken lassen. 

Dass g sich aus » und w linear zusammensetze, wird durch das 
Verschwinden der Invariante 


(pv) (pg) (49) 

ausgedriickt; diese aber, welche nichts anderes als die simultane In- 
variante von g und von der Functionaldeterminante (pw) 9x, ist, kann 
nach 1. durch (yg)* ersetzt werden. 

Es muss also eine der Invarianten (pg), (4g), (yg)* verschwinden, 
oder, was dasselbe ist, es muss die Gleichung bestehen: 

(pg)? - (vg) - (x9 = 9. 
Ich werde jetzt zeigen, dass dies mit der Bedingung 
R= (tg) (t9') (to? = 0 

iibereinstimmt. 

Da ¢ bis auf einen numerischen Factor gleich » . y . x ist, so ist 
t,'t,? bis auf eimen numerischen Factor gleich 

Pa Va ty? TF Px Na by” de! Le? Py’ 
+2192 Dee Py ty + Vx? xP ly Py + tx Pre Py Uys ° 
Nun ist aber nach bekannten Formeln: 
Wee Vy ty = 4[Vx? ty? + re? vy? — (Wy)? (wy)?], v. s. w. 
Das letzte Glied rechts verschwindet nach 2.; daher kann é,'¢,? durch 
Po Va ty + Px ha Vy + Ve te Py 

ersetzt werden. 

Ebenso tritt nun an Stelle von ¢,?¢,?¢,2 die Summe von 6 Termen 
der Form 

9. vy 4s" ? 
welche man aus diesem durch Vertauschung von «, y, z ableitet. End- 
lich also kann man 
R= (tg? (tg (tg? 
durch die Summe der 6 Glieder ersetzen, welche man aus 
(pg)? (vg) (x9")? 

durch Vertauschung von g, g’, g’ erhiilt. Aber diese Vertauschung 
ist nur eine Veriinderung der Bezeichnung; alle 6 Terme sind also 


identisch, und demnach (gg)? (wg’)? (yg)? von R nur durch einen 
numerischen Factor verschieden, was zu beweisen war. 


Gottingen, Februar 1870. 











Zur Theorie der biniren algebraischen Formen*). 


Von A. Criesscn in GOTTINGEN. 


Die Gesammtheit aller zu einer gegebenen biniiren Form / »'" 
Ordnung**) gehdérigen algebraischen Formen kann man unter zwei 
Gesichtspunkten betrachten, um sie auf eine méglichst kleine Zahl 
von Hauptformen zu reduciren. 

Kinmal kann man nach dem kleinsten System von Formen fragen, 
durch welche alle zu f gehérigen Covarianten und Invarianten sich 
als ganze Functionen mit rein numerischen Coefficienten ausdriicken. 
Diese Frage ist durch die Arbeiten von Herrn Gordan _ beantwortet 
worden; wo sich denn gezeigt hat, dass dies System ein endliches 
sei, fiir dessen Bildung alle Hiilfsmittel bekannt sind, und bei dem 
nur noch die letzte Ausscheidung etwa iiberfliissiger Formen Schwierig- 
keiten machen kann. 

Der zweite Gesichtspunkt ist schon durch die Arbeiten von Her- 
mite entwickelt worden. Es handelt sich darum, alle Covarianten 
und Invarianten von f rational durch eine gewisse Anzahl derselben 
auszudriicken, wobei denn im Nenner immer nur Potenzen einer und 
derselben Covariante oder Invariante vorausgesetzt werden. Hermite’s 
Theorie der associirten Formen fiihrt zur Beantwortung dieser Frage. 
Man erhilt ein einfaches System associirter Formen, d. h. solcher 
Formen, durch welche alle andern sich rational ausdriicken, bekannt- 
lich auf folgende Weise. Sei f= /(x,, x.) die gegebene Form, sei 


ferner 1 af df 
g=- (y, Ja, + % da, 
Y= X%Y2 — Wi% 5 


man kann dann die y linear durch &,  ausdriicken, und erhiilt 


-n—l1 » n.n—1.n—2 


(1) 1*—*.£(yry2) =e pb Bp 





*) Abgedruckt aus den Nachrichten der Kgl. Ges,.d, Wiss. zu Géttingen. 
Jahrgang 1870. Seite 405. 

**) Es ist hier nur von einer Grundform die Rede, um die Ausdrucksweise 
zu vereinfachen; doch kann man das Folgende natiirlich sofort auf simultane 
Formen ausdehnen. 
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Bildet man nun aus dieser Gleichung Covarianten oder Invarianten 
von f(y,y.) und setzt in ihnen y, = 2,, y, = 2 (y= 0, § =/), so 
ergeben sich alle zu { gehérige Formen als rationale Functionen der 
nFormen f, 9,, 93 +-- Pa, Wobei im Nenner immer nur eine Potenz 
von f steht. 

Ich musste diese Verhiiltnisse kurz entwickeln, um einen Satz 
verstiindlich zu machen, den ich schon im vorigen Sommer gefunden 
habe, an dessen Veroffentlichung ich aber bisher durch andere Arbeiten 
gehindert wurde. 

Dass zwischen den Covarianten /, p,, 9, ... allgemein keine Rela- 
tionen mit rein numerischen Coefficienten bestehen kénnen, iibersieht 
man sofort. Aber es entsteht die Frage, ob es nicht méglich sein 
sollte, diese Covarianten selbst durch eine Reihe absolut einfachster 
Covarianten rational so darzustellen, dass immer nur wieder Potenzen 
von f in den Nennern erscheinen. Und dies ist im der That mdglich. 
Man kann niimlich folgenden Satz beweisen, welcher den Gegenstand 
dieser Mittheilung bildet: 

Sind in symbolischer Darstellung 

v, = (ab)*a,*— *b,"*— 3 
%, = (ab)*a,*—*b,"—4 


. . . . . 


die zu f gehdrigen Covarianten, welche vom 2' Grade in den Coeffi- 
cienten von f sind, so kann man die Formen ,, 9s --- Pn (und also 
iiberhaupt alle Covarianten und Invarianten von f) rational durch f, 
die w und die Functionaldeterminanten der w gegen f ausdriicken, und 
zwar erscheinen dabei in den Nennern immer nur Potenzen von f. 

Man sieht aus diesem Satze, dass die Formen w nebst f und ihren 
Functionaldeterminanten gegen / das einfachste associirte Formensystem 
bilden; das einfachste, weil es iiberhaupt keine einfachern zu f ge- 
hérigen Formen giebt, als die genannten. Ihre Zahl ist gerade gleich n. 
Ist nimlich n = 2h + 1, so ist die Zahl der » gleich h, und ebenso 
die der Functionaldeterminanten, also die Gesammtzahl der Formen 
2h + 1—n,; ist dagegen n = 2h, so gibt es zwar wieder h Formen y, 
aber eine derselben ist Invariante, und es existiren nur h — 1 Fune- 
tionaldeterminanten, so dass mit EKinschluss von / die Gesammtzah! 
der Formen 2h = n ist. 

Es mag beiliiufig bemerkt werden, dass bis zur 7" Ordnunag 
inclusive sogar ein Nenner f nicht auftritt, sondern die @ sich als 
ganze Functionen der genannten Bildungen ausdriicken. 

Von grésserer Wichtigkeit ist die folgende Bemerkung. Wenn 
man die Darstellung (1) fiir die verschiedenen aufeinanderfolgenden 
Werthe von m bildet, so zeigt es sich, dass bei jedem weitern » nur 
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ein einziger neuer Coefficient, der letzte, zu berechnen ist. Alle 
iibrigen Coefficienten erhilt man aus den vorangehenden Bildungen, 
indem man diese mit den linearen Factoren a,b, ... multiplicirt, welche 
den in ihnen auftretenden Symbolen entsprechen. Hierbei geht 
‘ (adP*a,°—"*6,°-™* 
in 
(ab)? ka,"+1—2kpn +1 — 2h 
iiber, was die entsprechende Form y fiir die niichsthéhere Ordnung 
ist. Aber iihnliches gilt auch fiir die Functionaldeterminanten, wenn 
man nur dieselben in zweckmiissiger Weise mit einem numerischen 
Factor versehen definirt. Ist niimlich die Function x, welche die 
Functionaldeterminante von x, gegen { vertritt, durch den symbolischen 
Ausdruck definirt: 
n= (ab)?* (ae) a,%— 24-1 by” —2h Cxy*— 1 , 
so geht sie durch Multiplication mit a,b,c, in 
(ab}** (ac) a,*— 2* 6," +1—2* ¢," 

iiber, was die niimliche Bildung fiir das niichsthéhere x ist. 

Bis zur 7" Ordnung inclusive sind die Bildungen der g durch 
die folgenden Formeln vollstiindig gegeben, und damit auch die typische 
Darstellung (1) fiir alle diese Fille: 


P. = $Y, 
G3 = ki 
9, = $¥.f? — fv,’ 


2 
9; = bh? — WM 
- sai ‘4 5 2 53 2 
Ps = $43f' — PRP? + Pd,’ + 104, 
oa “4 215 { "2 3 2 
91 = bf + CH det — 24m)? + Em - 

Die Functionen g kann man mit Hiilfe von reeurrenten Ent- 
wicklungen bestimmen, welche hier anzugeben zu weitliiufig sein wiirde. 
Das folgende Theorem aber ist fiir die Gestalt dieser Ausdriicke 
characteristisch : 

Die Functionen gp haben die Form 

Por = 4y,.f?*-? + UM, 
Por-i=—M- fr4—* + Ni; 
dabei sind die M,, N, Ausdriicke, deren Nenner Potenzen von f sind; 
der Ziihler von M), ist eine ganze rationale Function der Formen 
fy Wy, Woes Ve—as Wry Ug +++ Ma—2 
der Ziihler von M241 eine ganze rationale Function von 
fy Wry We e+» Wat» Ary Ag seer Ma—1 
Géttingen, 5. August 1870. 








Note on the theory of Invariants. 


By A. CayLey in CAMBRIDGE. 


If two binary quantics (a, . .) (x, y)", (a’, . .) (x, y’)" are linearly 
transformable the one into the other, and if for the first of them 
P, Q are any two invariants whatever of the same degree, and P’, Q’ 
are the like invariants for the second of them, then we have 

P:Q=2P':Q9 
(or what is the same thing the absolute invariants have the same 
values for the two functions respectively); and the entire system of 
these equations constitutes only a (nm — 3) fold relation between the 
two sets of coefficients. But the converse theorem, viz. that if the 
entire system of equations is satisfied, the two functions are linearly 
transformable the one into the other is only true sub modo. 

For instance considering the two binary sextics 

(0, 0, 0, d, e, f, g) (#, y)® and (0, 0, 0, d’, &, f’, 9’) (#', yD’, 
or what is the same thing 

(20d, 5e, 2f, 9) (x, y)>y® and (20d’, 5c’, 27%, g') (w’, yy’ 
the invariants of the two functions respectively are each and all of 
them =O, and yet the two functions are not in general linearly 
transformable the one into the other. 

For they can only be transformable by the substitution 

the’ +uy,y=oy; 

or what is the same thing, if the cubic functions are transformable 
by the substitution = «’ + ay’, y=y'; and forming for these the 
seminvariants (ac—b* and a®@d—idabe+2b> for the cubic 
(a, b, e, d) (x, y)*), we have as the necessary condition for the 
transformability 

(8df—5e): (8d? g—12def+5eé) 

= (8d' f’ —5e?): (8d? 9’ — 12d’ e' f’ + 5e%). 

To deduce this result from the theory of the sextic function, I 

observe that denoting by A, B, C, A, the values of the quadrin- 








nm wee De ee eo ~~ - i» ts 
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variant, the sextinvariant and the discriminant, as given in Salmon’s 
Higher Algebra. Ed. 2. pp. 202—211, then in the particular case 
a=(, b=O we have 


A= B= C= A= 
— 10d? ds — 8d* 0 
+ bee —B3ed’e + 36cd'e 

+ ee? —392 Re? 
bed @ e 


and hence forming the new invariants 
B= 100B— A’ 
r = 1000 C — 12000 A B+ 4 A® 


the values of these in the same particular case a = ) = (0), are 


B = if == 
25 & (8 df — 5 e?) — 2500 c3 (8 d? g — 12 de f+ 5e') 
— 1008 9 + 3000 ¢' (l0eg —9f?). 


Taking now A, BL, C, A as the invariants of the sextic, one of the 
conditions for the transformation is B® : C? = B®: C”. 

In the particular case a—=b=c=0 and a’=b'’=c' =O, 
the invariants vanish and the equation is satisfied identically, but 
if we assume in the first instance only a = b =O, a’ = b’ = 0, then 
the terms contain the common factors c*® and ec’ respectively; and 
throwing these out, and then writing c= 0, c’ =0, we obtain the 
condition previously found in a different manner. 

It will be observed that the condition is of the original form 
P:Q = P’: Q, but with the difference that P, Q and the cor- 
responding functions P’, Q’, are not invariants. As possessing the 
foregoing property these functions may however be called “imperfect 
invariants”, it being understood that an imperfect invariant is not an 
invariant, and is not in any case included in the term ‘invariant’ 
used without qualification. 

And we may now establish the general theory as follows: Con- 
sider the similarly constituted special forms (a, ..) (x, y, 2,..)" and 
(a’,..) (@’, y’, 2’,..)": to fix the ideas the coefficients (a,..) may 
be regarded as homogeneous functions of the elements (a, 6, ..) which 
are either independent, or homogeneously connected together in any 
manner; and then the coefficients (a’,..) will be the like functions 
of the elements (a’, B’,..) which are either independent or (as the 
case may be) homogeneously connected in the like manner. 

The entire series of functions P,Q,... of (a, B,..), which are 
such that P, Q@ being of the same degree, and I’, Q’ being the like 
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functions of (@’, 6’), we have for the linearly transformable functions 
(a,..) (@, y, 2,..)" and (a’,...) (a’, y’, 2',. .)” the relation 


P:Q@=P':9 


may be called the “perfect and imperfect invariants” of (a, . .) 
(x, y, 2,..)"; and the relation in question be briefly referred to by 
the expression that the perfect and imperfect invariants are pro- 
portional. s 

We have then the theorem that if the two functions (a, . .) 
(x, y, #,..)" and (a’,..) (w’, y’,2’,..)" are linearly transformable 
the one into the other, the two functions have their perfect and im- 
perfect invariants proportional; and conversely the theorem, that two 
functions which have their perfect and imperfect invariants pro- 
portional, are linearly transformable the one into the other. 

There is thus a wide field of inquiry in regard to the imperfect 
invariants, even of a binary function, but still more so as to those 
of a ternary or quaternary function representing a curve or surface 
possessed of singularities. 

We have in what precedes the explanation of an error into which 
I fell in my paper “On the transformation of plane curves” Proc. 
Lond. Math. Soc. Vol. I. No. 3. Oct. 1865, see Arts. nos. 27—30. 
Considering a given curve of deficiency D and, by means of a system 
of D — 3 points chosen at pleasure on the curve, transforming this 
into a curve of the ordre D + 1 with deficiency D; then for any two 
of the transformed curves (that is two curves obtained by means of 
different systems of the D — 3 points) I showed that these had the 
same absolute invariants — or in the language of the present paper, 
that they had their invariants proportional, and I thence inferred that 
the two transformed curves were linearly transformable the one into 
the other — whereas, to sustain this conclusion it is necessary that the 
two curves should have their perfect and imperfect invariants pro- 
portional; and this was in no wise proved. That the two transformed 
curves are not in fact linearly transformable the one into the other 
has since been shown a posteriori by Dr. Brill in the particular 
case D = 4, Riemanns conclusions, with which my own were at 
variance, are thus correct. 

I remark, that if a binary function of an odd or even degree 
n=2p+1 or —2p, has p+ 1 equal factors, then that the in- 
variants all of them varish; but the equality of the p+ 1 factors 
implies only a p-fold relation between the coefficients; that is the 
invariants all vanishing gives only a p-fold relation between the 
coefficients, viz. the relation is 4(— 1) fold or 4 fold according 
as » is odd or even. Thus for a sextic function the equations 
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A=0, B=0, C=0, A=O constitute only a 3-fold relation 
between the coefficients. 

Similarly of the function has p equal factors, then every invariant 
is a mere numerical multiple of a power of one and the same 
function ©; so that the vanishing invariants can be at once formed. 
And we have thus only a (p — 1) fold relation between the coefficients, 
viz. the relation is 4 (mw — 3) fold or 4 (m — 2) fold according as n 
is odd or even. 


Cambridge 4. Aug. 1870. 





























Bemerkung zur Auflésung der cubischen Gleichungen. 


Von S. GunpEeLFINGER in Tipincen. 


Es ist bekannt, dass die Darstellung der Wurzeln von algebraisch 
lésbaren Gleichungen durch Covarianten meistens entweder mehr oder 
héhere Irrationalitiiten mit sich fiihrt, als man nach den gewodhnlichen 
Methoden erhilt. Fiir die biquadratischen Gleichungen hat Aronhold 
im Bande 52. des Journals f. Math. von Crelle-Borchardt 8. 95 
eine Auflésung mitgetheilt, welche, ohne mehr Irrationalitiiten als 
die gewohnliche zu besitzen, diese als speciellen Fall in sich enthiilt, 
und welche iiberdiess sich leicht in eine Form bringen lisst, bei der 
alle Elemente durch Covarianten ausgedriickt sind*). 

Im Folgenden sollen entsprechende Entwicklungen fiir die cu- 
bischen Gleichungen gegeben werden. 


*) In etwas verallgemeinerter Fassung lautet dieselbe so. Wenn w eine be- 
liebige biniire Form vierten Grades der Veriinderlichen x, und w,, A die Hesse'sche 
Determinante derselben dividirt durch 144, ¢ und j deren beide Invarianten be- 
deuten; wenn ferner 

p(n, 4) = — 4x3 + ind? — 7h 
gesetzt wird und ¢, &, €; die drei Wurzeln der cubischen Gleichung g(<, 1) = 0 


sind, so bestimmt sich eine Wurzel = der Gleichung xu — 1A = 0 fiir beliebige 
2 


Werthe von y, und y, aus: 


Au ~ 3.12 OA 2 
(«a a; oN +5 *5a35 Ck, 55808 Wr Ye 


eu CA OA. 3 
$36; —tg! sagt (= eae Yo 
——s £ a e y £8 
= 12(2, Yp—2 Ln) Ve ea) + +) ety 4 
Darin bedeuten w’ und A’ die aus w we A vermige Ersetzung der «; durch 
die y; hervorgehenden Ausdriicke, und sind die Vorzeichen der Quadratwurzeln 
so zu nehmen, dass 


A’ / re ae P a er ~ e+ , ¢ o ¢ “\ 
/ eu — eu—A ,/eu—A aw o& ou oA 
162) SV ame V aaa HGS on oo) 


&,4—% &34—x CU, CY2 CY2 OY; 
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Wenn 
u = (a, b, ¢, 0) (4, X)> = (4, % + ay2,)* = a,? 
eine beliebige biniire cubische Form darstellt, so wird es unsere 
Aufgabe sein, den Werth zu bestimmen, den die zweite Polare von « 
eines beliebigen Poles y, d. h. 
eu eo u 9 
2 —~ Y, 4 y?) 
FA? +2 52% nt + Zin 
= UI? HF 2. I Yo HF Me ?*) = ara? 
a x — . 
fiir eine Wurzel ,, der Gleichang « = 0 annimmt. fh 
= 


Die Lésung dieses Problemes folgt direct aus der bekannten 
Cayley’schen Zerlegung von w in seine drei Factoren. 
Definiren wir t, Y und R durch die Gleichungen 
T= yy Moy — Wyo” 
Q = UT, — UT, = (a, B, 7, 9) (#, #2) 
— 2 
R= tT. — Hy”, 
so besteht bekanntlich die Relation: 


(1) P®=—(@?+ Rw) =— (9+ Y— Ru) (Q — Y— Rw). 
Da auf der linken Seite der letzten Formel ein vollstiindiger Cubus 
steht und @ und w im allgemeinen keinen Factor gemein haben, so 
muss eine jede der Klammergréssen auf der rechten Seite fiir sich 
ein vollstiindiger Cubus sein, so dass man setzen kann: 
Q+V— Ru= (2 + p,%)* = pe’, 
Q—V— Kus (Qa + 2%) = a. 
Subtrahirt man diese beiden Gleichungen, so ergiebt sich die oben 
erwihnte en 
1 
2 “4 = ——— (p,' — q,*) = 
worin ¢€ eine belicbige der beiden tage Cubikwurzeln der posi- 
tiven Kinheit ist. 
Durch Differentiation der identischen Beziehung 
1 , ' 
a> = ——— (p,® — q,3 
y 2V—R (Py qy’) 
nach y, und y, erhalt man jetzt zunichst 


ix2 


AA (Px — & Gz) 


1 9 
Ay’ dg = Vik (Dy? Pz — Wy? x) » 


*) Allgemein werden wir, fiir eine beliebige biniire Form f (a, «,) m' Grades, 


of of , 
setzen: a = MY; Yee. yen m.(m—1 , ete. 
Cx; fi» 0X, 0x, ( ) fin 
Mathematische Annalen IIT. 18 
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welche Formel fiir alle Werthe der y; und 2; gilt. Dieselbe geht unter 
der Voraussetzung dass = 
Xv 
Px = é'qy ist, in die folgende tiber: 


eine Wurzel von « = 0, dass also nach (2) 


9 1 J 9 i ” — 
a,’ a, = v= UP uy? Ix ei — Yu" Px Ey - 
Transformirt man jedes Glied auf der rechten Seite dieser Glei- 
chung durch die bekannte Identitiit 


CyOy = (€0) (4Y) + Cy Ox , 


‘ ‘ - P x“ oO. 
und erinnert sich, dass fiir eine Wurzel = von « = 0 nach (2) 
2 


Px é! — Gee i= & {n. a 2iq,} an @: 
so bekommt man: 
(3) aye = SH GP) (EM) (Poet + We") = (FY) (ve + WE) » 
da wegen (1) 


Meee ae oe 22 2 ., We ee) oy 2. 


Ox, Ox, Ct, Cr, o¢ Ox, CX, CX, CX, 

Gehen wir nunmehr von den symbolisehen Ausdriicken za ihren 
wirklichen Werthen iiber und bezeichnen wir mit Q@ und w die aus 
Q und w hervorgehenden Ausdriicke, wenn in denselben 2, und x, 
durch y, und y, ersetzt werden, so liisst sich die Relation (3) schreiben: 


(aa, + bay) yy? +2 (ba, + ex.) HY, + (C4, + OX) Ya" 
3a 3 3 
we = (4,4, — 2%) }«! Ve +yY—Ri+e% Ve -y- tut 


° . . . x 
Aus dieser ergeben sich die drei Wurzeln “' von «=O, wenn 
Le 


man der Reihe nach i= 0, 1, 2 setzt, und in beiden Termen auf 

der rechten Seite die absoluten Cubikwurzeln nimmt, wie sofort aus 

der Beziehung folgt, welche nach (1) zwischen p, und q, besteht: 
Py Vy = — v. 

Uebrigens liesse sich die Gleichung (3*) ohne Zuhilfenahme der 
Resultate Cayley’s auch unmittelbar aus (1) und der leicht erweis- 
baren, fiir alle Werthe der x; und y; bestehenden Identitait ableiten: 

20 (wy) = 30 (My Hy? F 2424, Yo + Uy24”) (wy)? 

H+ (ty Ay? A 2 ty. Yo + Mogy2”)® — ww. 
Macht man in (3") y, = 1, y, = 0, so erhalt man fiir die Wurzeln 
der cubischen Gleichung: 


(5) = — jb + é V« + /— Ratei Va VY - Rat P 


(4) 
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Ueber cubische Gleichungen. 


ein Resultat, das schon Kisenstein im Bde. 27 des Crelle’schen 
Journals p. 81 gegeben hat. 

Man bekommt eine Wurzel der Gleichung xu + 4Q = 0, wenn 
man in (3*) die binire Form dritten Grades « durch xu + 4Q, also 
R durch R(x? + RA?)? und QY durch (xQ@ — A Ru’) (x? + RA?) ersetzt. 
, Nach einigen leichten Reductionen ergiebt sich so zur Bestimmung 


. «x . ° 
einer Wurzel = von xu + AQ=0 die Gleichung 
te 


(6) (mttyy + AQ) Yi? + 2 (Hig + A Qa) ViYo + (Hae + 4 Qe) Yo" 
Yo — XY 


REA pera Tene apse et 
” {6 Ow —RY xp ay— R+« iV @- uy — RY «—ay Ri e_Re. 
Um hieraus alle drei Wurzeln abzuleiten, hat man wieder der 


Reihe nach ¢ = 0, 1, 2 zu setzen und simmtlichen Cubikwurzeln die 
absoluten Werthe zu geben. 


Stuttgart, Pfingsten 1870. 

















Differentiation des Ausdrucks «*, wenn « eine Funetion 
irgend einer unabhingig Verinderlichen bedeutet. 


Von R. Girrine in Tora@au. 


ny» np» 
= ax oder 1 da" 
1.2.3..." ay" Tn ay" 





Wenn man zur Abkiirzung mit 


d" x bezeichnet, was im folgenden durchweg geschehen soll, so ist 


bekanntlich 


‘a Se eee My) we BA 2, . d™* Fy... 0.. ANH, 
worin fiir die « alle diejenigen Systeme der Zahlen 0, 1, 2,...” au 
nehmen sind, welche der Bedingung 

(2) a, f+ a,4--+--:- +a=—n 


geniigen. Hieraus folgt, dass die Entwickelung von d*(z*), wo k 
eine positive ganze Zahl bedeutet, Glieder von der Form 

(3) (2° af .(@ ap .(d* zp ...... 

liefern wird und zwar dergestalt, dass man fiir die 4 alle diejenigen 
Systeme von positiven ganzen Zahlen (Null mit eingeschlossen) nehmen 
muss, welche der doppelten Bedingung 


(4) A4+4,+4,4+----- =k und 14, + 24,4+34,+----- =n 
geniigen. Die erste Bedingung ergiebt sich daraus, dass die Anzahl 
der Factoren in (3) genau gleich & sein muss, die zweite folgt un- 
mittelbar aus der Gleichung (2). 

Jedes Glied (3) wird nun in der Entwickelung von d* (a*) genau 
so viel Mal auftreten, als der Polynomialcoefficient 








Tk 
i 5) 
angiebt. Man findet also 
Tk 
a @) = 2a a a (@ ay «dah... : 


wo die Summation auf alle den Bedingungen (4) unterworfenen Zahlen- 
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systeme auszudehnen ist und d° x die Grosse x selbst bedeutet. Di- 
vidirt man mit x*, so wird 

n, &” (2) Tk da (d'ayr (d? x\e 

6) —- = 2a 1z,-117,... SF) (>) (=) treetes 


Ks soll nun bewiesen werden, dass wenn man unter 7 den Binomial- 
= TT » 
coefficienten 

7k. (n — k) 
fiillt wird 


(6) 149) yO fever (ANN thy a Km (SY, 


a" x x 


versteht, folgende Gleichung identisch er- 


: ‘“ see : d'ax\n . 
In der Entwickelung @ tritt das Glied (“) genau ein Mal 
x 
auf, wie man sofort sieht, wenn man in (4) 
k=, A, =n, =A, =-----=0 

setzt. Dies Glied ist der rechten Seite von (6) identisch; es muss also 
bewiesen werden, dass die iibrigen Glieder der linken Seite dieser 
Gleichung identisch die Summe Null liefern. Zu diesem Ende denken 
wir uns zuniichst alle Glieder der mittelst (5) ausgefiihrten Entwickelung 

ad” (a) 


_ von ——— , mit Ausnalime des schon behandelten (—y , aufgeschrieben. 
x 


Setzt man in (4) k =m und zieht die zweite dieser Bedingungsglei- 
chungen von der ersten ab, so erhilt man 

a eee =. 
Hieraus folgt, dass 4 nur dann Null sein kann, wenn auch 4,, d,, . 
Null sil; dies ist aber der schon behandelte Fall 4, =m, der das 


Glied (“)" lieferte. Alle iibrigen Glieder enthalten demnach wenig- 


0 
stens ein Mal den Factor es , so dass A jede der Zahlen 1, 2,3, ....n—1 


(nicht ») bedeuten kann. Fixiren wir nun fiir ein bestimmtes 4 irgend 
eins der Systeme, welche den Gleichungen (4) fiir 4 =m geniigen 
und geben diesen der leichtern Uebersicht wegen die Gestalt 


(7) A, t+aAH.....- =n—A und 14, + 2A, +---- =n, 


so wird ein Glied . ae Seite von (6) folgende Gestalt besitzen 


"oO Ta. wr. Tien. (“. (<2)". (“*)". 


a" (a"—) d"(a"—*) 


Denken wir uns jetzt die Ausdriicke —~{—, —;~ u.s. w. ent- 
x” x 


wickelt, entnehmen hieraus die Glieder, in denen resp. die Factoren 


C- 7: . e ud be seass fe 
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auftreten und multipliciren dieselben mit — n,, + ,, u.s.w., so ent- 
stehen Glieder von der Gestalt 


— MTD Pye (ey. )" ey 2a 
see gre SED. CBP. (C2 oc 


Das dem letzten Gliede zu ertheilende Vorzeichen ist weiter nicht fixirt, 
da es in keinem Falle zweifelhaft sein kann. Fiir die in allen diesen 
Ausdriicken auftretenden Gréssen 4,, 4,, .... erhalt man dieselben 
Werthsysteme, wie man leicht erkennt, wenn man in (4) der Reihe 
nach k durch n— 1, n—2,..... , 4 durch A—1,4—2,..... 
ersetzt, wodurch unmittelbar die Bedingungsgleichungen (7) entstehen. 
Es ist klar, dass auf die eben angegebene Weise alle diejenigen Glie- 
der von (6) dargestellt werden, welche mit dem grade gewihlten Sy- 
steme von Exponenten 4,, 4,, .... behaftet sind. Die Coefficienten 
bringt man leicht auf die Form 


er: . aa A Tn a wet TT » 
TO. a.a,....? Wi. W(a—1i).1a,....? T2.110.T14,.. 


Wa : ~ 
und da —~ = | ist, so erhilt man, wenn man 





TIn=n.(n—1)..... (A+1).1TA 

setzt, aus den oben aufgestellten Gliedern die Summe 
m(m—i1)..... Ot» Dav. (days Ta Ta TA \ 
3 hp (“ =)". CS *) : lao mi — TT. Tai + apene: im. To f 


Die Klammer ist nun bekanntlich nichts anderes als (1 — 1), also 
identisch gleich Null; und da fiir jedes andere System der 4 genau 
dieselbe Betrachtung giiltig sein muss, so wird die Gleichung (6) iden- 
tisch erfiillt. 

Man kann derselben noch eine andere Gestalt geben, in der sie 
spiiter benutzt werden soll. Setzt man nimlich n — 1 statt n, so er- 
halt man 


d”™ 1 (¢"—-)) ha (a*—? 


, ; i d'x\r—1 
1), . — —(n—1),. wa UT +9 *(n—1)q-2. * _ =( y- 
Hieraus ergiebt sich 
ny mn ( n /,.n—1 F = 
‘ . - ay. a + tcaate + en i + Wn—1° a 
Pe x 
Ue or ‘ — ly) 
het St ay, Fe... pete 4, 
ye x 

















@q' 


d” ( 





ee gael 
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oder wenn man mit (— 1)"-' multiplicirt, ,_, tiberall durch n, er- 
setzt und die Glieder in umgekehrter Reihenfolge schreibt 














(8) Ny, - 2 —m- £2 ote id. ais + (— 1). Mn a” . 
' a 
Vx ‘iat 7 x T?—! (4-1) 
=—* }(n—1), ; “= “ (n—1), { a*) eevee (—1)"2(n—1)n_1- { = 
Il. 


Mit Hiilfe dieses Satzes soll nun bewiesen werden, dass fiir jedes 
positive oder negative, ganze oder gebrochene x die Gleichung gilt: 
Oe ey (9 — na EE $y. (WB) + 
 .* . 





siete + x, . (N—x), oe, P 


a (x —1). (x —2)..... ( 
i Se 


Nimmt man an, dass die Richtigkeit der Gleichung 


worin x, den Ausdruck pis 9 bedeutet. 











q— 4 ie 2 ant yi 
d aaa == #, .(2—s—1).-2- —- + x, . (n—x—1)n3 + oS 
I” 1 /,,n—1 
oe seen + w1.(n—x —1),-- = 


oder nach Multiplication mit 2* 
A"! (x*)=x, . (n—x—1)n-2. d™ 1x. v*1+4,. (bm gnn Bh, . dts") . at 
torte M1. (Wn — x — 1). d*! (a) . ae 


schon bewiesen sei, differenzirt letztere unter Beachtung der gleich 
anfangs fiir d"x festgestellten Bedeutung, in Folge deren 


d* (z*) = - d . (d"— [x*}) und +. a! (¢*—*) a= 14 g-t-t Pe 
sein muss und dividirt gleichzeitig alle Glieder mit », so folgt 


d” (a*) = x, . (mn —*—1),p2. d* x. a*-1+ x, . (n — * — 1)a_s d* (@*) . a 


cocee + Xp-1.(n—#—1)).d" (a) et 
fda}, (N—*—1)p_ad 1 a? 4 x(n —4— Iga?) a3 


mere Xn -1(N—%— 1g. d*—! (unt). SME a\ 
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Durch Division mit x«* erhailt man leicht 


ha w*) 1” . a" ir 1 (a) 
© = x,(n—x— I)n—2 <= +x,(n—x—1),~s + ween 4x, 1(n—x—1), > § a 
d'x | fs 1 a * a). 2 —8 
ho 2 — a FP tg 2 — 8S 
: q’— (a 1) * n + 1? 
aa era T fb Xn—t (n — )* m — 2 2 (° 
Beachtet man nun, dass stets (2—x), = (n—x—1), nm —x*—1)a-1, 
? 
also 


(n — x — lps = (nw — x), — (n —x— 1), 
(n — *), = (n — x — 1), 


ist, so kaun man dem ersten Theile der rechten Seite folgende Gestalt 


geben 
O) x, (mn — x)ea - e + x, (% — ®)n-2 a pote en a: ox » | 
+ x, (n — X)py ae 
ss eiilated Tx, (n 0 — seeere — Sg 1(—2— 1), + =a 
— % (0 — # — 1), £2) 


Die Coefficienten dieser letzten Reihe haben die Form 

ati ( — x — 1)na-1, 
wo 4 der Reihe nach = 0, 1, 2,...... nm — 1 zu setzen ist. Kin 
jeder derselben ist aber gleich 


2.(%—1)..... (x— 4) (wn—x— !1)(m—x—2)..... (A—x+1) | 


eee eS ee Spee (n—’a— 1) 





Giebt man dem Zihler des ersten Bruches die Gestalt 


(— 144! . (A— x) (A— x —1)..... (—x-+ 1)(— x), 


so erhilt man statt des eben geschriebenen Ausdrucks 











(— 144 (n — x —1) (n—x — 2).....(— x +1). (— 2) 
1.3.8....(441).1.23.3....(—’4— 1) 
eee. oe ere eee 
TIn TT (4+-1). TW(n—’—1) 
(n—u—1 —"—2)..... —_— 1) (— 
imine. 2—2—Se—s EEE ss eo sti 
Es entsteht demnach, wenn man 4 = 0, 1, 2,.... — 1 setzt und 
den gemeinschaftlichen Factor ——— aetna tas LS 


scheidet, der Ausdruck 























n 
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(nm —x—1) (n—x— 2)....(—u+1) (—x) ff a” x a” (x?) 
=. <a 
(11) d” (”) 
feeb (— It Sh, 
wo tiberall — (— 1)+' = (— 1) gesetzt ist. 


Der zweite Theil der rechten Seite besitzt die Coefficienten 


__ #(4—1)....(n—A+1) 2-1 (m—x--1) (n—x—2)..... (A-—u-++1) 
a: (e—e—1) a i....¢ © | BYScat oo 
wo A=1, 2,3,....”—1 gesetzt werden muss. Ganz ithnlich 
wie vorhin verwandelt man diese in 
(n - —1)(m—x—2)....(— x + 1) (— 2) 
= 14+! ; U “x n x _- ; xu u . (n c 1), k 

Man erhilt demnach, indem man (— 1)+' iiberall = (— 1)** setzt, 
den Ausdruck 
a *@*) 
a 

a” 1 /,,n—1 
+. Paton 
In Folge von (8) heben sich aber (11) und (12) auf und es reducirt 
sich die rechte Seite auf (10). Da nun in der That fiir jedes x 


dx (n—u—1)(n—x—2)..... -#-+1)(—x) -\(n-1 _ igi J ae 


+ z ere Tn 
(12) 





d' (a) - fe 
- - (% — #)y > 
ist, so gilt die Gleichung (9) auch fiir n = 2, 3,...., d.h. fiir jedes 
positive ganze n. 





Die einzelnen Glieder der rechten Seite von (9) entwickelt man 
jetzt folgendermaassen. Bedeutet v jede der Zahlen 0, 1, 2,..... n--1, 
so hat man zur Bestimmung der Werthsysteme der A, welche in 
Cor 4 : ' : P 

— auftreten, die Bedingungsgleichungen (4), in denen » — v 

a? 


statt k zu setzen ist, zu erfiillen, es muss also 


i ee ee =n—v—Aund 1d, + 24,+.-:--=—n 
sein. Nimmt man zuniichst vy = 0 und 4 = 0, so ist schon bewiesen, 
dass dann 4, =n, alle iibrigen 4,—A,—=-+--=—O sein miissen. 


Man erkennt ferner leicht, dass fiir pee bestimmten Werth von 
(v + A) identische Werthsysteme fiir 4,, 4,, .... entstehen werden; 
und da dies der Fall sein wird, wenn man v die Werthe 0, 1, 2,...4 


und 4 die Werthe 4, A—1,..... 0 ertheilt, (=F aber stets = 1 
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ist, so erhalt man eine Reihe von Partialsummen, die fiir. jedes be- 
stimmte Werthsystem der 4,, 4,, .... aus denjenigen Gliedern der 
Entwickelungen von 

a” (a) a” (a"—1) aq” (a"—*) 


X_(N—%)y - — ” Kn—1(N—%), a es %n-2(% — %),° | 





zusammen zu setzen sind, in denen eben diese 4,,4,,.... auftreten. 
Alle diese Partialsummen haben demnach die Gestalt 


L' aA, 12 a\he Tl TT - 
ili, .11,... i (FZ *) (= ) cere { tn (N — 2)p wi + x1 (n — x), Win 
fesse + H_1 (nm — x), ne} 


wo die in der Klammer stehende Reihe stets von selbst abbricht und 
auch fiir 40 giiltig ist. Zur Summation derselben benutzt man 
die bekannte Gleichung 











(n—x), = (n—x— 1), a (n—x—2), 1+ eeeee +(n—x—v), + (n—x—v— 1),, 
| die man mit 
oo, Ti(m—v) — x(x—1)..... (x—n-+9-+1) 2 nO) ae (a— 1)... (x—n-++ +1) 
m—* TT(4—v) eis 5, aBTHAS in—9) "i TT (4— 7) - Tla—») 
=(— 1)" _ (N—x—v—1) (n—x—v—2)......(—4+1) (—2) 
wri, he — i oe 


zu multipliciren hat. Nimmt man fiir (n—x—1),, (n—x—2),-1,.... 
ihre bekannten Werthe und setzt fiir v der Reihe nach 0, 1,2,....A, 
so erhailt man 














(~- pp - Saad ete 
honte? 2-2-3 ay 1)(—x) » = ie 1 
ee ae: 
+ (-1pt. @=8 es) 

ett S258 oe smoot... 





n—g (4 —%—8)..... (— x) 
+(—1)°. Was 7 er 


Ks entstehen auf diese Weise eine Anzahl Horizontalreihen, deren 
letzte nur ein Glied enthalt, welches gleich 


1) (n— #—A—2).....(—2#-+1) (—x) 


ia-8 - (n—x—v --1), = (—1)"-* Miners TTo 


(13) "2" Tro 


=2“(x—1)..... (x +A+1—n) 














cf 


I 


nh 
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sein muss. Da ferner die erste Horizontalreihe gleich 


. 1 1 1 1 
(—1)* « (#81) oe —0++1) (—8)- fog — ay tra “Ee 
“ also identisch gleich Null ist und dasselbe auch fiir die iibrigen mit 





alleiniger Ausnahme der letzten (13) bewiesen werden kann, so erhdilt 
man schliesslich die Formel: 








' d*(2*) sw (x—1)..:.. (xntAati—n) (da. (d*a\r 
(14) x* —- wee, «as ess : =) (=), 


wo die Summation so ausgefiihrt werden muss, dass fiir jeden moglichen 





\ Werth von 4, niimlich 0, 1, 2,....%—1, die méglichen Werth- 
systeme fiir 4,, 4,,.... aufzustellen und einzusetzen sind. 
| 
IV. 
os | 


Beispielsweise mége das gewonnene Resultat auf den Fall ange- 
wandt werden, dass x eine Function zweiten Grades = y? + ay + b 
1) ist. Da dann 














: 1 dy? b 
- @a=2ypa@c= i, at =1,Pr=—d's—.-..-=0 
ist, so miissen 4, = 4, —=----- = 0 sein und man hat fiir 4, und 4, 
die Gleichungen 
A,+4,=n—A und A, +214,—n 
aufzulésen, worin 4 der Reihe nach = 0,1,2,..... nm — 1 zu setzen 
ist. Es folgt 
A, =n — 2d, A, = A (wobei zu beriicksichtigen ist, dass 4, und 4, 
nicht pegativ werden kénnen), 
a" ((y@pay+b)*) __ 5) % (#1)... (+ d41—n) .( 2ya \r2 .( 1 m 3 
(y+ay-+b)* TT (m—2a).17 4 y?--ay-+b y?bay+ 
Setzt man x -+ m statt n, wo n> m und beides positive ganze Zah- 
len sind, ferner » statt x und a = 0, so findet man 
; — 1)..... 44+1— ill 7 
(2) atm (yb) ee Te gy (y? + By 
P a roe . 
(B) "(yO)" = 2G Say Re CM ED. 
—x) In der Gleichung (@) kann wegen des Ziihlers der rechten Seite 4 


e nicht kleiner als m, wegen des Nenners nicht grdsser als [ 


n+ if 





(15) (y?-b)™. dt [(y?-+b)"| = 2 ptm 8a). TT. Ta 


284 R. Gorrie. 


sein (wo die Kinklammerung andeuten soll, dass man die grésste in 
: n+m n-+-m— 1 
diesem Ausdrucke enthaltene ganze Zahl - oder "+ =—— Zu 


nehmen hat). Es durchliiuft also 4 die Werthe 
m, m-+i1,..... iF = | . 


Multiplicirt man nun auf beiden Seiten mit (y? + 6)” und multiplicirt 
mau gleichzeitig jedes Glied der rechten Seite im Zihler und Nenner 
mit TT (4 — m), so erhilt man 


TT x 
m) 


worin man zu setzen hat 


€ © 
n-+m—2iA=n—m,n—m—2,n—m—4,...... 1 oder.0, 
n+ m 
i=, m+1, M2, sseees [ ; } 
P n—m 
A—_m=0O0, ¥ 2, tte ey 


. . . ee o— @ . 
In der Gleichung (8) kann 4 nicht grdsser als [ < werden, ist 


also gleich 
0, 1,2,.....(2 5"). 


Somit ergiebt sich aus (6), wenn man jedes Glied der rechten Seite 
im Zihler und Nenner mit TT (4 + m) multiplicirt, die Formel : 





(16) a (y? +0)" =2 tea —ay. apm CN +, 
worin 
n—m—2A=—=n—m, n—m—2,n—m—4,...... 1 oder 0, 
4=0, : , ee =a 
A+m—=—m, m+1, M-Q, «sree tn 


zu setzen ist. Hieraus ersieht man leicht die Identitiit siimmtlicher 
Glieder der rechten Seiten von (15) und (16), so dass 


(y? — by” : qdetm (y? +. by = qr (y? a. b)", 
(ef. Crelle’s Journal. Bd. II. S. 225). 


Es leuchtet iibrigens ein, dass das Resultat ganz thunlich ausfallen 
wiirde, wenn a@ nicht Null wire. 


. (2y)et™ 22 2 (y?+ hb ¥, 
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Zweitens sei « = 1 — 2zy + y’, ebenfalls vom zweiten Grade; 


1 a 
in eine nach den Potenzen von y fort« 


— 
es soll a * = 
Vi-—2ey+y 
schreitende Reihe entwickelt werden. Da die Coefficienten derselben 
“0 ma) : 
/ (9), po F oe ..... sind, wenn 
1 : 
_-—- = f(y 
Vi-—2zy+y 1) 
*) (9 é wn. ; 
— aber nichts anderes als «* (a ') ist, wenn in 


. ft" (0) 
gesetzt wird 
ad t wi ? Th 


letzterem Ausdrucke nach der Differentiation y= 0 genommen wird, 





so erhalt man 
(0) 4 gv we (we —1)..... (He FA41—2N) (d'a\r-*% (d22y 
—_ "es ~~ He-s).0a | x ‘) : ( x ) , 


Tn 
worin vorliutig noch x statt Ks ist nun 
Ves —22+2y, x= 
d'x P 
a oa 22, 


, : 
— 4 geschrieben ist. 


+ 1 und wenn man y = 0 setzt , 


= = = 1, man findet also 
£0) sy, w(w —1)..... (e+A+1—MN)/_ g,yn-va 

Tm — “CUS 

Die Anzahl der Factoren im Ziihler der rechten Seite ist » — 4; mul- 
tiplicirt man jeden mit — 2 und dividirt dafiir mit (— 2)"~4, so erhiilt 





man, da x = — } ist, 
£0) _ 5 1.8.5.....(@@m—2a—1) 
Tx TT (wm — 2a). A ( —2)* 
£.3.6...5. (2m — 24 —1) | pn-2 
? 





=. 
- #68 TT (mn — 24). T1a. 2" 


den bekannten Ausdruck fiir die Kugelfunctionen P* (¢) erster Art, 
sade ~ | annehmen liasst. 


wenn man 4 die Werthe 0, 1, 2, 
Auf iihnliche Weise kénnen noch mehr in der Theorie der Kugel- 


functionen auftretende Differentialformeln, z. B. 
2m—1 


an—( (1 — y*) 


m—1 





, fiir y = cos 0 


(— yt o 
(2m — 1) ° dy 





sinmo 
M1.) SCS scccs 


abgeleitet werden. ; 
(Man vergleiche Crelle, Journ. ete. Bd. XV, Jacobi: Formula 


transformationis integralium definitorum, pag. 4.) 





Torgau, im Juni 1870. 











Ueber die Gauss’sche hypergeometrische Reihe. 


Von SeuiArui in Bern. 


Vor manchem Jahre, als mir von den hierauf beziiglichen Schriften 
nur Gauss’ Abhandlung circa seriem infinitam bekannt war, ge- 
lang mir der Versuch, die der hypergeometrischen Reihe F(a, B, y, «) 
entsprechende Function des vierten Elements x mittelst ihres Integral- 
ausdruckes aus der Beschriinkung, die ihr die urspriingliche Definition 
durch die Summenreihe auflegt, vollstindig zu befreien. Schon im 
Begriff das Ergebniss zur Veréffentlichung auszuarbeiten, bekam ich 
Kunde von Riemann’s Abhandlung iiber den Gegenstand und ward 
dadurch fiir lange Zeit von meinem Vorhaben abgeschreckt. Nachdem 
ich nun aber sowohl die genannte als auch die reichhaltigen Abhand- 
lungen von Kummer und Jacobi (Crelle’s J. Bd. 15 und 56) 
kennen gelernt habe, so glaube ich doch noch vorliegenden kurzen 
Aufsatz ans Licht geben zu diirfen. Ich kann mich hiefiir auf Rie- 
mann berufen. Er sagt nimlich im EKingang zur erwihnten Abhand- 
lung, es gebe zwei Wege, die Beschaffenheit der Function F'(@, B, y, «) 
zu erforschen; der eine gehe von der Differentialgleichung, der andere 
vom Integralausdrucke aus; diesen zweiten Weg habe noch Niemand 
betreten. Er wolle nun aber keinen dieser zwei Wege gebrauchen, 
sondern die Transscendente nach einer neuen Methode behandeln. Diese 
Methode besteht dann darin, dass Riemann die Function durch die 
Art ihrer Verzweigung definirt und erst gegen das Ende der Unter- 
suchung zeigt, dass eine Function da ist, die die gestellten Bedingungen 
erfiillt, und dass dieselbe mit der hypergeometrischen Reihe zu- 
sammenfallt. Wenn es aber darauf ankommt, von der Summen- 
* reihe aus mit der geringsten Miihe zur Kenntniss nicht nur der Ver- 
zweigungsart im Allgemeinen, sondern der wirklichen Fortsetzung 
um einen Verzweigungspunkt herum, mit Angabe der Coefficienten 
in der Relation, zu gelangen, so halte ich den Gebrauch des Integral- 
ausdruckes hiezu fiir den geeignetsten. 
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1. Wenn ich im Folgenden nach allgemeiner Uebung die Punkte 
einer Ebene (des Zahlenfeldes), bezogen auf zwei senkrechte Achsen 
(Realitiitsgerade und Hauptmeridian), als Zahlzeichen gebrauche, so 
werde ich, um Weitliiufigkeiten des Ausdrucks und Zeichnungen zu 
ersparen, die Punkte, welche die Zahlen 1 und ¢ versinnlichen, mir 
resp. dstlich und noérdlich vom Nullpunkt legend vorstellen, die Zahl 
co Horizont nennen und, wenn es darauf ankommt, die Zugiinge zu 
co zu unterscheiden, mit N eine positive sehr grosse Zahl, die be- 
stimmt ist unendlich zu werden, bezeichnen und N den Ostpunkt, 
iN den Nordpunkt, u. s. f. nennen. Wenn loga = logr + ig, wo 
logr und @ reell sind, so nenne ich x den absoluten Werth und 
die Phase der Zahl «. (Ich erlaube mir diesen Namen fiir g aus der 
Optik zu entlehnen, wo er wenigstens einen verwandten Sinn hat, 
wihrend das iibliche Wort Amplitudo die Vorstellung einer gerad- 
linigen Abmessung erweckt und ohnehin schon eine elliptische Fune- 
tion bedeutet.) Wiichst die Phase der Zahl 2 — a, wiihrend a con- 
stant bleibt, so nenne ich die Bewegung der Variabeln x um a rechtldufig, 
die entgegengesetzate riickldufig. 

2. Wenn im Integralausdruck 


S ax f(z — A)j*—! (a4 — B)-!.... (a — FY -' dx 


die » Constanten A, B, ... F' siimmtlich verschieden sind, und wenn 
die Verzweigungsexponenten a, b, ... f der Relation 


a+tb+...+f=n—2>0 
geniigen, so liisst eine beliebige gebrochene lineare Transformation 
dem Ausdrucke S seine Form, und nicht alle Exponenten kénnen 
westlich vom Hauptmeridian liegen, sondern mindestens einer, z. B. a, 
muss seine reelle Componente positiv haben. Dann ist aber der Ver- 
zweigungspunkt (oder Pol) A dem Integrale S zugiinglich, d. h., 
irgendwo anfangend hat S hier einen endlichen Werth. Es steht frei, 
die Strahlen AB, AC,... AF in rechtliufiger Ordnung aufeinander 
folgend anzunehmen. Legt man nun von A aus um jeden der n — 1 
iibrigen Pole eine rechtliiufige Schlinge, deren Hinweg und Riickweg 
man sich grésstentheils im Verbindungsstrahl liegend denken darf, so 
kann man aus allen x — 1 Schlingen zusammen einen einzigen ununter- 
brochenen Integrationsweg bilden, der alle Pole A, B,... F um- 
schliesst, folglich auch bis an den Horizont ausgedehnt werden darf. 
Da nun der Horizont fiir das Integral S ein gewdhnlicher Punkt ist, 
so ist die lineare homogene Function der » — 1 Schlingenintegrale, 
die jenem einzigen in sich zuriickkehrenden Integrationswege ent- 
spricht, gleich 0. Héchstens » — 2 der genannten Integrale sind 
also von einander unabhiingig; und durch diese kann man jedes andere 


5) 
noch mdgliche bestimmte Integral linear und homogen ausdriicken. 
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Liegt z. B. der Pol C zwischen dem Strahle AB und der von A aus 
um B gelegten Schlinge, so kann man diese krumm gefiihrte Schlinge, 
ohne Aenderung des Integrals, in einen Weg verwandeln, der aus 
dreien der urspriinglichen von A aus gelegten Schlingen besteht, 
nimlich aus einer riickliufigen um C, dann aus einer rechtliufigen um 
B, und endlich aus einer rechtliiufigen um C. — Oder ist ausser A 
auch noch der Pol B zugiinglich, so ist ein offener Integrationsweg 
AB miglich; vom zugehérigen Integrale unterscheidet sich dann das 
Schlingenintegral (von A aus um B) nur durch einen Maltiplicator 
wie 1 — ¢?'**; und eine von B aus um C gelegte Schlinge gilt einem 
Wege gleich, der von B nach A, von da als rechtliufige Schlinge 
um C, und endlich von A nach B geht. Kurz, durch n — 2 der 
zuerst erwiihnten. Integrale kann man jedes mégliche bestimmte Inte- 
gral linear und homogen ausdriicken, dessen Weg entweder zwei Pole 
verbindet, oder von einem Pole aus als Schlinge um einen oder mehrere 
andere Pole gelegt ist. 

Durch die Substitution « = “C4 “ ee r 4 
Pole «= A, B, C resp. in y=0O, 1, 90 iiber; die » — 3 iibrigen 
BC D—A 
B—A D—C 
riablen Argumente der » — 2 Functionen, die durch die n — 2 be- 
stimmten Integrale S definirt sind, gelten, wenn diese wirklich durch 
keine linearen homogenen Relationen mit constanten Coefficienten ver- 
bunden sind. Da der dritte Pol jetzt Horizont des y Feldes geworden 
ist, so hat sich die Integralform S scheinbar ein wenig geiindert. Sie 
ist nun, wenn man von einem als Product von Potenzen darstellbaren 
Multiplicator absieht: 


Sy y— 1-1 @ — Dt... (y — Fy dy. 

Fiir » = 3 liefert die Form S nur ein unabhingiges bestimmtes 
Integral, das Euler’sche Integral erster Art; fiir » = 4 liefert sie 
zwei bestimmte Integrale, die als Functionen des vierten Poles der 
Darstellung durch hypergeometrische Reihen fahig sind. 


gehen die drei 


neuen Pole y = = D,, ete. kénnen dann als die va- 


3. Die vier Pole seien 0, 1, 00, — reell und grésser als 1. Die 


zugehérigen Verzweiguugsexponenten seien a, y — a, B — y + 1, 
1 — £, simmtlich mit positiven reellen Componenten, damit alle vier 


Pole zuganglich werden. Man hat dann 
2>6+1>y>a«>0, 


wenn man fiir den Augenblick dem Zeichen > die Bedeutung ,,éstlicher 
als“ giebt. Die zur Betrachtung vorliegende Integration ist dann 


S = fue— (1 —u)jr-e—1 (1 — wu) du. 
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. ° ° ° - 1 1 
Um die vier bestimmten Integrale von 0 bis 1, von 1 bis ~ , von = 


bis co, und von 0 bis co vollig zu definiren, wollen wir die Integra- 
tionsvariable « der Realitiitsgeraden entlang von 0 aus so fiihren, dass 


sie den Polen 1 und 2 nordlich ausweicht, damit jeder Integrations- 


weg als einer verstanden werden koénne, der ganz in der nérdlichen 
Hiilfte des Zahlenfeldes liegt. Die Phasen von u, 1 —u, 1 — cu 
seien im Intervalle 0 << «<1 als Null angenommen. Dann haben 


1 — u, 1 — xu resp. von 1 bis N, von < bis N die Phase — a. Der 


Integrationsweg von 0 bis oo kann dann, wenn er auch anfianglich 
in der Nordhiilfte von 0 nach N lief, um den Nullpunkt vorwirts ge- 
dreht werden, so dass er zuletzt von 0 nach — N geht; dann hat u 
die Phase 2, wihrend 1 — wu, 1 — zw nulle Phase haben. Setzt man 


1 


nun in den Intervallen 1 << wu < =) =~ Cex N,O>u>—wN 


1—2z 1 t 
—- t — -—~, so bekommt man 


1 
a oS x ~? wt? 1—t 


1 1 
Ss = fue- 1(1 — ujr-*#-1(1 — vu)-*P du, 
0 0 


1 


# 
S = — e4le—y) gl—y (1 Scie xz)r—*—-6 
1 


>< fi-# (1 — fre 1 (1 — (1 — 2) eat, 


oo : 1 
S = — ite+s—n gi—7 fit—r (1 — t)- 6 (t — xtr-2— dt, 
1 0 


Tt 


oo 1 

S = ein fie—1 (1 — 8-7 (1 —(1— 2) t)- 8 dt, 

0 0 

wenn die Phasen der hier vorkommenden Potenzbasen z, 1 — z, t, 
1—t, 1— at, 1— (1 — 2) ¢ null verstanden werden. Da das reelle 
« zwischen 0 und 1 liegt, so kann man die vier Integralausdriicke 
nach steigenden Potenzen theils von 2, theils von 1 — x entwickeln 
und dadurch in hypergeometrische Reihen verwandeln. Der Kiirze 
wegen sel ¢ = y — a — B. Man hat 


1 
STONY) Fe, B, y, 2), 


0 T(y) 

as 

- 7 ra —p) Py — 

8 = -—— eit(a—y) ( cpa, «) ai- Y (1 mamas x) 


< F—a,1—f,e+1,1—2), 


Mathematische Annalen ILI, 19 
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Dead a FL — BFB—y+) 
Gh oe Ge SS eee a F 
= r(2 — y) . 


<F(B—yvy+1,«—y+1, 2-7, £), 


oo F(a) FG—7+1) p . 

Sem rte aah ) F(a, B, 1—e, 1— 2). 
Ich bedarf noch des Integrales von 1 bis co, das bei der gegenwiirtigen 
Lage von « nicht unmittelbar in eine hypergeometrische Reihe ver- 
wandelt werden kann, Wenn im Ostpunkt die Phase der Potenzbasis 


1 : 
zu — 1 null angenommen, und « = 7; gesetzt wird, so kommt 


a —ine »— o— —g— ty F 
Sa — erie a# ft-1 (1 — oy (1 — £) “at, 


wenn ¢, 1 —#, 1 — i im Intervalle 0 < ¢< « nulle Phase haben, 
und wenn dann ¢ siidlich an « vorbei geht um in den Stand 1 zu 
kommen, so dass 1 — a im Intervalle x < ¢ < 1 die Phase z erlangt. 


Dieser Integrationsweg wird nicht gefiihrdet, wenn man # um 1 herum 
riickliufig aus seinem Stande zwischen 0 und 1 in einen reellen Werth, 
der 1 iibertrifft, hiniiber dreht. Ist dieses geschehen, so kann man 
die hypergeometrische RKeihe anwenden und hat 


1 
7 2 


sO gins Fy —@) FC—7+) gg 
Same — 00 FC —7 +1, 8 bet) 


Bringt man nun « auf demselben Wege, den es gegangen war, wieder 
in seinen alten Stand zwischen 0 und 1, so liuft das Argument der 
mit F’ bezeichneten Function aus seinem hypergeometrischen Stande 
zwischen 0 und 1 siidlich an 1 vorbei (durch rechtliufige Drehung) in 


— 1 ; 
den dstlichen Stand — ; und der auf diesem Wege aus dem hypergeo- 


metrischen Stamme sich fortsetzende Zweig soll auf der rechten Seite 
der letzten Gleichung mit dem Functionszeichen F' bezeichnet sein, 
damit alle fiinf bestimmten Integrale zum selben zwischen O und 1 
liegenden Werthe von x gehéren. Unter ihnen wollen wir das von 


0 bis 1 und das von z bis co als die zwei unabhiingigen Integrale 


betrachten, und je eines der drei iibrigen mit ihnen durch lineare und 
homogene Relationen verbinden. 
° = . 1 
4. Legt man vom Ostpunkt aus eine riickliiufige Schlinge um — , 
so kann man sie 6ffnen und ihre Enden in den Westpunkt bringen. 
Sie ist dann zu einer rechtliufigen Schlinge geworden. Daher ist 


: oo le) 1 
(1 — e~8##) S = (1 — 7) $4 (— 1 4 eeee—m) 8. 
1 0 0 


z 
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1 : - £ . 
Legt man von ; aus eine rechtliufige Schlinge um 0 und ‘1, so 


. : 1 
kann diese auch als Schlinge gefasst werden, die von ; aus um co 


gelegt ist. Daher die Relation: 
1 


oo 1 « 
(1 — eeo~m) S— (— 1 4 er) 84 (— 1 4 ea) 8 
1 0 1 


Nimmt man als dritte Relation 
1 
z oo 
=S+8 
gs 1 


F(x) = F(@, B, 7, x), 
G(2) =a - 71 F(a—y+1, B—y+1, 2—y, 2) 
als Stellvertreter der zwei unabhiingigen Integrale, ersetzt die drei 
iibrigen Integrale durch Functionsausdriicke und vereinfacht, so ergeben 
sich folgende drei Relationen zwischen Functionswerthen: 
F(a, B, 1—e, 1— 2) 
(1) ra—yra—s r(y—1)Fa—se) 
=Te=rF)te—1 FD OF rere 4: 
(1 — a) F(1— a, 1 — B, e+ 1, 1 — 2) 


(2) Fay) Te +N ys peg) 4 FO — DEE +D 
— ri — a) Fl — B) ” F(x) + T(y — a) Fy — B) ” G (a), 
1 1 1 
F(6,6—y+1,6—e+1,4) (o—L a 
(3) r 
— ¢—iap KA— 0 B-e+)) 1g pp sia y—p) (—DE(B—e-F1) |g 
= are PO) ee? Ft g—ay OC). 
5. So lange als « absolut kleiner als 1 ist, hat die mit F(a, B, y, x) 
bezeichnete Summenreihe in Bezug auf die Elemente «, 6, y keine 


hinzu, gebraucht 





° “ A ° ° 
andern Unstetigkeiten als solehe von der Form y+a? Wenn y in die 


Nihe einer nullen oder negativen ganzen Zahl — n kommt. Es ist 
daher gleichgiiltig, auf welcher Seite y an einem solchen Unendlich- 
keitspunkt — n vorbei gefiihrt wird; die Summenreihe bleibt in Bezug 
auf a, B, y eindeutig. Aehnliches gilt von den Coefficienten, die in 
den Relationen (1), (2), (3) auftreten. Da es immer midglich ist eine 
Gruppe von Werthen von «, 6, y mit Vermeidung von Unendlich- 
keitspunkten in eine andere Gruppe iiberzufiihren, so gelten die Re- 
lationen (1), (2), (3) auch noch, wenn die Ungleichheiten 


2>6+1>y>ea>0 
nicht erfiillt sind. 
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6. In der Relation (1) lasse man «, B, y resp. in a, B, 1—« 
tibergehen, in (2) a, B, y resp. in y — a, y — B, ¢ + 1 (ich erinnere 
daran, dass « = y — a — f) und setze 


l1—y=¢@’, 
qa i_ fmm -,_1F@ra—s 
I= @ Ty— «)Fy—B)’ e@ (@)r@e ’ 


ron r(t— y) Fle) — ri—pte—s 

I= @ra—ata-p? *~ © te—sF0Te—7FD’ 
F(z) ame F(a, B, i— é; 2) ? G,(«) = 7 F(y— a,y—6,e+1, x), 
so hat man 


F(1 — «) = 9g F(a) — 2 hG (a), 


: : (A) 
G(1 — x) = ej F(x) — kG (a). 
. __ Sina(y — @) . sina(y — 8) - —-sinwa@ . sinnB 
Da gk = — sinzy.sinze ” hj = sinzy . sinwe’ 
30 folgt gk —hj = 1. Das Substitutionsmaass der Verwandlung (A) 
it cho — Cae —'— 7. 
s a+p—y 


In der Relation (3) lasse man das eine Mal a, B, y resp. in 
B—y-+1, 6B, B — a+ 1 iibergehen; das andere Mal multiplicire man 
(3) mit z*—F und lasse dann a, B, y resp. ina, a—y+1,a—B+1 
iibergehen. Setzt man dann 








a = LY) TB — «@) b — Lv) Te — 8) 
C(8) (y¥— a)’ F(a) T(y — B)’ 
Ps int th ok, Be p= (2 — y) F(a — B) 
“ Fa—a)F(P—y+1)’ (1 — B) T(@—y+1)’ 


F(a) = «* F(a, a—y+1,a—f6+1, 2), 
oo 
G(x) = a F(6, B—y+1,B— «+1, 2), 


so hat man die Verwandlung 


(0 — mn : ) 


F(*) — ¢ ¢ 4. Fie) +e #6 b.G(a), i 
) 
G(*4) = —ex0-4¢ . Fe) — 679-0. d. Ge). 


Die linken Seiten bedeuten das Zweigpaar, das sich durch eine recht- 
laufige Drehung des Arguments um 1 nach dem reellen 1 iibertreffenden 


Werthe + hin aus dem hypergeometrischen Stimmepaar fortsetzt; 


rechts hingegen bedeuten F(x), G(x) ein hypergeometrisches Stiimme- 
Go“ co 


paar. Da 
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a 1—y sinwe .sina(y — £) Pe 1—y sinz®. sina(y — a) 
~ @—B sinzy . sint(6 — a)’ ~ a@—B sinwy.sinx(p — a)’ 
’ {— ‘ : : 
so ist ad — be = — - - Das Substitutionsmaass der Verwandlung (BD) 
. tani 
. ‘ : Ue cite. & 
ist also e rs 


Der urspriingliche Zustand des Functionspaares zeigt 0 als Ver- 
zweigungspunkt mit den Exponenten 0 und 1— y an, die Verwand- 
lung (A) giebt 1 als Verzweigungspunkt mit den Exponenten 0 und 
y — « — B, und die Verwandlung (B) giebt co als Verzweigungspunkt 
mit den Exponenten «, 6, und die Summe aller sechs Verzweigungs- 
exponenten ist 1. (8. Riemann’s Abh. § 1). 

Die Verwandlungen (A) und (B) finden sich in Kummer’s Ab- 
handlung iiber die hypergeometrische Reihe (Crelle’s J. Bd. 15.) als 
Gleichungen (23) 8. 58. und (27) 8. 60. 

Zu diesen Verwandlungen kommt noch eine dritte (die aus dem 


1 
Ausdruck fiir S sich ergiebt, wenn man darin u = 1 — ¢ setzt): 
0 


I'(a, B, 7, t= (1 — 2)? F(y —, B, y; - 7) | 


= (1-2) «FY —8, 0, % 574): | 


Damit links und rechts hypergeometrische Reihen méglich seien, muss 
x absolut kleiner als 1 und seine reelle Componente kleiner als } sein. 


(C) 


Die Summenreihen geben die Werthe des Functionenpaares F'(x), 
G(x) innerhalb des mit Radius 1 um 0 beschriebenen Kreises; die 
Verwandlung (B) giebt sie ausserhalb dieses Kreises. Aber fiir Argu- 
mente, die auf der Peripherie dieses Kreises legen, hitte man ent- 
weder sehr schwache oder keine Convergenz der Summenreihen. Be- 
deutet gm die Phase des Arguments, so giebt die Verwandlung (A) fiir 
r= cP (— 5 <gp< =) convergente Summenreihen, die Verwandlung 

in in 
Nur fiir =e, e * geben alle drei Ver- 


(C) fir ~<p<%F 
wandlungen zusammen keine Summenreihen, die nach Art einer fallen- 
den geometrischen Keihe convergirten. 

7. Im Gleichungenpaar (A) fiihre man das Argument 1 — x der 
zwei Functionen links w Male um 1 herum, also das Argument x der 
Functionen rechts w Male um ( herum. Wenn m = c?'**, so werden 


: . . ee 1.0 
die zwei Functionen rechts durch die Substitution ( 2 2 verwandelt. 


Die links durch die Umwicklung von 1 entstandenen Functions- 
zweige mégen mit F(1 — xr), GUL — x) bezeichnet werden; dann 
sind diese durch die zusammengesetzte Substitution 
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2 m»|* 


og-——h - oe 
S:.--ee 0 . mm 


in zwei hypergeometrischen Stimmen F(x), G,(x) ausgedriickt. Lost 
man das Gleichungenpaar (A) nach diesen auf, so sind sie durch die 
inverse Substitution 


k-— h 


ea\m o|=— 
m\n 2|= 


psy 

in den zwei Stimmen F'(l — x), G(1 — x) ausgedriickt. Bezeichnet 
man nun das reelle zwischen 0 und 1 befindliche Argument 1 — x 
einfach mit «, so sind die zwei durch Umwicklung von 1 (in w Um- 


liufen) entstandenen Zweige F'(x), G(x) mittelst der Substitution 
(2 "( ‘ ooh h | k - a 
j . kJ. \O . me} \j - g 
in den zwei Stiimmen F(x), G(x) ausgedriickt. Zwischen zwei inverse 
Substitutionen mit dem Maass 1 ist die drehende Substitution mit dem 
Maass m“ eingeschoben, und man hat 
F(x) = (— hjm* + gk) F(x) + gh (m* — 1) G(a) , 
G(x) = —jk(m« — 1 ) F(x) + (gkme — hj) G(a). 
Zu A Umliiufen um 0 gehért, wenn 1 = e—?'7Y gesetzt wird, die 


Se ee 
Substitution (| n)- Setzt man 


’ oe a, * oe 
i 7) k ? * e .@ » M 0 . m/? 
und macht das Argument der hypergeometrischen Stimme FP, G von 
seinem anfainglichen Stande « zwischen 0 und 1 aus zuerst A Umliufe 
um 0, dann w Umiliiufe um 1, dann 2’ um O, dann w’ um 1, dann 
2” um 0, dann w” um 1 und kebrt auf den Stand x zuriick, so ent- 
spricht dem gegenwirtigen Zweigpaare die Substitution 
L/S MeS-' I? SMe S-' I’ SMe’ S-', 
deren Substitutionsmaass +? +?" mete +e" ist. Man koénnte 4 = 0 
setzen, oder rechts nur noch den Factor L’” beifiigen. Eine Potenz 
von L kann also die Zusammensetzung beginnen oder nicht, und 
schliessen oder nicht. Aber eine Potenz von M tritt nicht anders auf, 
als indem ihr S vorangeht und S~! folgt. 
Im allgemeinen hat eine zusammengesetzte Substitution die Form 


ey 7 




















Ueber die Gauss’sche hypergeometrische Reihe. 295 


wo, wenn » getrennte Umwicklungen des Poles 1 stattgefunden haben, 
A, D ganze homogene Functionen n'" Grades, B, C solche (n — 1)' 
Grades von gk, hj sind, also mit Riicksicht auf die Relation gk —hj =1 
ganze Functionen resp. »' und (w — 1)'*® Grades des einzigen Argu- 
ments gk sind, worin die Coefficienten der verschiedenen Potenzen 
von gk wiederum ganze Functionen von /, m sind, so dass in den Aus- 
driicken fiir A, B, C, D die Elemente gk, 1, m als Stellvertreter der 
drei unabhiingigen a, B, y erscheinen. 


Bern, 19. Juni 1870. 














Ueber iterirte Functionen. 


Von Ernst Scuréper in ProrzHer. 


Ich lege hiemit einige Untersuchungen aus einem Felde vor, auf 
welchem ich sehr wenig Mitarbeitern begegne. Dass gleichwohl die 
von mir verfolgte Tendenz nicht der Berechtigung entbebrt, diirfte 
durch meinen vorangegangenen Aufsatz tiber unendlich viele Algorithmen 
zur Auflosung der Gleichungen*) hiureichend begriindet erscheinen. 


i. 
Charakter der Aufgabe. 


Sr 


Ist F(z) eine beliebige eindeutig gegebene Function des complexen 
Argumentes z, so kann die rfach wiederholte oder iterirte Function 
F* (2) dadurch (in recurrenter Weise) definirt werden, dass man die 
Gleichungen festsetzt : 


(1) F'()=F(e), Fr(e) =F fF (2), 


welche fiir jedes Argument 2 giiltig sein sollen, die letztere iiberdies 
fiir jede natiirliche Zahl r. Darnach ist also F(z) das Ergebniss 
einer (ry — 1) maligen Kinsetzung der Function J’ (z) selbst an Stelle 
ihres Argumentes z, niimlich: 
F? (2) = FF (z), F3 (2) = FFF (z), 

u. s. w., wenn der Kinfachheit wegen die Einschliessung der zusammen- 
gesetzten Argumente unterlassen wird. 

Aus der gegebenen Definition gehen sogleich die Relationen 
hervor : . 


(2) F* F (2) = F (2) = FF’ (2), 
(3) F* Fr (¢) = Feet (2) = Fo Fr (2), 
(4) {Fo}~ (z) = fin (2) = {Fn} (z) : 


*) Diese Annalen, Band IL, Seite 317. 
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welche fiir alle positiven ganzen Zahlen r, r,, r, giiltig sind, vorerst 
nur fiir diese einen Siun haben, und die Grundeigenschaften der Ite- 
ration ausdriicken. 

Auf das Problem der iterirten Functionen kann man sich nun fiih- 
ren lassen durch die Bediirfuisse der rechnenden Analysis. Da selbst 
die leichtesten Rechnungen unausfiihrbar sind, wenn ihre Anzahl gross 
ist, so wird man zuniichst bemerken, dass es fiir eine einigermaassen 
grosse Zahl r nicht thunlich ist, das Endresultat : 


(5) 2”) = FF (e) 


auf dem angegebenen Wege zu ermittelu. Es erwichst hieraus die 
Aufgabe, eine neue Bildungsweise fiir dieses Resultat zu finden, bei 
welcher die Ausfiihrung jener successiven (7— 1) maligen Substitution 
nicht nur umgangen, sondern iiberhaupt folgende Anforderung erfiillt 
wird: Die Beschaffenheit der behufs Erlangung des Endresultates an 
den gegebenen Zahlen auszufiihrenden Rechenyeschiifte soll uwabhiingig 
von 7 sein; genauer gesagt: die Reihenfolge und die Natur der arith- 
metischen Elementaroperationen, aus welchen die Rechnungen sich alle 
zusammensetzen (auch, sofern sie nicht unendlich ist, dieAnzahl der- 
selben), soll die niimliche bleiben, wie gross auch r werden mége. Da 
trotzdem das Endergebniss im Allgemeinen von r abhingen muss, so 
wird sich dies nicht anders erreichen lassen, als indem man die Grosse 
2© so darstellt, dass y in ihren Ausdruck nur als allgemeine Zahl ein- 
geht, dass es also aus einem Index in ein Argument verwandelt und 
2 als analytische Function von r explicirt wird. Damit wird die 
Reihe der Gréssen 2, z@), 2, .. . zugleich interpolirt, und man sieht, 
dass daS Problem, wie die Interpolationsprobleme iiberhaupt, nicht 
vollig bestimmt ist. Zur niiheren Bestimmung eines Interpolations- 
problems miissen offenbar noch Stetigkeitsbedingungen hinzugezogen 
werden; denn einer Function, die nur in einzeluen Punkten der Ar- 
gumentenebene (hier den Punkten r= 1, 2, 3,...) gegeben ist, 
koénnen in allen iibrigen Punkten dieser Ebene noch ganz _ beliebige 
Werthe beigelegt werden, wenn man sich nicht scheut, auch Unste- 
tigkeit in Flichengebieten oder wenigstens (in den gedachten Punkten) 
die von Riemann bei seinen Untersuchungen stets ausgeschlossenen 
aufhebbaren Unstetigkeiten zuzulassen. An Stelle der zur Ergiinzung 
erforderlichen Stetigkeitsbedingungen haben wir nun die Forderung 
treten lassen, dass die Function einen analytischen Ausdruck habe. 
Die Aufgabe gehért darnach zu jenen directen Problemen, bei 
welchen — wie z. B. auch bei der Aufgabe der Reihensummirung — 
der in Gestalt einer vorgeschriebenen Reihenfolge von Operationen 
bereits bekannte Weg um zu einem bestimmten Endziel zu gelangen, 
nur durch einen practicabelern ersetzt werden soll. Wie man jedoch 
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die Aufgabe der Reihensummation (die endliche Integration) auch als 
ein inverses Problem formuliren kann, niimlich als dasjenige der Auf- 
lésung einer einfachen Differenzengleichung, so lisst sich auch das 
Problem der iterirten Functionen noch wie folgt fassen: Es soll eine 
Function ® (r, 2) zweier complexen Argumente r und z gefunden wer- 
den, welche iiberall in der r Ebene ausser etwa einzelnen Punkten 
oder Curven (zu denen r = 1, 2, 3, ... nicht gehdren) stetig ist fiir 
alle Punkte der z Ebene ausser einzelnen Punkten oder Curven der 
letzteren, und welche ausserdem die Functionalgleichung: 
O (r, z) = O(r —1, F'(2)) 

nebst der Anfangsbedingung: ® (1, 2) = F'(z) erfiillt. 

Lisst sich eine solche Function nur analytisch ausdriicken, so 
wird sie mit der vorhin definirten Function F(z) identisch sein; 
iiberhaupt werden die beiderlei Definitionen im Folgenden stets zu- 
sammenfallen. 

Da sich ewe allgemeine Methode, wenigstens fiir eine einiger- 
maassen umfassende Classe von Functionen F(z) die Aufgabe zu 16- 
sen, bis jetzt nicht finden liess, so bezweckt die gegenwiirtige Arbeit 
uur, den wenigen bis jetzt behandelten Fiillen einige neue hinzuzu- 
fiigen. Ueberdies sind die Lésungen in jedem einzelnen Falle, also fiir 
eine bestimmte Function F’, auch nicht vollstindig, sodass sich etwa 
durch Variiren einer willkiihrlichen Function alle méglichen Arten der 
Auflésung ergeben wiirden; fiir die Zwecke der Rechnung ist aber 
schon eine particulare Lésung von der gréssten Wichtigkeit, da man 
kein anderes Mittel besitzt fiir gréssere r den Werth von F’ (z) zu 
erfahren. 


§ 2. 
Iteration der linear gebrochenen Function. 


Fast die einzige Function — meines Wissens — deren Wieder- 
holungen untersucht und ermittelt sind, ist die linear gebrochene 
Function : 


(6) F (2) aie Oy 2 a, & ly B, — @ By : 


BoZ+B, Bo By (B+ Boz) 
Die rfache Wiederholung dieser Function kann auf zwei Wegen er- 
mittelt werden: dieselbe liisst sich einerseits in Gestalt eines Ketten- 
bruches darstellen, der abgesehen von dem letzten Theiluenner perio- 
disch ist, und summirt werden kann; von R. Hoppe*) und in dem 
Lehrbuche von Serret**) finden’ sich andrerseits die Coefficienten der 


*) Zeitschrift fiir Math. und Phys. von Schlémilch u. Cantor, Bd. 5, pag. 136, 
**) Cours d’Algébre Supérieure, t. Il., pag. 329, 3. Auflage. 
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beziiglich z ebenfalls linear gebrochenen Functizn F(z) mit Hiilfe 
einfacher Recursionsformeln bestimmt. 

Am elegantesten diirfte sich das Endresultat in folgender Weise 
darstellen. Sind § und § die beiden Wurzeln der quadratischen 
Gleichung F (£) = €, so ist: 


— _G +5) Ge +5)—-E + By (6. = + 5) 
(, + BY <a =e BY (2 — &) 


, 0 feb dal 
ein Ausdruck, welcher die Form > annimmt, wenn die beiden Wur- 


zeln €, und € einander gleich sind; durch Differentiation von Zihler 
und Nenner ergiebt sich auch fiir diesen Fall leicht : 


(e+ S)r+(e+h)- 
@—ortere) 


wenn mit ¢ der gemeinschaftliche Werth der beiden Wurzeln be- 
zeichnet wird. 

In Betreff zahlreicher interessanter Untersuchungen, die sich an 
- die iterirte Function F(z) kniipfen lassen, wie z. B. der Frage, unter 
welchen Bedingungen F'’ (2) = fiir jedes ¢ werde, u. A. m. kann 
fiiglich auf Serret (I. c.) verwiesen werden. 

Ich bemerke hier nur noch, dass F’’ (z) fiir ein unendlich wach- 
sendes ¢ stets einer bestimmten von der Natur der Zahl r unabhiin- 
gigen Grenze zustrebt, ausgenommen wenn: 


; mod. (c, + ) = mod. (¢, + °) 





(8) F* (2) = 





ohne dass zugleich £, = €, selbst ist. Diese Grenze ist aber von dem 
Argumente ¢ abhingig, und zwar: 

G4 +f, 
(93) F°(s)——_,“, wenn mod. (¢, + ) > mod. (¢, ft °) ; 


ist das neni Pi Fall, so miissen €, und €, vertauscht werden; 
ist aber , = €, == €, so stimmen die beiden Ausdriicke miteinander 
iiberein. 

Man kann auch die Curve bestimmen, auf welcher sich der Punkt 
2”) = F(z) bewegt, wenn r von — co bis + oo stets reell bleibend 
continuirlich wiichst. Da F—*(z) = F'+*(z), so muss diese Curve 
eine geschlossene sein und muss jener Punkt bei seiner Bewegung 
von dieser Anfangslage aus durch die Punkte z, F(z), I’? (2), 
hindurchgehend wieder in dieselbe Endlage zuriickkehren. Im All- 
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gemeinen hat der Punkt sogar unter unendlich viel Bahnen von ge- 
wissem Charakter die Wahl, da die Reihe der Werthe z, F(z), F'?(z),... 
durch die Gleichung (7) je nach der Definition, die man dem Loga- 


rithmus 
+6 


+o 


4 


log 


geben will, auf unendlich viele Arten interpolirt werden kann. 

In rechtwinkligen Coordinaten X, Y findet man die Gleichung der 
gedachten Curven ohne Schwierigkeit, indem man F” (2) = X +7 Y 
setzt, und in Gleichung (7) das Reelle von dem Imaginiiren sondert, 
endlich aus den beiden so entstehenden Gleichungen r eliminirt. Da 
jedoch diese Gleichung im Allgemeinen transscendent wird, und weder 
nach X noch nach Y aufgelést werden kann, so thut man besser, + 
als unabhiingige Variable beizubehalten, und die Curve durch die zwei 
Gleichungen auszudriicken : 

7 ® (r, ) — §(r, — 


? » ? 


x¥— O+ 8 (7, ne t) 


unachdem F'’(z) auf die Form einer reellen Function von ry und ¢, niim- 
lich ¥ (vr, @) gebracht ist. 

Ks wiire, scheint es, eine lohnende Aufgabe, dié Bedingungen zu 
untersuchen, unter welchen die gedachten Curven algebraische, z. b. 
Kegelschnitte werden, und sich dann in das ganze System der Curven 
einen genaueren Kinblick zu verschaffen. 


§ 3. 
Conforme Abbildung, als Princip zur Auffindung 
iterabler Functionen. 


Kann man iiberhaupt irgend eine Function iteriren, so lisst sich 
dem Kesultate eine bedeutend allgemeinere Gestalt geben, wenn man 
sich eines Principes bedient, welches ich jetzt in Kiirze darlegen will. 
Wenngleich ich mich nicht speciell erinnere, dasselbe erwihnt gefun- 
den zu haben, glaube ich doch nicht, dass es bei seiner grossen Kin- 
fachheit der Aufmerksamkeit der Mathematiker entgangen sein kann. 

Ist &) —@(£) eine Function, deren r facheWiederholung §” ==” (§) 
bekannt ist, und 2) — JF’ (z) eine andre Function, deren r fache Wie- 
derholung 2” = F’’ (z) gesucht wird (als explicirte Function von r), 
so ist die Aufgabe immer gelést, wenn es gelungen ist, eine solche 
Function y zu finden, dass fiir: 


(10) =v 








¢ 
| 





SS 
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mithin € = wy! (z), auch stets: 
(11) 2) = yw (€) 


ist. Alsdann wird niimlich auch allgemein: 


o—y (g) 
sein, und man wird also die Function: 
y _ 4 —1 CA 
E* (2) =v | {v7 @}| 

oder in kiirzerer Bezeichnung 
(12) Fray yp! 
ebenfalls bilden kénnen. 

In der That folgt aus (10), dass die Function ~ nur einer 
Functionalgleichung zu geniigen braucht, welche in einer der vier fol- 
genden Formen angeschrieben werden kann: 


eet , Fy=yo , 


(13) yiF=oy', yi Fy=, 


wenn wieder Kiirze halber die zuletzt noch anzufiigenden Argumente 
2 weggelassen und auch die Klammern um die Argumente nicht ge- 
schrieben werden, sodass also die Functionszeichen sich auf alles 


Nachfolgende zu beziehen haben. Aus der ersten von diesen Glei- 


chungen geht aber, da nach der Definition der Function ~—: 


y+ w=1, |d.h. ausfihrlicher: y {v (€)} = §| 
ist, sofort hervor: 
MP=ypPy'yoypt=yy", 
und dureh Schluss von x auf + + 1 erkennt man in derselben Weise 
leicht die Giiltigkeit der allgemeinen Gleichung (12). 

Méglichst kurz gefasst sagt nun der gefundene Satz aus, dass 
die Gleichungen (12) und (13) sich gegenseitig bedingen, oder: 

(A) Wenn bei beliebigem Argument: F = yO yw ist, so muss 
auch Fr = p O yw sein. 

Hiingen aber zwei reelle Zahlen x, y von zwei andern reellen 
Zahlen €, » in der Weise ab, dass die complexe Zahl z=—ax2+iy 
eine Function w von & und 4 lediglich in der Verbindung § + 7 4 = € 
ist, so wird bekanntlich die Ebene der in einem rechtwinkeligen Coor- 
dinatensystem dargestellten Punkte §, 7 von der Ebene der ebenso 
dargestellten Punkte «, y conform — d.h. mit Aehnlichkeit in den 
kleinsten Theilen aller sich in beiden Kbenen entsprechenden Figuren 
— abgebildet. Man kann also auch den Satz aussprechen: 

(B) Wenn die Function w der Bedingung (13) geniigt, so stellt die 
Ebene der Punkte 2, 2,...2” eine conforme Abbildung von der 
Ebene der Punkte €, €, ...€ vor. 
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Da fiir gewisse Functionen ® die Iterationen ©” bekannt sind, 
so lisst sich auf Grund dieses Satzes das directe Problem des Iterirens 
irgend einer Function /F’ stets zuriickfiihren auf das inverse Problem 
der Auflésung einer Functionalgleichung (13). 

Im Allgemeinen ist aber die Aufsuchung der Function w bei ge- 
gebenen Functionen ® und F' eine sehr schwierige Aufgabe, und man 
wird deshalb eher den umgekehrten Weg einschlagen. Nimmt man 
niimlich fiir ~ alle méglichen Functionen, von welchen man eine Um- 
kehrung ~~! darzustellen im Stande ist, so liefert die Gleichung (13) 
alle diejenigen Functionen F, deren Wiederholungen sich aus denen 
der Function ® ableiten lassen. 

Setzt man z. B.: 


® (2) =a", 
so findet man leicht direct : 


sa 1 


o (2) =a" 2. 





Nimmt man hierauf » (z) = ¢*, also y— (2) = log z, so ergiebt sich, 
dass die Wiederholungen der neuen Function: 


F (2) a e& (log 2" 
durch den Ausdruck dargestellt werden : 


r 
n —l1 r 


F’(2) nw ' (log 2)" : 


Hingegen bei der Annahme y@ (z) = log z, wy! (z) = e* folgt, wenn 
man 6 fiir log a schreibt, leicht: 


F(e)=Btnz, Fr(e)—"='p+we, 


n—1 





wie auch schon als specieller Fall aus § 2. hervorgeht, da diese 
Function F' eine lineare ist. 


Fir o (2) =e2z+ yr also py (2) =* = ” hiitte man gefunden, 
dass wenn: 


r 
n-—tl 


Al zZ—v\" : ° 7 n—1(2—v n’ 
F (2) =pa( a) +» ist, allgemein Fr (2) = w « s y+ 


sein muss, und wire hier das abgebildete System dem urspriinglichen 
durchaus aihnlich, ete. , 

Noch immer von betriichtlicher Allgemeinheit sind diejenigen spe- 
ciellen Fille des Theorems (A), bei welchen die Function » unbestimmt 
gelassen und nur @ specialisirt wird. In dieser Richtung sind am be- 
merkenswerthesten die beiden folgenden Siatze, die sich bei der Annahme 
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®(£)=£-+h oder aber O(€)—mé ergeben, fiir welche 0’ (§)—£-+ rh, 
beziehungsweise ®” (£) = m” “ ist. 

(C) Wenn fiir eine Function w (§) ein Additionstheorem bekannt ist, 
vermoge dessen sich die von einer Summe € + h genommene Function » 
durch dieselbe Function des einen Summanden € ausdriicken liisst, wie 


etwa: 
7 
v(E+h)=—F fy}, 
so lésst sich jedesmal die iterirte Function EF’ (2) hinsichtlich r expli- 
ciren, und zwar ist p (+ rh) =F” {yp (£)}, also: 
F’(@)=vivt@+rh}. 

(D) Wenn fiir eine Function w (§) ein Multiplicationstheorem be- 
kannt ist, vermége dessen sich die von einem Vielfachen m&§ des Argu- 
mentes genommene Function durch dieselbe Function des einfachen Ar- 
gumentes ¢ ausdriicken lisst, wie etwa: 

v(ml)=F {yf}, 
so kann man immer die iterirte Function F’ (2) hinsichtlich r expliciren, 
und zwar ist: p (m" ¢) = I” fy (g)},, also: 

Py ss — | 

F* (2) = {m' yp" (2)} . 

* Es wiire von Interesse, alle diejenigen Functionen F’ zusammenzu- 
stellen, welche sich mit Hiilfe dieser ziemlich fruchtbar scheinenden 
Theoreme iteriren lassen. Diese Functionen sind oft ziemlich compli- 
cirten Ausdruckes, doch scheinen sie selten von sehr allgemeinem 
Charakter zu sein, indem sie wenig willkiirliche Parameter zu enthal- 
ten pflegen. Ich begniige mich, in Kiirze einige Beispiele anzufiihren. 


§ 4. 
Beispiele zu den vorausgehenden Theoremen. 


1. Nimmt man yp (€) = w tg + »v, so findet man unter Benutzung 
des bekannten Satzes fiir tg (€ +h) leicht das allgemeinere Additions- 
theorem : 


__ (uw? +») tgh+ (u—vtgh).wv(% | 
¥(E +h) = Ga teh) — tgh. yg) 


Wird dieser Ausdruck = F' fy ()} gesetzt, und ferner yw (£) =z, 
mithin ~~" (2) = aretg = , endlich : 

(w+ v*) tgh=oa,, u—vigh=oa, 

uty tgh=e8,, — tgh=ef,, 


so ergiebt sich fiir F(z) die (ganz beliebige) linear gebrochene 
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Function % 2+! wie in (6), und man findet nach dem Theorem (C) 


Bo z+ 8B, 
die Iteration derselben in der neuen Gestalt: 


zZ —_— 
(14) F* (2) = u tg {aretg a rh} +r, 
worin die Gréssen uw, v, h aus den vorausgehenden Gleichungen zu 
bestimmen sind, und die Werthe erhalten: 








; a Vie, — B,)® + 4 1 Bo ; _ a — B, pale 2 Bou 
ql " eo ’ 2 Bo re io By ; ea a a +B; 
indem @ = 24 wird. — Auch fiir die allgemeinere Function : 


a + B, 
yD — mew E+e +a 


by tg (w E+») +), 


liesse sich leicht ein Additionstheorem aufstellen; da dieses jedoch von 
einer iihnlichen Form wie das vorige wird, so fiihrt dasselbe auch 
wieder nur zur Iteration der linear gebrochenen Function hin. 


II. Da bekanntlich : 





“E (—1) Omyaqs (tg OPH 
te m § = *=°- 


a= 


= -" (m),, (tg §)*" 





so ergiebt sich bei der Annahme yw (£) = tg € nach dem Theorem (D), 
dass die Iterationen der Function : 


“z. (— 1)" (m0) a4 gett 
—— —~— = tg (m aretg z) 
= (— 1)*(m),, 2 


a0 


dargestellt werden durch den —, 





(16) F (2) = 


‘= (— 1)* (m’ pare ae 
(17) F* (2) = tg (m’ aretg z) = “—" 

= (— ye (m’ ,™ s* 

a=v 
Die Formeln gelten unbedingt fiir eine natiirliche Zahl m, wo dann 
die Reihen in Zihler und Nenner abbrechen; bei beliebigem m sind 
die Reihen nur zuliissig, so lange mod. z < 1 ist, jedoch kann man 
sie auch leicht fiir den Fall mod. z > 1 modificiren. — Aehnliche 
Formeln kénnte man aus dem entsprechenden Theorem fiir cotg m € 
ableiten. 

Fasst man nur die beiden rationalen Ausdriicke fiir F(z) und 
#*(z) ins Auge, so sind hierin, nach dem Theorem (2), merkwiirdige 
Relationen der Binomialcoefficienten sowie der Facultiitencoefficienten 
verborgen, die ich an dieser Stelle unterdriicke. 











Ueber iterirte Functionen. 305 
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Nimmt man insbesondere m==2 an, so wird nach (16): F(z) = ——s 


—z?? 
und die Aehnlichkeit dieses Ausdruckes mit den beiden in § 14. meiner 
schon citirten Abhandlung betrachteten quadratisch gebrochenen 
Functionen fiihrt sogleich zu der Bemerkung, dass dieselben wie folgt 
dargestellt werden kénnen: 

22 ° oe ° 1+2 . ° 
+ deaiandle tg (2 arectg iz), 37 = — ¢ cotg (Zarccotg iz), 
wo i= Y—1 bedeutet. Es gehéren demnach auch die beiden letzten 
Funetionen zu den iterablen, und ist z. B. fiir die erstere gefunden, 
wenn : 


(18) re. — 


gesetzt wird, dass: 
(19) F’ (z) = — ¢ tg (2" aretg #2) 
sein muss. 

Was die andre Function betrifit, so ist nicht nur diese selbst, 
sondern sind auch ihre Wiederholungen beziehungsweise das Reciproke 
von der vorigen Function und ihren Wiederholungen. Diese Kigen- 
schaft: dass die + fache Wiederholung der reciproken Function gleich 
der reciproken + fachen Wiederholung der Function selbst ist, kommt 
iiberhaupt einer Function #’(z) dann und nur dann stets zn, wenn 
fiir jedes 2: 


Pe) = FC) 


ist; denn alsdann hat man, wenn FG == I"; (2) gesetzt wird: 
‘ 1 1 1 
F2(z) = = = =. 
v() pe? F{F(} HF? (2) 
LF es 
und ebenso allgemein: 1°,” (2) = Pr? = 
ul 2) 


Kiner rationalen gebrochenen Function kommt also jene Kigen- 
schaft zu, wenn im Zihler sowie im Nenner derselben, nachdem beide 
eventuell durch Kinfiihrung von Null-Coefficienten auf den gleichen 
Grad gebracht sind, die Coefficienten derjenigen Potenzen von ¢ einan- 
der gleich sind, deren Exponenten sich zu dem Grade dieses Zihlers 
oder Nenners ergiinzen, also die Coefficienten der héchsten und der 
niedersten, dann der zweithichsten und der zweitniedersten Potenz 
des Argumentes, u. 8. Ww. 

Ich bemerke noch, dass wenn man dem Ausdruck (19) die orm 


einer rationalen Function: 4” (2) = ma giebt, wo 


Mathematische Annalen III 20 
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a=2 —1 . r ° 
: . sin (2’ aretg ¢ 2) 
A, (2) = x (rags POT! ae — ¢ —— 
a=0 (cos arctg i 2)” 
r—1 


a=2 r ° 
+ cos (2” arctg iz 

Be(e)= EF (ua t= ( s ) 
a=0 (cos arctg @ 2)” 


sein wird, alsdann aus dem einen Theile von (2) die Recursionen 
hervorgehen: A,4.;(¢) = 2A, (2) B, (2), Bei (2) = B, (¢)?+ A, (2); 
die erstere derselben liefert die Darstellung von A,(z) in Form eines 
Productes : 

A, (2) = 2" 2 B, (2) B,(2) By (2)... B-1(), 
also beispielsweise : 

A, (2) = 162 (1 + 2) (1+ 622+ 24) (1+ 282? + 702'+ 2826+ 2) = 
= 16 (2 + 2") + 560 (25 + 2'%) + 4368 (2 + 2'') + 11440 (27 + 2"), 
und laiuft im Grunde auf die goniometrische Identitit hinaus: 

A = cos € . cos (2) cos (27€) cos (2°£) . . . cos (2”—*§). 

2” sin £ 

In iihnlicher Weise kénnte man nun auch die bekannten 'Theoreme 
fiir sin m€ und cos m€ allgemein verwerthen. Aus: 


(sin 26)? = 4 (sin §)? {1 — (sin £)?} 
folgt z. B. dass die Function : 
F(e) = 42 (1 —2), iterirt, giebt: F’’(2) = {sin (2" aresin //z)}?. 
Aus sin 3€ = 3 sin € — 4 (sin €)* folgt, dass fiir F'(¢) = 32 — 428 
wird: F'* (2) = sin (3’ aresin 2), u. dergl. m, 


Il. Ist: 
— f= 5 a 1 — # a) 


ein elliptisches Integral erster Gattung in der Normalform, so ist be- 
kanntlich, wenn wir uns der Jacobi’schen Bezeichnung fiir die ellip- 
tischen Functionen bedienen: 
} x = sin am (u, x), 

wofiir auch, da der Modul x stets der namliche bleiben wird, das 
kiirzere Zeichen s(w) genommen werden mége; ebenso sei: 
cosam (u,%) = //1—s (u)? = e(u) und Aam (u, x) = /1—x?s (u)?= A (u). 
Alsdann gelten fiir den speciellen Fall der Verdoppelung des Argu- 
mentes die Theoreme: 

$ (2u) = a an ? 


A (2u) = 


e(u)? — s(u)® A(u)* 


1 — x? s(u)! ? 





c(2u) = 


Au} — xt s(uh* cfu)? 
1 — x? s(u)! 














(2 
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Rechter Hand ist in der ersten Formel Alles durch s(u), in der zwei- 
ten durch c(w), in der dritten durch A(w) auszudriicken, und da wir 
uns hier auf die Iteration rationaler Functionen beschriinken wollen, 
so ist tiberdies die erste Gleichung behufs Wegschaffung des Wurzel- 
zeichens in’s Quadrat zu erheben. Wird dann beziehungsweise s(w)?, 
c(u) und A(w) gleich w(u) gesetzt, so ergeben sich als Iteration der 
Functionen : 





F(z) oe 42 (1 — 2) (1 — x®2) F(e) sail 2 — (1 — 2?) (1 — x? + x? 22) 


1 — x? 2 ? 1— x? (i — 2p? ? 








" x? 2 — (1 — 2) (x? — 14 22) 
I (2) = x —(— 2p ins 
deren letzte durch Kinsetzung von . anstatt x aus der vorhergehen- 


den hervorgeht und deshalb nicht weiter beriicksichtigt zu werden 
braucht, respective : 


Vs 
; : = as ee 2 
F’(z) = } sin am (2 Va—a) @ sa)’ x)| ‘ 
Vi-# 
‘  e dx 
Fr (2) = cosam (2 Sr =z) (1 — wa) ; x) ; 
0 
u. S. W. 
g 5. 


Anwendung zur Iteration einer Classe von quadratisch 
gebrochenen Functionen. 


Besonderes Interesse verdient diejenige Annahme der Function y, 
bei welcher diese mitsammt ihrer Umkehrung y~' rational ist, d. h. 
die Annahme einer linear gebrochenen Function 








‘ — ~we%*te - — Pete, 
0) VO Rete? YO Bema, 
Aus F(z) = vA ergiebt sich zum Beispiel bei dieser Annahme : 
_ w+ ye+ 7 
(21) ®(¢) = 5226248,’ 
worin : 
9 sae iia V1 = (@)’—4,")B,, Yo=— (%?—@,?) a, 
(22) 0,=—(By’ —B,”) B; , 9, = (By’—B,*)a,, 0,==—2ay a, By+-(@,?-+-e,”)B, 


ist, und es wird: 
20* 





Soc aceere s 
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a, i tg (2° aretg i s B= a =« -1 nd 
By i tg (2° arctg i be — — 1) a. By 
Hiitte man dieselbe Betrachtung fiir die Function F(z) = Se das durch- | 


gefiihrt, so wiirde man zu demselben ‘Resultate hinsichtlich der 
Function ® gelangt sein, nur dass in dieser die Coefficienten «, mit 
a, und f, mit p, “vertauscht erschienen wiiren. 

Die Wiederholungen einer rational gebrochenen Function (21) vom 
zweiten Grade in Z ihler und Nenner lassen sich also durch den Aus- 
druck (23) darstellen, wenn die 6 Coefficienten y, 0 derselben in der 
unter (22) angegebenen Weise von den 4 willkiihrlichen Constanten 
«, B abhiingen. 





(23) a Nia 


Da es nur auf die Verhiiltnisse der Coefficienten ankommt, so ist 
also unsere Function ®, anstatt wie im allgemeinen Falle durch 5, 
hier nur durch 3 willkiihrliche Parameter characterisirt, oder es miissen, 
wenn die Gleichung (23) anwendbar sein soll, zwischen den 5 Coeffi- e 
cientenverhiltnissen des Ausdruckes (21) zwei Relationen bestehen. 
Diese Relationen wollen wir wirklich aufstellen, wobei die Schwie- 
rigkeit alle in der Wahrung der Symmetrie bestehen wird. Zu dem 
Ende schreiben wir die Relationen (22) zuniichst in der Gestalt: 


7, + 8B, =, a, 0, + B, 9, = 9, 
94)\ 71 + 0, =2 ay (Gp B, — By), Yo + 0; — 2B, (a, B, =e By), 


¥0 = — By( GB, —@,B,) + B,(@,B,—e,B,), 0,—=«,(«,8,—a,B,) + «,(a,B,—«,B,), 


und handelt es sich darum, aus diesen Gleichungen die 4 Grissen 
a, B zu eliminiren. 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt sofort die eine der ge- 
suchten Relationen : 
(25) 719, = %2 93 
nur in dem Falle a, = 6, = 0 miisste diese Relation nicht bestehen; 
derselbe verdient aber nicht in Betrachtung gezogen zu werden, weil 
dann die Function ~(z) unabhiingig von z oder constant wiire. — Die 
Werthe der 4 Coefficienten @, 6 kénnen ferner mit einem beliebigen 
Factor multiplicirt werden, da es nur auf die 3 Verhiiltnisse dieser 
Gréssen ankommt. Jenen Factor kann man z. B. so wiihlen, dass die 
Determinante der Substitutionscoefficienten 


-* 


(26) a By — & By = w 

eine beliebig gegebene Zahl ist; dies wiirde nur dann nicht angehen, 
wenn sie den Werth 0 hiitte, wobibes Fall aber wieder aus dem vor- 
hin erwiihnten Grunde nicht in Betracht kommt. Wir kénnen also, 
unbeschadet der Allgemeinheit, die Relation (26) annehmen. 
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Dann aber folgt aus der 3'" und 4'" Gleichung (24): 
_ 1+4, An — SS 


(27) y= 2u? ? 2uz ? 
| und durch Kinsetzung dieser Werthe in (26): 
¢ (Yo + 9;) &% + (71 + 92) By = 24". 


Diese Gleichung liisst sich sowohl mit der ersten als auch mit der 
zweiten Gleichung (24) yerbinden und nach den Unbekannten «,, £, 
auflésen. Man findet: 


2yeu' — 20,u' 
[<= naka) nara ROE hae 
(28) ¥o(Yo + 91) — ¥1(¥1 + 99) 9(02 + ¥1) — 94(8; + 0) 
2 | B 2. er pas 2yet == 29 ou" - - 
: volvo + 91) — v1 (41 + 92) 9 (92 + 91) — 94 (8; + Y0) 


Setzt man nun entweder die untereinander stehenden oder die 
iiber’s Kreuz combinirten Werthe von « nebst den Ausdriicken 
1> F1 

7) fiir in die heiden noch nie ; eten Gleichungen 

27) fiir « in die beiden nock ht verwertheten Gleicl 
0? 0 5 

(24) ein, welche lauten: 

‘ ra 2 duit — 

& (29) ¥o = — Bow? +B, (%) 8, — % By) » 9, = au? + a, (a, 8, — «,B,), 
und eliminirt w aus den Ergebnissen, so erhiilt man die zweite der 
gesuchten Relationen, aber immer in einer andern Gestalt, je nach 
dem Paar von Ausdriicken, die man fiir «,, 6, benutzt. Am besten 
eliminirt man sogleich die Grosse a, 6B, — a B,, bildet also: 


0 (%9 + Bye?) = B, (0, — oyu’), 


’ da alsdann uw bei der Einsetzung von selbst herausfallt. Bei paralleler 
i)» Verkniipfung der angegebenen Ausdriicke von «@, und #, erscheint 
’ dann die Endgleichung in einer der beiden Formen: 


(30) ¥2 (7% 9;) — v1 (v1 — 9) =O oder 4) (d,— 71) — 9, (0, — 4) =0, 
welche mit Riicksicht auf (25) leicht in eimander iibergefiihrt werden 
kOnnen. 

Nun ist also das Ergebniss unsrer Untersuchung folgendes: Die 
lterationen der gebrochenen Function zweiten Grades (21) lassen sich 
auf dem eingeschlagenen Wege ermitteln, wenn die Coefficienten dieser 
Function folgende zwei Bedingungen erfiillen: 


*(1) . : ~ =0, 
i} ? 1 
Yo 91 M1 0, d,—% » 9 — 7 
(IL) == () xder auch : |= 0, 
V1» V2 | ." 0, ? 0, | 


oder in symmetrischer Gestalt: 


1 y—Oy 5 8, —% | 
(II) } see Miao 
iam « Feo 
Man darf endlich noch eine beliebige Relation zwischen den 


6 Coefficienten y, 0 festsetzen, weil es nur auf die 5 Verhiltnisse 
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derselben ankommt, und kann diese Relation so wiihlen, dass w einen 
beliebig gegebenen Werth erhiilt, indem man fiir diesen Werth von 
w eine der beiden einander ‘iquivalenten Gleichungen (29) gelten liisst. 
Will man alsdann die iterirte Function ©*(z) durch die Coefficienten 
y, & ausgedriickt bilden, so braucht man nur die Werthe (27), (28) 
der Coefficienten «, 6 in (23) zu substituiren, von welchen aber die 
letzteren sich jetzt noch einfacher so darstellen lassen: 











— a 2... <a aa 
(31) YoY¥2 — 1? 7192 — 29) 0)d, — 07? YoO1 — 1190” 
| | ae — dou 








= = — 


Yo¥e — 11" 7192— 728, 9)0,—8;? a ¥o9;— 719 ” 
am besten aber benutzt man die auf Grund der Relationen (I) und 
(II) den vorigen iiquivalenten Ausdriicke: 
—d — 3d, 

(2) “nee 2» Bm Faye M 

Wenn man nun die Coefficienten y, 3 keiner andern Relation 
unterwerfen will, als den beiden unerliisslichen Bedingungen (1) und 
(I1), so hat man die Grésse w aus einer der beiden Gleichungen (29) 
oder am besten aus ihrer Summe zu berechnen, nachdem die Ausdriicke 
der « und B eingesetzt sind. Die Gleichung wird vom ersten Grade 
beziiglich w'? und es ergiebt sich: 
, ‘ - a 
(33) B? = (7295 = 0,)° {— £3 a5 Gy, —& + +} ? 

Der hieraus hervorgehende Werth von uw‘ und von uw? ist in die 
Gleichungen (27) und (32) zu substituiren. 











§ 6. 


Iteration einer Classe von Functionen die sich in eine 
Mac-Laurin’sche Reihe entwickeln lassen. 


Wenn eine Function F(z) durch eine Mac-Laurin’sche Potenz- 
reihe dargestellt wird, so lisst sich das Bildungsgesetz fiir die Itera- 
tionen derselben — viel leichter als im allgemeinen Falle — finden, 


wenn die Reihenentwicklung die besondere Kigenthiimlichkeit hat, dass _ 


sie mit dem Terme ¢ als Anfangsglied beginnt. Mit den Wieder- 
holungen einer solchen Function, deren allgemeine Form also ist: 


(34) F(2) = 6 + a0? + aye? + aye! f+, 

oder F(z) = ‘= @,2*, wenn @, = 1 gedacht wird, wollen 
a=1 

wir uns noch eingehender beschiiftigen. 


Um die rfache Wiederholung F(z) dieser Function beziiglich 
r explicirt zu erhalten, kann man aus einem gliicklichen Gedanken 
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Vortheil ziehen, den ich in einer kurzen Notiz von Cayley*) erwihnt 
gefunden habe. Bekanntlich ist die Gleichung: 


fir) ="). E" (— IP@sfla — 


P eine identische, wenn yr eine natiirliche Zah] bedeutet. Um ihre Rich- 
tigkeit zu erkennen, geniigt es iibrigens, rechts die Ordnung der 
Summationen umzukehren, die Umformung (r),(a@), = (r)s(7 — d)a—s 
vorzunehmen und sich des Binomialtheorems fiir (1 — 1)”—? zu erinnern. 
Fiir ein beliebiges Argument r bei einer Function f in Anspruch ge- 
nommen wiirde diese Gleichung den von Crelle**) auf endliche 
Differenzen erweiterten Taylor’schen Satz vorstellen, dessen Zuliissig- 
keitsbedingungen — wie Herr Weierstrass***) hervorhob — noch nicht 
gehérig klar gestellt sind. 
Nimmt maa nun f(r) = F'’(z), so kann man also schreiben: 





(35,) Fr(2)="E (nr). E (— 1) (@ F—"(@), 
a=0 6=0 


oder in ausfiihrlicherer Darstellung: 
(35p) F(z) = £2) + 
+7 {F'@)— P(e) + 
+ OA? {Fe —2F'@ +P} + 





+ Yaar) 2 fn (2) — 3 F*() + 3F (2) — F%(@)\ + 
e 
r(r—1)(r—2)...2.1 —i1 : 
ese (Fr @-T Pre 2) Pr-2()—... +(— yr Fe}, 
indem die Reihe mit dem r + 1' Gliede abbricht. 

Da nun F(z) — nicht nur fiir die gegenwiirtige, sondern iiber- : 
haupt fiir jede Function F' — gleich z ist, indem man darunter die- ! 
jenige Function zu verstehen hat, welche bei Einsetzung von F(z) an 
Stelle von z das Ergebniss F(z) liefert, da ferner F"'(z) = F(z), und 
man die Wiederholungen [’?(z), F° (2), ... aus F(z) der Reihe nach 
durch Substitution von F(z) fiir z ableiten kann, so lassen sich die 
in Parenthese stehenden Factoren, womit die Binomialcoefficienten (7), 

) behaftet erscheinen, successive ermitteln. | 

*) Quarterly Journal, Bd. 3, p. 366. i 

*#) Versuch einer allgemeinen Theorie der analytischen Facultiiten, Berlin 1823, i 
p. 200. \ 

***) Crelle’s Journal, Bd. 51, p. 1 sq. 








FO(2)=2 +(e,+Bo)2*+(G +2 «, By+ By) 2+ {@,+3e; By+ @, (B,?-+ 2B,)+ By f 2'+ 


312 Exnsr Scuréper. 


Es wird sich nun zeigen, dass die nach steigenden Poteuzen von 
z angeordnete Entwicklung der a + 1' Zeile in (35,), also des Aus- 
druckes: 


b=a 
(36) SsS= 2 (— 1)’ (a), Fe—-*(z) 


erst mit der a + 1' Potenz von z beginnt, und auf diesem Umstand, 
der sich nur bei der eben betrachteten Classe von Functionen darzu- 
bieten scheint, beruht es, dass man die ersten Glieder der gesuchten, 
nach Potenzen von z anzuordnenden Reihe fiir F'’(2) sogleich in end- 
licher Form fiir ein beliebig grosses yr anschreiben kann, ohne mehr 
Substitutionen von F(z) statt ¢ ausgefiihrt zu haben, als der Index 
dieser Glieder angiebt. 

Um F(z) auf dem angedeuteten Wege nach Potenzen von z zu 
entwickeln (fiir eine unbestimmt gelassene Zahl r), wird man zur Er- 
leichterung der Rechnungen am besten folgende Vorarbeiten ausfiihren. 

Man legt zuerst nach dem Schema des polynomischen Satzes eine 
Tabelle fiir die Potenzen der Function F(z) an, wobei man nicht iiber 
eine bestimmte, z. B, die 5° Potenz von z sowohl als von F'(z) hin- 
auszugehen braucht. Indem man hierauf: 

O(2) = 2+ B,2? + B32* + B,z'+ -- 


setzt, bildet man nach dem Schema: 


+ {a + 40,8, + «, (3B, + 3B) + @, (28,8; + 28,) + Bf Bf ++ 
eine Tabelle der iterirten Functionen, wobei man immer nur F’~!(z) 
fiir ®(z) zu nehmen braucht, um F'"(z) zu erhalten; ich unterlasse es, 
die so zu berechnenden Ausdriicke von F'?(z), F°(z), F''(2), F(z), . 
anzugeben, da sie mit Leichtigkeit a posteriori aus der nachstehenden 
Formel fiir r = 2, 3, 4, 5, ... entnommen werden kénnen. Setzt man 
endlich diese Ausdriicke in die Gleichung (35) ein, und ordnet nach 
Potenzen von z an, so ergiebt sich das Resultat: 


F(z) =2+ 
+ (7), @2? + 
+ {(r), 20,7 + (r), ts} a+ 
+ {(r)36ee,3 + (1), (00,3 + 5ee,ets) + (vr), ef 24 + 


et r), 24 e,'-++(7)3(10 a! 26 a? &,)-+( Vr). (Hay? @,+ 6a, + 3e@,")+(r), ct, \ et..- 


welches schon Cayley (I. ¢.) angegeben hat, jedoch in weniger iiber- 
aye . 4 ai tte 
sichtlicher Form, indem er nach Potenzen anstatt nach Binomialcoef- 
ficienten von yr ordnete. Wird diese Gleichung abgekiirzt wie folgt 
geschrieben : 


= 





| 


>. 





a 


oe -— 
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(38,) F(z) = Ayoz + 
+ Asay) 2 + 
+ {As2(r)2 + Asr(r)f 2? + 
+ {Asa(r)3 + Aae()2 + Aart et + 
+ {Asa(r), + Ass(r)3 + Ase(r)o + Asa(r)} 2° + + 


oder in noch conciserer Darstellung: 

a=n b=a-—1 
(38,) F’ (2) = Je JF Ag (r)o; 

a=l 6=0 
wobei Ajo = 1 und A,o = 0 fiir a > 1 ist, so sind dadurch gewisse 
Coefficienten A, als ganze rationale Functionen von @,, @, 4, «.. 
definirt, und ich stellte mir die Aufgabe, zur Berechuung dieser Coef- 
ficienten Recursionen aufzufinden, sowie auch, ihr independentes Bil- 
dungsgesetz zu ermitteln. 

Zu dem Ende werde ich den Coefficienten von 2” in der Ent- 

wickelung der k' Potenz von F(z) nach steigenden Potenzen von ¢ 


stets bezeichnen mit: 
[FP(2! | n= FO. 


Es kémen dann die Gréssen F® nach dem polynomischen Satze 
sowohl recurrirend berechnet als auch independent dargestellt werden ; 
5 ’ 
fiir manche Functionen F(z) sind sie sogar hinsichtlich der Zahl n 
explicabel. Mit Riicksicht auf die sich ergebenden Werthe dieser 
Gréssen, welche bequem in eine Tabelle zu bringen sind, erkennt man 
? foo] ? 
nun leicht, dass: 
Ay, = Ajo FF ; 
As2 = An P:® , Agi = Ayo Fs; 
Ays = Ajo F,°) » Age = Agi Ki, + Arh, , Aq = Ayo Fk 
As.y = Ag 3 F3™ ‘ As,3 = Ayo F; + Ase F,°) , 
As. = Ay, FF +e As F;,® + As1 F;® > As —_ Ajo FF“ } 


u. s. w. und findet durch Induction das allgemeine Gesetz: 


c=a—b 
(39) Aus = a FF, ao A, —c,b—1) 


oz 
wo hinzuzusetzen sind die Anfangswerthe: A,» = 1, Ago = 0. 

Nach dieser Recursionsformel lassen sich die Coefficienten .A,., 
successive bequem berechnen, und die Aufgabe,. sie als Functionen 
von a, b zu expliciren ist auf die Ausfiihrung einfacher Summationen 
zuriickgefiihrt, so oft die Coefficienten F,™ nach n und k explicabel sind. 

Man kann nun auch das independente Bildungsgesetz derselben 
aussprechen. Durch Anwendung der Recursionsformel ergiebt sich 
namlich, wenn man die Werthe der Groéssen F, nicht einsetzt: 
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Ay = F,; 

As. —_ FP; FL ? As, = F;®; 

Ag=FOROR® , As=FOROF ROR , Aa= Fo; 

As4 == FF; FF, F,® Fy Pp A;,3 = FOF, OF,O+LKO F, OFOLF,O F@) FO, 
As: = F59F,0 + FOF + FORO , Ay = FO; 


u. s. w. Es erinnern diese Formeln an die Darstellung der Coeffi- 
cienten einer algebraischen Gleichung als grundsymmetrische Functionen 
ihrer Wurzeln. Allgemein ist: 

WA BRO E ATED 

wo die Summe auszudehnen ist iiber diejenigen Werthsysteme der 
Zahlen a,, a), a, ... @—1, welche die Combinationen der Elemente 
a—1,a—2,... 3, 2 zur b — 1" Classe ohne Wiederholungen vor- 
stellen. 

Ich schreite jetzt zum strengen Beweise des durch Induction ge- 
fundenen recurrenten Bildungsgesetzes (39) der Coefficienten A,,, von 
welchem die independente Darstellung (40) nur eine leicht zu ziehende 
Consequenz ist. 

Es war gefunden, dass die rfach wiederholte Function F' von der 
Form ist: 


ao b=a 
F(z) = = a = Ay, o—1(")s—-1, 


wo die Coefficienten A, ,—; von r sowohl als von ¢ unabhiingig sind. 
Fiir r = 1 ist dies richtig, und wir wollen es auch fiir die héheren 
Werthe bis zu dem angegebenen 7 als Annahme gelten lassen, da 
sich die Richtigkeit dieser Annahme alsdann fiir r + 1 von selbst 
bestiitigen wird; es werden sich niimlich die Coefficienten A, ,—, so 
bestimmen lassen, dass auch, wenn man r + 1 fiir r nimmt: 


(41) Fr+i() = "2" = fet Bins 
wird. Nun ist nach der Definition der iterirten Functionen: 
Fr+1(2) = Fr F(e) = ‘= Fe)" = a ae 
und hierin kann man die Rutwishiong des pelpeninindion Satzes : 
F(a)" = = Pog 


substituiren. Man erhalt durch Anordnung nach Potenzen von ¢ und 
Vergleichung der Coefficienten mit denjenigen von (41) die Relation: 


é=e a=c b=a 
= A, 5,17 + 1),_1=— 2 FY = A, o—1(r)o—1- 
b=1 e=1 1 











’ 
1 
'g ), 
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Um beiderseits nach Binomialcoefficienten mit dem Exponenten r an- 
ordnen zu kénnen substituire man hierin: 

(r+ Ip-1=()-1+(r),-2, 
wodurch sich, da (r)_; = 0 ist, ergiebt: 


b=c 


b=c—1 6b=ce 
2 A, s—i(ro-1 + 2 Ago(r-1= 2 (rp-1 
b=! é=1 b= 1 


@e=c . 

, 
= Po Ag, b—1. 
ab 


Die Coefficienten von (7), 1 miissen aber beiderseits iibereinstimmen, 
daher: 

a=c 
A,s-1+4A,,= 2 FMAg,»-1, fir b=—1, 2, 3,...¢c—1, und 


a=b 

A,, ¢e—-1 = FA, .-1.- 
Die letztere Gleichung ist wegen FO = 1 eine Identitiit, und aus 
demselben Grunde hebt sich in der vorausgehenden Gleichung das 
erste Glied linker Hand gegen das oberste Glied der Summe rechter 
Hand weg, sodass bleibt: 

a=c— 

A,, | ion 2 Fo Ag, b—13 

a=b 
dies ist nun in der That die zu beweisende Recursion (39), nur mit 
anderer Bezeichnung der Summationsvariabeln. 

Ich will jetzt auch noch nachweisen, dass die nach steigenden 
Potenzen von z geordnete Entwicklung des Summenausdruckes S$ in 
(36) erst mit der a-+ 1'" Potenz von z beginnt, wie Kingangs be- 
hauptet wurde. 

Zu dem Ende benutze ich die gefundene Entwicklung: 


O22 @ c=n-—1 
- Fe-*(z2)= Fa TF A, (a—b),, 


s=1 e=8 


und erhalte als Coefficienten von 2" in dem Ausdrucke von S: 
[J.-S . = = (— 1)*(a), (a — B).- 
Da nun: (a), (a — 1), = (a).(a ok , so ist die letzte Summe 
= (ae 3" (— I= oe = D(@e |B" (— Naa = 3 

nach dem bekannten Additionstheoreme der Binomialcoefficienten : 
"(Wels = (UF M)e 

ist sie also = (— 1)*(a).(a —¢ — 1), =(a@)-(@)a, und wird mithin: 
[Sn =" E (@e(Qa Ane. 


Nun ist (@).(¢)4 =, so oft ¢ von a verschieden ist, und da ¢ 
héchstens = n — 1, so ist dies fiir alle Glieder unsrer Summe der 
Fall, so lange » <a; demnach haben wir alsdann: 
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wie zu zeigen war. Ist aber » > a, so bleibt in der Summe allein 
der Term stehen, welcher dem Werth @ der Summationsvariabeln ¢ 
entspricht, und ist: 

[S] » = Ay, a> 


wie dies auch sein musste. 

Die bisherigen Betrachtungen sind selbstverstiindlich nur anwendbar 
insofern die Reihen fiir F(z), F(z) und F(z) gleichzeitig convergiren, 
was im Allgemeinen der Fall sein wird innerhalb eines den Punkt 
z= 0 umgebenden Kreises, welcher allerdings in den Punkt 0 selbst 
degeneriren kénnte. Bei der Untersuchung der Convergenzbedingungen 
diirfen die Potenzen F'(z)* aus dem Spiel gelassen werden, denn da 
das Product zweier unbedingt convergirenden Reihen stets wieder eine 
unbedingt convergirende Reihe giebt, so sind die Entwicklungen von 
F(z)* nach dem polynomischen Satze fiir positive ganze k stets Potenz- 
reihen, welche innerhalb des niimlichen Bereiches von z convergiren 
wie F(z) selbst, abgesehen, vielleicht, von der Grenzlinie dieses Be- 
reiches, auf welcher die Convergenz eine bedingte wird. Es kommt 
also nur darauf an, dass gleichzeitig die Reihen fiir die Function F'(z) 
und deren Wiederholungen bis 7’'’(z) convergiren, und in dieser Be- 
ziehung muss wenigstens gezeigt werden, dass es Functionen I’ giebt, 
fiir welche dieses stattfindet. Einen Beleg hierzu liefert die Function: 


1 Z 
F(z) aed, ee 
welche fiir mod. z < < in eine Potenzreihe entwickelt werden kann; 
alsdann liefert die Gleichung (37) eine Potenzreihe fiir F’’(z), welche 
fiir mod. z < o convergirt, und deren Summe: 


ud 2] 
ist. r@)= 1— raz 
Unter Voraussetzung der Convergenz liisst sich nun, wie dies u. A. 
bei dem eben angefiihrten Beispiel der Fall ist, die Gleichung (37) 
auch noch als Definition der iterirten Function F(z) beibehalten, wenn 
y eine andere als eine positive ganze Zahl ist. 

Der also definirten Function F’(z) kommen auch bei beliebigem 
complexem r noch die Fundamentaleigenschaften der eine natiirliche 
Auzahl mal wiederholten Functionen zu, vor allem diejenigen, welche 
durch die Gleichungen (2) bis (4) des §. 1. ausgedriickt sind. 

Der Beweis dieser Behauptung lisst sich durch folgende Ueber- 
legung fiihren. 

Nach §. 1. bestehen die genannten Theoreme fiir alle natiirlichen 
Zahlen r, r, und 7,. 
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Die Coefficienten der entsprechenden Potenzen von 2 auf beiden 
Seiten’ der zu beweisenden Gleichungen sind aber ganze rationale Func- 
tionen von 7 beziehungsweise von 7, und 7, endlichen Grades, und da 
dieselben fiir co viele Werthe dieser Gréssen beiderseits iibereinstimmen, 
so miissen sie tiberhaupt identisch und fiir alle méglichen Werthe 
derselben einander gleich sein. Die Theoreme (2) bis (4) gelten dem- 
nach fiir complexe wie fiir reelle Werthe von 7, 7, und r,, sofern nur 
diese Theoreme iiberhaupt einen Sinn besitzen, d. h. sofern die Reihen, 
von welchen die Rede ist, convergiren. 

Als besondre Fiille heben wir noch hervor: 


F* F-"(¢) = F-"F*() = Fe) =2, 
p 1\p 1 
Fs (2) = (ev) = PN H(2), 
1 1\r 
ye) = GY @ = Fe, 


u. s. Ww. Dies vorausgesetzt ist es nun leicht, die folgenden Aufgaben 
zu lisen, 
Soll eine Grésse w als Function von z aus der Gleichung 
F'(w) =z 
berechnet werden, so ist eine Auflésung: 
w= F(z), 
wie man erkennt, wenn man von der ersten Gileichung als Argument 
beiderseits die Function #'—* bildet, und eine der vorigen Relationen 
beriicksichtigt. Als eine Auflésung der Gleichung: 
E(w) = 
erhiilt man also insbesondere: 
w= F'—'(¢), 
d. h. es liefert die Formel (37) fiir » = — 1 auch die inverse Function 
F’—' von F’; sie leistet die Auflésung der Gleichung F'(w) = ¢ oder 
die Umkehrung der Function F, und zwar erhiilt man genau dieselbe 


Reihe, welche die Lagrange'sche Umkehrungsformel fiir diesen Fall 
liefert. 





Soll eine Function ® gefunden werden, welche der Funetional- 
gleichung geniige: 


(2) = Fe), 


so findet man dieselbe, indem man nach der Formel (37) bildet: 


p 
®(2) = F4(z). 
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Der Beweis ergiebt sich leicht, indem man die Probe macht, nimlich 
die Funetionen rechts und links vom Gleichheitszeichen q fach wieder- 
holt; so wird nimlich: 


P\a 
1 (2) = (y:) (2) mithin = F(z). 
1 
Insbesondere ist also: ®(2) = F'%(¢) eine Auflésung der Func- 
tionalgleichung: (2) = F(z) u. s. w. 


§ 7, | 
Anwendung auf die Discussion von Algorithmen. | 


Die Ergebnisse des § 3. will ich nun fiir die Untersuchung der 
in meiner vorausgehenden Abhandlung betrachteten Algorithmen ver- 
werthen und insbesondere den Nachweis der dort (§ 14.) aufgestellten 
Behauptung leisten, dass die beiden wichtigsten Algorithmen: 

ae pi ¥ 
Cares We eee ae 


fiir eine quadratische Gleichung [z? — 1 =O] in der ganzen Zahlen- | 





ebene — mit Ausnahme einer einzigen Linie — gegen eine der beiden 
Wurzeln +- 1 convergiren. 


Zu diesem Zwecke braucht nur fiir F(z) = ie der Grenz- 


2”) = F(z) = — i tg(2” arctg iz) e 


werth von: 


bei co wachsendem 7 aufgesucht zu werden, 
Wie man leicht findet, ist: 





Virtuo} {eo i att tty 


aretg (27-+-7y) =ha--arctg me a ; log att (y—ie? 


eine Formel, die ich in den mir bekannten Lehrbiichern der Analysis 

vermisse*), Setzt man also — y statt 2, und & statt y, so wird: 

1—at§—y*_V {y°-+(@-H1)*} {yHa—1)"} 
2y 





| arctg iz = ha + &-+ in, wo§=—arctg 


wi. atets 


ve (oP 
worin ferner unter h irgend eine ganze Zahl, unter dem log stets der ° 
reelle Werth, endlich unter arctg rechter Hand derjenige kleinste positive 


oder negative Bogen (also zwischen — 4a und + 42) zu verstehen ist, 





*) Vergl. hiermit z. B. Schlémilech, Handbuch der algebraischen Analysis, 
3. Aufl, Jena 1862, pag. 242. 








1)? 
)?? 


_—— 
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dessen tg gleich dem Argumente ist, und zwar positiv oder negativ, 
je nachdem dieses Argument selbst positiv oder negativ ist. Zur Ver- 
meidung jeder Zweideutigkeit kann noch festgesetzt werden, dass der 
Werth — $2 nie vollkommen erreicht werden und arctg | = + 42 sein 
soll. Ausserdem hat man fiir die Quadratwurzel den positiven Werth 
zu wihlen. Alsdann ist: 


(43) 2 = — itg {2rha + 2°(E + in)} = — itg 2°(E + in) 
Nach dem Schema: 
sy) tee+iTgy _ singe+iSin2y 
tg (z+ ty) = 1—itgxTgy  cos2a + Cos2y’ 
in welchem wir uns der hyperbolischen Functionen: 


w—ey¥ ev—1 2y _ o—2y 2y 


2 Sin2y = * ae Cos2y — 2+ e~ 
g vte ev41? ; 5 


bedient haben, wird also: 


2 
~ 


1—itg(2"&)Tg(2") cosa” F2 E4 Cos2”t! y’ 


welche beide Formen sich gleich gut zur Ermittelung des gesuchten 
Grenzwerthes eignen. Die goniometrischen Functionen sin und cos 2”+! 
sowie tg 2”€ werden nun fiir » = oo unbestimmt; nicht aber die hyper- 
bolischen Functionen. Setzt man vielmehr zur Abkiirzung: 


¥e+@+i* s 
? 


y+ (e—1P 
so ist: 
—_ oe were | —a— — oF ; . or —9! 
1g 2G — . SinQr+ty —§ _ , Cos2 tigi +E ; 


Ist nun « > 0, so ist bei beliebigem endlichen y stets: € > 1 und: 


lim. 6” =co , lim. €-* =O. 


Ist hingegen x < 0, so ist bei beliebigem y stets: € << 1 und: 


: , a 
lim. f*” =0 , lim. £-* —oo, 
r= © rT=—@ 

also wird im ersten Falle: 

lim. Tg 2’y = 1 lim. Sin 2’+!9 == co = lim. Cos 2’+! 
| ’ Y/| "> 
r= ® T=—@ r= 

und im zweiten Falle: 

lim. Tg 2’°y = — 1, lim. Sin2’+!y = — co = — lim. Cos2’+1y. 

r=2 TrT—@® r= 

Ungeachtet der Unbestimmtheit jener goniometrischen Functionen 
erhalten wir demnach die vollig bestimmten Grenzwerthe: 
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lim 2 —1 ‘ir « > 0, und 
= lim 2 —--1 fira <0, 


womit das Theorem bewiesen ist. 

Ausnahmelinie kann niimlich nur noch der geometrische Ort der 
Punkte sein, fiir welche « = 0 ist, d. h. die Achse der rein imaginiiren 
Zahlen. Diese ist es in der That, denn, wenn x exact = 0 ist, so 
ist fiir jedes 7, also auch fiir + = oo: 
€=1 , Tg2’y=0 , Sin2’+'n=—0 , Cos2"t+!y=—1 , folglich: 

2”) == — itg (2°) = i tg (2’arctg y) ; 
Dieser Ausdruck ist aber stets imaginir, und kann daher nicht der 
Grenze -+- 1 zustreben. Fiir + = oo wird er im Allgemeinen unbe- 
stimmt mit Ausnahme der Fille, wo fiir ganze Zahlen h und p: 
hx 
y= tg ? 


ist, wo folglich: lim 2 = 0 wird. 
- r— ® 
Wenn aretgy sonst ein aliquoter Theil eines Multiplums von z, 


ha . . ‘ F 
also von der Form —~ ist, wo q > 1 ist und den Primfactor 2 nicht 
2° 4q 


enthilt, so wird 2”) bei oo wachsendem r zwischen einer endlichen 
Anzahl verschiedener Werthe sprungweise oscilliren; in allen tibrigen 
Kallen wird z® fiir ein rein imaginiires ¢ bei ohne Ende wachsendem 
y unendlich viele Werthe durchlaufen. 
Frigt man sich fiir welche Werthe von z bei gegebenem r: 

a =z, 
also der Algorithmus ein in sich zuriicklaufender, periodischer wird, 
indem dann das Argument stets durch die Reihe der Werthe z, 2, 
2, ... 2~ eyclisch hindurchspringt, so erhilt man dieselben leicht 
aus der Gleichung: 


tg (2 arctgiz)=iz , oder 2 arctgiz = arctgiz+ha. 





Abgesehen von den Wurzeln z= -+ 1, welche wegen arctgi == 007 
in dieser Gleichung verborgen sind, sind dieselben alle in der Form 
enthalten : 
: hx 
e=itg——.- 
2—1 
Zur Herleitung des letzteren Ergebnisses hiitte man auch den in 
$ 4., Il. angegebenen rationalen Ausdruck von 2”) benutzen kénnen, 
und hiitte nach Ausscheidung der Wurzel z = 0 die Gleichung er- 
halten : 


r—l 


ean§ 


x {(2" oa “ (2° Jeatat gra = 0, 


a=vU 
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und nach Division mit 1 — z?: 


r—1 


a=? —-1 sin {(2” — 1) aretg iz 
EF — Wee ite = —! ———f == 0. 
eG tz { cos arctg iz} es 


Liisst man die Gleichung (43) zum Beispiel bei der Annahme 
h = 0 fiir jeden beliebigen reellen Werth von r als Definition von 2 
bestehen, und » von — oo bis + co alle Werthe durchlaufen, so be- 
wegt sich das Argument 2” durch die aufeinanderfolgenden Niherungs- 
werthe hindurch auf einer stetigen Curve, deren Gleichung iihnlich 
wie in § 2. gebildet werden kann; man kann alsdann die Bahn zeichnen, 
auf welcher sich der Anfangswerth in den Wurzelpunkt +- 1 hinein- 
stiirzt. Variirt man noch h oder z, so erhiilt man ein eigenthiimliches 
Gewebe oder Netz von Curven mit unziihligen Maschen, dessen Kigen- 
schaften wohl niiher untersucht zu werden verdienten. 


Wie nun die Discussion der beiden Eingangs dieses Paragraphen 
erwihnten Algorithmen fiir die Gleichung z* — 1 = 0 erledigt ist, so 
ist sie es zufolge des § 13. meines vorausgehenden Aufsatzes fiir jede 
quadratische Gleichung. Da die Formel (43) fiir 7 = —1 auch die 
inverse Function von J'(z) liefert, welche eine Quadratwurzel involvirt, 
so giebt es auch gewisse irrationale Functionen, deren Iterationen 
sich nach dem Bisherigen ohne Schwierigkeit ermitteln lassen; des- 
gleichen die Ergebnisse einer + maligen Anwendung der sechs in § 14. 
des gedachten Aufsatzes angegebenen combinirten Algorithmen. 


Schliesslich erwiihne ich noch, dass man fiir eine gegebene Func- 
tion I’(z) auch leicht diejenige Gleichung f(z) 0 aufsuchen kann, 
welche durch den Algorithmus 2’ = J'(z) aufgelést wird. 

Soll niimlich dieser Algorithmus der Newton’sche sein, so muss: 


la 





f (2) 1 , . 
s— a *— Dosh F(z) sein, woraus: f(z) = e 





hervorgeht. Soll er hingegen von der Natur des zweiten zu Anfang 
dieses Paragraphen erwiihnten Algorithmus sein, so ist: 


f (2) f™ @) 





1 . 
eo! a 
f (@P— fe) f° @ 9, log a 
: 0, logf (2) 
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woraus sich durch Integration ergiebt: 


" [ “ti Fa 

f(z) =e , 

Nimmt man zum Beispiel fiir F(z) die linear gebrochene Function und 
fiihrt die Quadraturen aus, so entsteht jedesmal eine Gleichung f(z) = 0, 
welche da I’'’(z) nach § 2. keinen von z unabhiingigen Grenzwerth 
hat, auch keine Wurzel von der in jenem Aufsatze betrachteten Art 
besitzen kann. 


Pforzheim, im Juni 1869. 











Addition au mémoire sur les séries de points correspon- 
dants sur deux courbes (p. 150 de ce volume). 


Par H. G. Zeuruen 4 CopenHAGUE. 


Monsieur Clebsch, ayant. donné beaucoup de. beaux exemples 
de la représentation d’une surface sur un plan oi chaque point repré- 
sente un seul point de la surface et réciproquement, vient de faire 
usage aussi de représentations de surfaces sur wn plan double ou mul- 
tiple, cest & dire sur un plan ot chaque point représente deux ou 
plusieurs points de la surface, pendant que chaque point de la sur- 
face ne donne qu'un seul point du plan. Seulement 4 certains points 
distincts du plan et de la surface correspondent tous les points d’une 
courbe. On appelle ces points singuliers les points fondamentaux. 
Dans le plan de représentation se trouve une courbe remarquable, la 
courbe de liaison (Uebergangscurve), dont chaque point représente 
deux points consécutifs de la surface (ou un nombre de points dont 
deux sont consécutifs). 

Notre formule (2) peut servir & déterminer le genre p, de la courbe 
qui sur la surface correspond & une courbe donnée du plan de repré- 
sentation. Alors y, est le nombre des intersections de cette derniere 
courbe avec la courbe de liaison, a l'exception de celles qui ont lieu 
aux points fondamentaux du plan; car a celles-ci ne correspondent 
pas en général des intersections des courbes homologues de la surface. — 
y, est done connu lorsque la courbe du plan est donnée. En désig- 
nant par w la multiplicité du plan et par p le genre de la courbe 
donnée, et en substituant 


y=, “=1, y, = 0, Po=P, 
y, =2(y,—-1)—2e(-—)), 


on trouve 
dot 
y= +u.p—@—)). 


Cette formule montre que y, est toujours un nombre pair. Comme 


la courbe du plan dont on cherche homologue peut étre une droite 
21* 








H. G. Zeurnen. 
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qui ne passe par aucun point fondamental, ou qui ne passe que par 
un seul de ces points, il faut que l’ordre de la courbe de liaison et le 
nombre de fois quelle passe par chaque point fondamental soient divi- 
sibles par deux. M. Clebsch fait aussi cette remarque pour l’ordre 
de cette courbe singuliére.*) 

Dans le cas dont traite specialement M. Clebsch dans son mé- 
moire sur une classe de surfaces du dme ordre**), on a 

y, =6m—4a—26, 

ot m, « et B ont les mémes significations qua la page 25 du mémoire 
cité. La substitution de cette valeur et de uw — 2 donne 


p, = 3m—2a—B+2p—1. 


*) Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gittingen 1870, p. 254. 
*#) Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften. 15. Bd. 


Copenhague, Septb. 1870. 














Revision einiger allgemeinen Siitze aus der Theorie 
des Logarithmischen Potentials. 


Von Cart Neumann in Lerezia. 


So wichtig und fruchtbar die von Green und Gauss in der 
Theorie des Newton’schen Potentials aufgestellten allgemeinen Siitze 
auch sein mégen, so bedarf es doch fiir manche Untersuchungen einer 
Revision dieser Siitze, theils um ihnen eine strengere Begriindung und 
Fassung zu geben, theils auch um sie nach einigen Seiten hin zu er- 
weitern. Gleiches gilt von denjenigen Siitzen, welche (jenen nach- 
gebildet) die Theorie des Logarithmischen Potentials zu ihrem Gegen- 
stand haben, Und um mit dem Einfacheren zu beginnen, sollen hier 
vorliufig nur diese letztern Siitze in Betracht gezogen werden. 

Es mégen zuniichst einige einfache Bemerkungen Platz finden. 
Die ganze unendliche Ebene 3 wird offenbar als eine Fliche zu be- 
zeichnen sein, welche keine Randcurven hat, niimlich nirgends begrenzt 
ist. Werden in dieser Fliiche 3 zwei von einander getrennt liegende 
Kreisfliichen %{,, %, construirt, so wird die nach Absonderung von 
%,, %, noch iibrig bleibende Fliiche (3 — A, — %,) ebenfalls eine 
unendliche Fiche sein, aber eine Kliiche, welche zwei Randcurven hat. 
Wird ferner auf der Fliche (3 — A, — A.) ein Quadrat construirt 
von solcher Lage und Grésse, dass jene beiden Randcurven innerhalb 
des Quadrates sich befinden, und denkt man sich sodann von der 
Fliiche (3 — %, — %,) denjenigen Theil % abgesondert, welcher 
ausserhalb des Quadrates liegt, so wird die iibrig bleibende F'liiche 
(3 — A, — A, — B) eine endliche Fiiche sein, und versehen sein mit 
dret Randeurven. 

Zu bemerken ist, dass bei den hier construirten Flichen siimmt- 
liche Randcwrven im Endlichen liegen. Auf derartige Flichen aber 
werden wir bei den nachfolgenden Untersuchungen uns beschriinken, 
und dieselben bezeichnen mit {. Es soll niimlich unter T eine in der 
Ebene abgegrenzte (einbliittrige) Fliiche verstanden werden, deren 
Rand aus beliebig vielen und beliebig gestalteten Curven besteht, 
“nerlei ob die Fliiche endlich oder unendlich ist; nu soll bestdndig 
22 
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vorausgesetzt werden, dass simmtliche Rand punkte der Fliche im End-: 


lichen liegen. 

Durch eine in der Ebene gezogene Kreislinie @ zerfillt die ganze 
unendliche Ebene 3 in zwei Fliichen, von denen jede nur eine Rand- 
curve hat, naimlich nur von @ begrenzt ist. Die eine dieser beiden 
Flichen ist eine Kreisfliche, die andere mag genannt werden eine 
Kreiserginzungsfliche; und zwar mag diese letztere, wenn m der 
Mittelpunkt und x der Radius von @ ist, bezeichnet werden als eine 
um m mit dem Radius r construirte Kreisergiinzungsfliiche. Ist r << R 
und sind a, &% zwei mit den Radien +, R um m beschriebene Kreis- 
flichen, andererseits 6, 8 zwei mit denselben Radien um m construirte 
Kreiserginzungsfliichen, so wird offenbar a vollstiindig innerhalb % 
liegen; umgekehrt aber verhilt es sich bei den Fliichen 6, 8, denn 
die dem grésseren Radius R entsprechende Fliche 8 wird sich be- 
finden vollstindig innerhalb der dem kleineren Radius 7 entsprechen- 
den Fliche 6. Von zwei gegebenen Fliichen soll niimlich gesagt werden, 
die eine befinde sich vollstindig innerhalb der andern, sobald sich 
darthun lisst, dass jedweder Punlt der ersten gelegen ist innerhalb 
der zweiten. 

Ist irgend eine wnendliche Fiiiche I gegeben |wie z. B. die vorhin 
angefiihrte Fliche (3 — A, — A,)], so kann, weil zufolge der ge- 
machten Voraussetzung alle Randcurven von { im Endlichen liegen, 
um einen in der Ebene beliebig gegebenen Punkt m jederzeit eine 
Kreislinie @ beschrieben werden von so grossem [tadius, dass siimmt- 
liche Randenrven von & innerhalb der durch @ bestimmten Kreis- 
fliiche liegen; solches ausgefiihrt, wird alsdann die durch @ bestimmte 
Kreisergiinzungsfliche vollstiindig innerhalb { sich befinden. Wée 
also eine gegebene unendliche Fliiche = auch beschaffen sein mag, immer 
wird sich um einen in der Ebene beliebig gegebenen Punkt m cine 
Kreiserginzungsfliiche construiren lassen von so grossem Radius, dass 
sie vollstiindig innerhalb & liegt. 

In Betreff des hier gebrauchten Wortes innerhalb bedarf es iibri- 
gens noch einer genaueren Festsetzung. — Bewegt sich ein Punkt 
auf einer gegebenen Fliiche I in solcher Weise, dass er vom Rande 
derselben stets durch irgend welchen (wenn auch beliebig kleinen) 
Awischenraum getrennt ist, so mag er bezeichnet werden als ein be- 
stindig innerhalb © bleibender Punkt. Ist andererseits die Bewegung 
des Punktes von soleher Beschaffenheit, dass der genannte Zwischen- 
raum Null werden kann, dass aber der Punkt den Rand nirgends iiber- 
schreiten darf, so mag derselbe bezeichnet werden als ein auf der 
Hliiche , oder (in schiirferer Betonung) als ein in Erstreckung der Fliiche 
bleibender Punkt. — Siimmtliche auf oder in Erstreckung einer ge 
gebenen Fiche I vorhandenen Punkte zerfallen somit in zwei strenge 
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zu sondernde Kategorien, die eine bestehend aus den Punkten inner- 
halb 3, die andere bestehend aus den Punkten am Rande von &. 

Kine von den rechtwinkligen Coordinaten x, y abhiingende Func- 
tion ® (x, y) wird daher als stetig auf oder in Erstreckung einer ge- 
gebenen Fliche { nur dann bezeichnet werden diirfen, wenn nach- 
gewiesen ist erstens, dass sie stetig ist in jedem Punkte innerhalb f, 
und zweitens, dass sie stetig ist in jedem Punkte am Rande von T. — 
Fiir die vorliegenden Betrachtungen scheint iibrigens der gewohnliche 
Begriff der Stetigkeit nicht ausreichend zu sein. Wie dem auch sei, 
jedenfalls wird in den hier zu erdrternden Sitzen eine vollstiindige 
Strenge erreicht werden durch Einfiihrung eines etwas engeren, von 
Heine angegebenen Begriffes, welcher — nach Heine’s Vorgang — 
als der Begriff gleichmiissiger Stetigkeit zu bezeichnen, und in folgender 
Weise zu definiren ist. 

Sind p, q zwei auf der gegebenen Fliiche { bewegliche Punkte, 
welche mit einander verbunden sind durch einen Faden von der Liinge 
g, deren Entfernung von einander also bestiindig < @ bleiben’ muss, 
und sind ®,, , die in diesen Punkten vorhandenen Werthe der Fune- 
tion, so wird im Allgemeinen die Differenz zwischen ©, und ®, um 
so kleiner sein, je kleiner g genommen wird. Kann nun, mit Bezug 
auf ein gegebenes ¢, wie klein dasselbe auch sein mag, jederzeit durch 
gehoérige Verkleinerung der Fadenliinge @ dafiir gesorgt werden, dass 
die genannte Differenz, wiihrend einer beliebigen in ganzer Erstreckung 
von & vor sich gehenden Bewegung des Punktpaares p, q, bestiindig 
kleiner bleibt als jenes ¢, so soll die Function © bezeichnet werden 
als gleichmiissig stetig in Krstreckung der Fliche T. In gewissen be- 
sonderen Fiillen ist hierbei noch eine Festsetzung hinzuzuftigen, darin 
bestehend, dass bei der gedachten Bewegung der Faden @ bestiindig 
auf der KYiche bleiben soll, dass er also den LKtand der Fliiche niemals 
iiberschreiten darf. 


§ 1. 
Die charakteristischen Bedingungen (IT). 


Die in der Theorie des Logarithmischen Potentials auftretenden 
Funetionen sind bekanntlich gewissen charakteristischen Bedingungen 
unterworfen, welche theils ihre Kindeutigkeit und Stetigkeit, theils die 
Erfiillung einer gewissen Differentialgleichung betreffen. Um nun die 


‘ee 


hier zur Sprache kommenden Siitze mit voller Strenge deduciren und 


formuliren zy kénnen, mégen jene Bedingungen — wir bezeichnen 
sie mit (TT, 1) und (TT, 2) — hingestellt werden in folgender Form. 


(1, 1)... Es wird verlangt, dic Function ® solle in ganzer Er- 


streckung der gegebenen Fliiche = cindeutig und gleichmiissiy 
22" 
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stetig sein. Ueberdies wird, falls die Fliche = unendlich ist, 
gleichzeitig noch verlangt, der Werth von ® solle fiir siimmt- 
liche Punkte, die ins Unendliche sich entfernen, convergiren 
gegen irgend eine bestimmt angebbare Constante T. 

Erliiuterung. Um die genannte Convergenzbedingung in strenger 
Form vor Augen zu haben, denke man sich um irgend welchen festen 
Paunkt m’ mit dem Radius 7’ eine Kreisergiinzungsfliiche beschrieben, 
und die auf dieser Fliiche befindlichen Werthe von ® bezeichnet mit 
’; so dass also jede Variation von 7’ eine Aenderung in der Bedeu- 
tung von ® nach sich zieht. Jene Convergenzbedingung lautet als- 
dann so: Es soll eine der Function ® zugehirige Constante T existiren 
von solcher Beschaffenheit, dass die Werthe der © durch Vergrisserung 
von ¥ beliebig nahe an TV herangedriickt werden kinnen; mit Bezug auf 
ein blindlings gegebenes « soll also r’ jedesmal soweit vergrissert werden 
kinnen, dass siimmtliche © der Relation 

r—~<V<T+e 
Geniige leisten. 

Bemerkung. Es handele sich um eine beliebig gegebene wnend- 
liche Fliche T, und um irgend eine auf T gegebene Function ®; und 
es sel — mag angenommen werden — jene Convergenzbedingung als 
wirklich erfiillt nachgewiesen mit Bezug auf einen bestimmten festen 
Mittelpunkt m’; die dabei zu Tage getretene Convergenzconstante 
heisse [. Um m’ wird alsdann eine Kreisergiinzungstliiche (r’) con- 
struirbar sein von solcher Ferne, dass alle © um weniger als ein blind- 
lings gegebenes ¢ von [ abweichen. 

Sei nun m” irgend ein anderer in der Ebene festgesetzter Mittel- 
punkt. Wo dieser Punkt m” auch gelegen sein mag, immer wird 
offenbar um denselben eine Kreisergiinzungsfliiche (7”) construirbar 
sein von solcher Ferne, dass sie vollstiindig innerhalb jener vorhin con- 
struirten Kreisergiinzungsfliiche (7°) sich befindet, mithin die auf ihr 
vorhandenen ©” nichts anderes sind als ein Theil der ©’. Ebenso wie 
die ® werden also auch die ®” um weniger als « differiren von jener 
Constanten [. 

Die in Rede stehende Convergenzbedingung wird also, falls sie 
erfiillt ist mit Bezug auf irgend einen festen Mittelpunkt m’, eo ipso 
auch erfiillt sein mit Bezug auf jeden andern festen Mittelpunkt m”. 
Auch ergibt sich aus dieser Betrachtung, dass die Convergenzconstante, 
wenn sie mit Bezug auf den einen Mittelpunkt —[ ist, mit Bezug 
auf den anderen ebenfalls =f sein wird. Kann also nachgewiesen 
werden, dass eine Function ® mit Bezug auf irgend einen bestimmten 
Mittelpunkt m’ der Convergenzbedingung Geniige leistet, so wird die 
dabei zu Tage tretende Convergenzconstante [ von der Wahl dieses 
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Mittelpunktes unabhiingig sein, mithin einen Werth besitzen, der ledig- 
lich bedingt ist durch die Beschaffenheit der Function 9. 


(TT, 2)... Es wird verlangt, dass die Ableitungen von ® eindeutig 
und gleichmissig stetig sind in Erstreckung eines jeden Gebietes, 
welches vollstindig innerhalb & liegt; gleichzeitig wird verlangt, 
dass in Erstreckung eines jeden solchen Gebietes der Ausdruck 
A® gleich Null ist. 

Erléuterung. Unter den Ableitungen von ® sind dabei simmt- 
liche Ausdriicke von der Form 
aprign 
— =1, 2), 
ax? ay! ? (p + q ’ ) 
zu verstehen, wo x, y die rechtwinkligen Coordinaten vorstellen. 


Andererseits soll 
eo eQD 
Ad= aa® + oy? 


die Formel sein, durch welche A® definirt ist. 


Ks soll nun eine Reihe von Siitzen entwickelt werden, welche 
giiltig sind fiir solche Functionen ®, die den hier angegebenen Be- 
dingungen (TT) d. i. den Bedingungen (TT, 1) und (TT, 2) Geniige leisten. 


Die Siitze des arithmetischen Mittels. 


Es sei ® eine Function, welche auf einer belicbig gegebenen (also 
endlichen oder unendlichen) Fliiche T die Bedingungen (TT) erfiillt. 
Ferner sei (© irgend eine endliche Flaiche, welche vollig imnerhalb TU 
liegt, d. h. deren siimmtliche Punkte innerhalb T sich befinden. Be- 
zeichnet man das Randelement von mit do, die auf do errichtete 
Normale mit N, und den in do vorhandenen Werth von ® mit 9,, 
so gelangt man alsdann in bekannter Weise und (weil © vollig imner- 


halb © vorausgesestzt ist) mit voller Strenge zu der Formel: 


‘0%, 

(1) | cK do =0, 

die Integration hinerstreckt iiber den ganzen Rand von ©. Versteht 
man ferner unter m irgend einen festen Punkt, der in der Ebene be- 
liebig gewihlt sein kann, jedoch ausserhalb & liegen soll, und unter 
L,,o den natiirlichen Logarithmus der Entfernung des Elementes do 
von diesem Punkte, so gelangt man mit gleicher Leichtigkeit und mit 
gleicher Strenge zu folgender zweiten Formel: 











tare 
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P OL o® 
(2) J (®, =e a 2 Line oy) dé —_ 0, 
& 


die Integration wiederum ausgedehnt iiber den Rand von ©. Die 
Fliche © kann beliebig viele Randcurven besitzen. Fiir die Normale 
N kann in den Formeln (1) und (2), nach Belieben, entweder durch- ‘ 
weg die innere (in © hineinlaufende), oder durchweg die dussere Nor- 
male gewiihlt werden. 

An Stelle der endlichen Fliche © mag nun genommen werden 
eine von zwei concentrischen Kreislinien begrenzte Ringfliiche. Die 
Radien der beiden Kreislinien seien r, vr’, und demgemiiss mégen diese 
Linien selber bezeichnet werden mit (rv), (7). Gleichzeitig mag dabei 
fiir m das Centrum der beiden Kreislinien genommen werden, was 
erlaubt ist, weil dieses Centrum in der That ausserhalb der Ringfliiche 
sich befindet. Die Formeln (1), (2) nehmen alsdann folgende Ge- 
stalt an: : iv 
(3) J re do =| —? te, 

5 OL - a® a i OL ag 
(4) f (0, Gt — no G2) dom f (0, Fe" — Law 55") a6, 
mG (r') 

die Integrationen links hinerstreckt iiber den Rand (7), die rechts 
hinerstreckt iiber den Rand (7’). Dabei repriisentiren die v die auf 
den convexen Seiten von (r), (7’) errichteten Normalen; es sind also 
die v von centrifugaler Richtung, falls man m als Centrum betrachtet, 
folglich von anderer Art als die friiheren Normalen N. Die Formel (4) 
kann, weil L,, fiir den einen Rand = logr, fiir den andern = log r’ 
ist, auch so dargestellt werden: 


. . AD . . AD 
(5) [e = — log rf = dé =f ea — log rf = d6, 

(*) () (') (r) 
folglich auch so: 

on *o® 
(6) 22M — log rf = dé = 22M — log rf = dé, 
(r) ("’) 

wo niimlich M das arithmetische Mittel aller derjenigen Werthe be- 
zeichnet, welche ® besitzt auf der Kreislinie (7), ebenso M’ das arith- 
metische Mittel derjenigen Werthe, welche ® auf (r’) hat. Aus (3) 
und (6) folgt endlich: 


2a (M— M) = K (log r — log vr’), , 
“ao, 
wo k=| ~— do. 


J ov 
(”) 
Diese Formeln (3), (4), (5), (6), (7) werden also strenge giiltig sein 


fiir jeden beliebigen von zwei concentrischen Kreislinien (7), (r’) be- 




















(7) 
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grenzten Flichenring, falls nur siimmtliche Punkte dieser Ringfliche 
sich befinden innerhalb der gegebenen Fliche &; und sie werden also 
ihre Giiltigkeit behalten, sobald man, ohne jene Bedingung zu ver- 
letzen, die Ringfliiche durch eine Aenderung der Radien r, r’ beliebig 
anwachsen oder abnehmen liisst. 

Eine solche Operation soll nun wirklich vorgenommen werden. 
Dabei mégen die beiden durch (r), (r’) bestimmten Kreisflichen mit 
A, W’, andererseits die beiden durch (vr), (r’) sich bestimmenden Kreis- 
erginzungsflichen mit 8, QB’ bezeichnet, und der Reihe. nach zwei 
verschiedene Fille in Betracht gezogen werden. 


Erster Fall. Es sei 7’ < r, und es werde vorausgesetzt, dass 
nicht nur die Ringfliche 2 — YI’, sondern auch die Kreisflichen %& 
und %' sich véllig innerhalb T befinden. Alsdann wird die Formel 
(7) giiltig bleiben, wenn man 7 wnendlich klein werden lisst, wiihrend 
r, folglich auch M und das iiber die Kreislinie (7) ausgedehnte Integral 
K ungeiindert erhalten werden, Hierbei wird offenbar das auf der lin- 
ken Seite von (7) befindliche M’ gegen einen endlichen Werth, niim- 
lich gegen den in m vorhandenen Werth ®,, convergiren, das auf der 
rechten Seite von (7) befindliche log r’ aber gegen — oo convergiren. 
Somit folgt aus (7), dass 
(82) K=0 
sein muss. Und solches erkannt, reducirt sich alsdann die Formel 
(7) auf 
(81) M—M=0. 
Liisst_man jetzt in dieser Formel von Neuem den Radius r° unendlich 
klein werden, so ergibt sich 
(8c) M— , =0. 

Zweiter Fall. Es sei r >yr, und es werde vorausgesetzt, dass 
nicht nur die Ringfliiche 8 — QB’, sondern auch die Kreisergiinzungs- 


~ 


Hiichen 8 und QB’ vollig innerhalb ZT liegen; was selbstverstiindlich 
nur dann modglich ist, wenn & eine wnendliche Fliche repriisentirt. 
Alsdann wird die Formel (7) giiltig bleiben, wenn man, wiihrend r, 
mithin auch M und K constant erhalten werden, den Radius x’ ins 
Unendliche anwachsen lisst. Hierbei wird das auf der linken Seite 
von (7) befindliche M’ [wie aus den von ® erfiillten Bedingungen (TT) 
hervorgeht| gegen die der Function ® zugehérige endliche Constante 
[ convergiren, das auf der rechten Seite von (7) befindliche log 7 
aber gegen -++ oo convergiren. Somit folgt aus (7): 

(9,) K=0. 

Solches erkannt, nimmt die Formel (7) die einfachere Gestalt an: 


(9) M — M = 0 . 
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Liisst man jetzt in dieser Formel von Neuem den Radius r’ ins 
Unendliche anwachsen, so ergiebt sich: 


(9<) M—r=0. 

Durch die Formeln (8,) und (9,) gelangen wir zu folgendem Ergebniss. 
I. Satz. Es sei eine Function ® gegeben, welche auf irgend einer 

Fliche & die Bedingungen (11) erfiillt. Ferner repriisentire 


ao, 
K -| ae dé 


ein iiber irgend eine Kreislinie ausgedehntes Integral, wo unter do das 
Element dieser Kreislinie, unter v die auf dé errichtete Normale, und 
unter ®, der in do vorhandene Werth von ® verstanden werden soll. 

Alsdann wird K gleich Null sein, falls die durch jene Kreislinie 
bestimmte Kreisfldche vollstindig innerhalb & liegt, ebenso aber auch 
dann gleich Null sein, wenn die durch die Kreislinie bestimmtc 
Kreisergénzungsfliche vollstindig innerhalb & sich befindet. 

Mit Leichtigkeit kann dieser Satz ausgedehnt werden auf den Fall, 
dass die betrachtete geschlossene Curve keine Kreislinie, sondern von 
beliebiger Gestalt ist. -- Andererseits ergiebt sich aus den Formeln (8), .) 
und (9, .) folgendes Resultat. 

II. Satz. Es sei eine Function ® gegeben, welche auf irgend einer 
Fliiche = die Bedingungen (11) erfiillt. 

Construirt man irgend ein System concentrischer Kreisflichen, jede 
vollstiindig innerhalb Z gelegen, und denkt man sich ferner fiir jede 
dieser Fliichen das arithmetische Mittel gebildet von den auf ihrem Rande 
vorhandenen Werthen ®, so werden alle diese arithmetischen Mittel von 
gleicher Grisse, und zwar ebenso gross sein, wie der in dem gemein- 
schaftlichen Centrum befindliche Werth von ®. 

Construirt man andrerseits irgend ein System concentrischer Kreis- 
erginzungsflichen, jede vollstindig innerhalb © gelegen, |sclbstverstind- 
lich wird solches nur miglich sein, wenn T unendlich ist|, und denkt 
man sich fiir jede dieser Flichen das arithmetische Mittel gebildet von 
den auf ihrem Rande vorhandenen Werthen ®, so werden wiederum 
alle diese arithmetischen Mittel von gleicher Grosse, und zwar ebenso 
gross sein, wie die der Function ® zugehirige Convergenzconstante T. 

Wir halten fest an den hier gemachten Voraussetzungen und Be- 
zeichnungen. Es sei m irgend ein Punkt innerhalb ©, ferner % irgend 
eine um m beschriebene, ebenfalls véllig innerhalb T liegende Kreis- 
fliche. Die Peripherie von % werde mit 6, und irgend ein auf 6 ge- 
gebener Punkt mit « bezeichnet. Es werde angenommen, dass der 
in « vorhandene Werth ®, um eine angebbare positive Zahl 0 grésser 
ist als der in m vorhandene Werth 9,,: 





(10) ®, =, +06. 
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Es sollen die Consequenzen aufgesucht werden, zu welchen diese An- 
nahme hinleitet. 
Zufolge des letztgefundenen Satzes ist das arithmetische Mittel 
aller auf der Kreislinie ¢ vorhandenen Werthe ® identisch mit ®,,,. 
D. h. es findet die Forme! statt: 


(11) eae — Pn ? 

wo 6 die Linge der genannten Kreislinie, ferner do das Element der- 
selben vorstellt, und die Integration ausgedehnt zu denken ist iiber 
die ganze Kreislinie. Diese Formel kann auch so dargestellt werden: 
(12) [edo=9, 6, 

oder, wenn man die Kreislinie 6 in irgend zwei Bogen o', 6”, und 
das Integral in die beiden entsprechenden Theile zerlegt, auch so: 
(13) [0'do + [0"'de’ = 9,6. 

Der Bogen 6’ mag so gewiihlt werden, dass der auf 6 gegebene Punkt 
«x gerade in der Mitte dieses Bogens sich befindet; und gleichzeitig 
mag der Bogen so klein genommen werden, dass alle auf o’ befind- 
lichen Werthe ® von dem in # vorhandenen Werth ®, um weniger 


_ als : abweichen, dass mithin alle jene Werthe ® der Relation ent- 
sprechen : 
, é 
(14) o,—2%<o<o,+4, 


wo 0 die gegebene [bei (10) genannte| positive Zahl vorstellen soll. 
Dass sich die Liinge des Bogens o’ in dieser Weise wirklich bestimmen 
liisst, upterliegt keinem Zweifel, weil ® auf I die Bedingungen (TT) 
erfiillt, folglich auf T, und mithin auch auf 6 gleichmiissig stetig ist. 
Substituirt man in (14) fiir ©, den Werth (10), so folgt: 


(®,, + 0) eat . < v, 


“ i 


(15) o, +2 <9. 


Mit Riicksicht hierauf ergiebt sich aus der Formel (13) ‘sofort: 

(o,, + - [do + [v'de’ < 9,6, 
oder weil fdo’ = 6’, und 6 = 6' + o” ist: 

6 , ya ar , ” 
(,, +3)o + [o dé < ®,,,(6 -f 6 iP 

d. i. 
(16) Jodo” < 0,0" — 2 6. 
Unter allen auf dem Bogen 6” vorhandenen Werthen ©” muss, weil 
die Function ® auf {, folglich auch auf 6 gleichmiissig stetig ist, 








334 Cart Neumann. 


jederzeit einer vorhanden sein, welcher unter all’ diesen Werthen ©” 
der kleinste ist. Bezeichnen wir denjenigen Punkt des Bogens 6”, in 
welchem dieser kleinste Werth vorhanden ist, mit y, und den Werth 
selber mit ®,” oder kiirzer mit ®,, so findet fiir siimmtliche ©’ die 
Relation statt: 


(17) ”, < 0”, 
Hierdurch verwandelt sich die Formel (16) in: 
(18) ®, flo” < 6° — 2 6, 


oder, weil fd” = 6” ist, in: 
(19) ®, < ,, 


Da nun 0 eine positive Zahl repriisentirt, andrerseits 6’, 6” ihrer Be- 
deutung nach ebenfalls positiv sind, so geht aus dieser Formel (19) 
hervor, dass ®, um eine angebbare positive Zahl, niimlich mindestens 
um die Zahl 


a6 


6 


tre 


kleiner ist als ®,,. Befindet sich also, wie wir angenommen haben, 
auf dem Rande der Kreisfliiche 2 ein Werth ®,, welcher um eine 
angebbare positive Zahl grisser ist als der im Mittelpunkt m vorhan- 
dene Werth ®,,, so wird sich jederzeit auf jenem Rande auch ein Werth 
®, vorfinden, welcher um eine angebbare positive Zahl ileiner ist als 
®,,. In genau derselben Weise liisst sich umgekehrt zeigen, dass wenn 
am Rande ein Werth ©, supponirt wird, der kleiner als ®,, ist, auf 
jenem Rande nothwendig auch ein Werth ®, existiren muss, der grésser 
als ®,, ist. 

Zu einem analogen Resultat gelangt man, falls T eine wnendliche 
Fliiche ist, durch Betrachtung einer Kreisergiinzungsfliiche. Denkt 
man sich niimlich um einen in der Ebene beliebig angenommenen 
Punkt m eine Kreisergiinzungsfliche 8 mit so grossem Radius con- 
struirt, dass sie vollstiindig innerhalb {I liegt, so wird, nach dem 
Il. Satz, das arithmetische Mittel aller auf dem Rande 6 der Fliiche 
% vorhandenen Werthe ® identisch sein mit der der Function ® zu- 
gehdrigen Convergenzconstanten [. Es wird also die Formel statt- 
finden: 





em an f, 
d. i. die Formel: 
[ode =T[o. 


Mit Hiilfe dieser Formel aber wird sich, wie nun leicht zu iibersehen 
ist, nachweisen lassen, dass wenn auf 6 ein Werth , vorhanden sein 
sollte, der um eine angebbare Zahl grdsser als [ ist, nothwendiger 
Weise auf 6 gleichzeitig auch ein Werth ®, existiren muss, der um 
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eine angebbare Zahl kleiner als [ ist. Und ebenso wird sich der um- 
gekehrte Satz darthun lassen. Wir gelangen somit zu folgendem 
Resultat. 

III. Satz. Geniigt die Function © auf einer Fliiche = den Be- 
dingungen (TT), und existirt am Rande irgend einer villig innerhalb & 
gelegenen Kreisfliiche ein Werth von , welcher wm eine angebbare 
Zahl grésser ist als der im Mittelpunkt der Kreisfliiche vorhandene 
Werth ®,,, so wird jederzeit an jenem Rande auch ein gewisser anderer 
Werth von ® sich vorfinden, der wm eine angebbare Zahl kleiner 
ist als ®,,; und wmgekehrt. 

Denkt man sich ferner irgend eine Kreisergdnzungsfliche construirt, 
weiche vollstiindig innerhalb & liegt, [was allerdings nur méglich sein 
wird, wenn die Fliiche & unendlich ist|, und existirt am Rande dieser 
Kreisergdénzungsfliche ein Werth von ®, welcher wm eine angebbare 
Zahl grisser ist als die der Function zugehirige Convergenzconstante 
[, so wird an jenem Rande jederzcit auch ein gewisser anderer Werth 
von ® sich vorfinden, der um eine angebbare Zahl kleiner ist als T; 
und umgekehrt. 


- Darstellung einer Function vom Character (TT) innerhalb 
einer Kreisfliiche. 


Die Function ® erfiille auf einer beliebig gegebenen Fliiche I die 
Bedingungen (TT). Ferner sei % eine beliebig gegebene Kreisfliiche, 
welche vollstiindig innerhalb { liegt. Untersucht sollen werden die- 
jenigen Werthe von ®, welche sich befinden auf Y%. 

Es sei ¢ irgend ein Punkt wmerhalb AU. Um den in diesem 
Punkt vorhandenen Werth ®; niiher zu untersuchen, beschreiben wir 
um ¢ eine kleine Kreisfliiche 9’, welche sich vollstiindig innerhalb % 
befindet, und bringen die allgemeine Formel (2) in Anwendung auf 
die Ringfliiche 91 — YX’, indem wir dabei statt des Punktes m den Punkt 
‘ nehmen. Wir erhalten alsdann eine mit (4) analoge Gleichung, 
welche so lautet: 


. “ - e ny 
OL, 7D cL, a) 
20 1 = . a ote ; au _s . o 6 
(20) / (0, my Lic ay do : , — Lic ae do, 
a mw’ 
wo witer den v die auf den convexen Seiten der Kreislinien errichteten 
Normalen zu verstehen sind. Ist nun ¢ der Radius von %’, und M’ 
das arithmetische Mittel aller Werthe, welche ® am Rande von 
besitzt, so kann die rechte Seite dieser Gleichung auch so dargestellt 
werden : - 
erden 2, 


oy dé, 


o 
dé ’ 
fo, r — log Yr 
wy “or 
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oder auch so: 
, , “0%, 
22M — log rf ay 6.. 
wr 


Das in diesem letzten Ausdrucke vorhandene Integral ist aber, zu- 
foige des I. Satzes, gleich Null. Ausserdem ist, zufolge des II. Satzes, 
das arithmetische Mittel M’ identisch mit dem in ¢ vorhandenen Werth 
®;. Somit ergiebt sich aus (20) 


Ve ia @, 
(21) J (% a — Des =) dé = 229;. 
E | 


Andrerseits ergiebt sich, wenn man die Formel (2) auf die Fliche & 
in Anwendung bringt, und dabei fiir m irgend welchen ausserhalb 
befindlichen Punkt / nimmt: 


i oL o® 
ul 
Durch Subtraction von (21) ufid (22) ergiebt sich: 


P ¥ Lig O15 ‘ Ov, 
(23) 229, =|. S —5! ) de —[(Lie— Lo) 52 do. 
a BT 





Es sei nun & derjenige Punkt, welcher dem Punkte ¢ conjugirt ist in 
Bezug auf den Rand von AY. Alsdann ergiebt sich durch einfache 
geometrische Betrachtungen 

Lia —_ Lio —_ D; ? 
wo D; nur noch abhiingig ist von der Lage des Punktes i, hingegen 
unabhiingig ist von 6, d. i. von der Stelle des Elementes do. Somit 
kann das letzte Integral in der Gleichung (23) auch so dargestellt 


werden: 
od 
Df eae de. 
bat de 


Hieraus aber folgt, durch Anwendung der allgemeinen Formel (1), 
dass dieses Integral gleich Null ist. Somit geht die Gleichung (23) 
iiber in 


(Alig a 
(24) 2nd; —J% (G: -" =) do. 


Endlich lasst sich, mit Riicksicht auf die festgesetzte Lage von k, 
durch einfache geometrische Betrachtungen darthun, dass 





(25) = — a = 2-7 — 
ist, wo r den Radius von % bezeichnet. Somit folgt: 


ry L. 
(26) 22; = 2/%, > eae —  fo,as. 
e v rT 





a xu 





7 


, 
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Beachten wir, dass in dieser Gleichung der Werth des letzten Inte- 
grals eine Constante, nimlich von ¢ unabhingig ist, so haben wir 
folgenden Satz. 

IV. Satz. Hine Function ® erfiille auf einer beliebig gegebenen 
Fliiche & die Bedingungen (1); ferner sei AX irgend eine Kreisfliche, 


> 
5 


welche vollstiindig innerhalb & liegt. 

Alsdann werden sich siimmtliche Werthe, welche ® innerhalb YU 
besitzt, darstellen lassen durch folgendes tiber den Rand von % hiner- 
strecktes Integral: i . 

9 —— : } ( é 4io ) aon 
(27) Q; = %, ae dé M. 


V4 
“a 


Hier bezeichnet i jeden beliebigen Punkt innerhalb XU, do das Rand- 
element von A, und v die auf der convexen Seite von de errichtete 
Normale. Ferner repriisentiren ®; und , die Werthe von ® in i und 
d6, andererseits Lig den natiirlichen Logarithmus der zwischen i und 
do vorhandenen Entfernung. Endlich ist unter Meine von « unab- 
hiingige Grésse zu verstehen, niimlich das arithmetische Mittel aller 
Werthe, welche D besitzt auf dem Rande von U%. Hieraus ergiebt sich 
tibrigens (zufolge des II. Satzes), dass M auch definirt werden kann 
als derjenige Werth, welchen © besitzt im Mittelpunkt der Kreisfliiche X. 
Der hier auftretende Logarithmus Lig liisst sich bekanntlich, wenn 
0, @ und @4, @, die Polarcoordinaten von « und von dé in Bezug auf 
den Mittelpunkt der Kreisfliiche 2 sind, darstellen durch folgende 
Reihe: 
¢ —S 2 @ \” 
(28) 5 Lig = log a5 — = 2 (%) cosn(@ — @,) 
Hieraus folgt, weil die Richtung der eingefiihrten Normale v zusammen- 
fillt mit der Richtung des Radius @,, sofort: 


OL. 1 N=H 4 ( y 

ox me - , < ee om 

(29) i = -- 2 > cos” (@ — Wg). 

Die LKestglieder dieser Reihen (28) und (29) sind leicht angebbar. 
Substituirt man in der Formel (27) fiir 

OL 


ov 


io 


den Werth (29), so erhiilt man ; ausgedriickt durch eine unendliche 
Reihe, deren KRestglied R™ aus den schon genannten Restgliedern 
sofort abgeleitet werden kann. Nun liisst sich leicht nachweisen, dass 
dieses Restglied R™, wie nahe der Punkt ¢ dem Rande von & auch 
liegen mag, durch Vergrésserung von n jederzeit kleiner gemacht 
werden kann als ein blindlings gegebenes ¢, dass also jene fiir 9; 
resultirende Reihenentwicklung convergent ist, wie nahe der Punkt i 
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dem Rande von % auch sein mag. Somit gelangen wir zu folgendem 
Satz. 

V. Satz. Eine Function ® erfiille auf einer beliebig gegebenen 
Fliiche © die Bedingungen (11); ferner set A irgend eine villig inner- 
halb & gelegene Kreisfliche. 

Alsdann werden sich siimmtliche Werthe, welche ® innerhalb % 
besitzt, darstellen lassen durch eine convergente Reihenentwicklung von 
folgenderx Form: F 

n=% 
(30) Oo; = AM + = (A™ 0” cosn@ + BM 9” sinna) . 

n= 
Hier bezeichnet i jeden beliebigen Punkt, der innerhalb % liegt, und 
®; den in i vorhandenen Werth von ®. Ferner sind unter 9, @ die 
Polarcoordinaten von i in Bezug auf den Mittelpunkt von X, und unter 
den A, B irgend welche constante Coefficienten zu verstehen. 

Von einer Function ® mag nun zweierlei bekannt sein, erstens, 
dass sie auf einer gegebenen I'liiche T die Bedingungen (TT) erfiillt, und 
zweitens, dass sie auf irgend einem beliebig kleinen Fliichentheil von 
~ constant, — C ist. Dieser Flaichentheil heisse 11. 

Um irgend einen innerhalb WU gelegenen Punkt m werde eine 
Kreisfliiche 2 beschrieben, welche theilweise iiber 11 hinausragt, jedoch 
vollstiindig innerhalb I liegt. Die Werthe, welche ® innerhalb % 
besitzt, lassen sich alsdann, zufolge des eben gefundenen V. Satzes, 
darstellen durch eine convergente Entwicklung von der Form 

=x 


(31) ®; = AM + ‘= (A™ 9” cosn@ +- B™ 0” sinn@). 


n=1 
Lassen wir nun vom Mittelpunkt der Kreisfliiche {% in irgend welchem 
Azimut @, eine Linie 9, ausgehen, von solcher Kleinheit, dass sie 
vollstiindig innerhalb 11 liegt, so wird ®; auf @,, zufolge der gemachten 
Voraussetzung, constant, niimlich = C sein. Demnach muss fiir alle 
auf @, gelegenen Punkte die Gleichung stattfinden: 


(32) C= AM + ‘= (A™ cosn a) + BM sinn ay) 9” . 
n=1 , 


D. h. diese Gleichung muss bestiindig in Giiltigkeit bleiben, wihrend 
o von 0 bis 9, anwiichst. Hieraus folgt nach einem bekannten Satz 
iiber die Potenzreihen, dass 


(33,) AY == C, 
und ferner fiir jedes » 
(33, ) A®™ cosna, + BM sinna, = 0 


sein muss. Derartige Formeln (33,,,) ergeben sich aber auch mit 
Bezug auf jedes beliebige andere Azimut @,. Somit ergiebt sich, dass 


(34,) A) —— C, 
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und ferner fiir jedes n 
(34p) Am = 0, 
(34,) Bo = 


sein muss. Durch diese Relationen (34,,,,.) verwandelt sich die fiir 
alle innerhalb % befindlichen Punkte ¢ giiltige Formel (31) in 

(35) Oo; = C. 

Somit ist dargethan, dass ® den constanten Werth C besitzen muss 
in siimmtlichen Punkten, die innerhalb A liegen. 

Nunmehr werde um irgend einen innerhalb % befindlichen Punkt 
m’ eine Kreisfliiche {’ beschrieben, welche iiber 2{ hinausreicht, jedoch 
vollstiindig innerhalb I liegt. -In iihnlicher Weise liisst sich alsdann 
darthun, dass ® auch fiir siimmtliche Punkte, die innerhalb 2’ liegen, 
constant, niimlich = C sein muss. U. s. w. 

Vermittelst einer solechen Kette von Kreisen A, WW, W’, ... von 
denen jede vollstiindig innerhalb T liegt, und von denen jede ihren 
Mittelpunkt im Innern der vorhergehenden liegen hat, kénnen wir 
nun offenbar von dem gegebenen Fliichentheil 11 aus vordringen bis 
au jedem beliebigen imnechall Z gelegenen Punkt 7; mithin nachweisen, 
dass ® in jedem solchen Punkt 7 den Werth C hat. 

Ks sei nun s ein Punkt am Rande von T. Da® die Bedingungen 
(IT) erfiillt, mithin gleichmiissig stetig ist in ganzer Erstreckung von 
tr, so wird ein Punkt ¢ ennerhalb T angebbar sein, welcher dem Punkte 
s so nahe liegt, dass die in ¢ und s vorhandenen Werthe 9; und 9%, 
um weniger von einander differiren, als ein blindlings gegebenes «. 
Ist ¢ in-solcher Weise festgesetzt, so kann nun durch die vorhin ex- 
ponirte Methode dargethan werden, dass 9; = C ist. Folglich findet 
zwischen C und ®, ein Unterschied statt, der kleiner ist als «. Jenes 
é war aber blindlings gegeben. Somit folgt, dass C und ®, einander 


gleich sind, dass also die Function ® den Werth C nicht nur _besitzt 


in siimmtlichen Punkten innerhalb ZT, sondern auch in siimmtlichen 
tandpunkten von &. 


Wir gelangen daher zu folgendem (allerdings nicht nenem, aber 
bisher wohl noch nicht mit hinreichender Strenge bewiesenem) Satz. 

VI. Satz. Ist von einer Function ® bekannt, dass sie auf’ einer 
beliebig gegebenen Fliiche = die Bedingungen (M1) erfiillt, und ferner 
bekannt, dass sie auf irgend einem Flichentheil von = constant ist, so 
wird sie constant sein in ganzer Erstreckung von &. 

Bemerkung. Die vorhin zur Ableitung des IV. Satzes angewandte 
Methode findet sich ausfiihrlicher entwickelt in meiner Schrift tiber 
den stationiiren Temperatur-Zustand einer Kugel, Ilalle, Verlag von 
Schmidt, 1861. 
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g 4. 


Relationen zwischen den Werthen im Innern und am Rande 
einer gegebenen Fliiche bei einer Function vom Charakter (IT). 


Es sei eine beliebige Fliiche { gegeben, und ® eine Function, 
welche auf & die Bedingungen (TT) erfiillt. Ferner sei m irgend ein 
innerhalb = gegebener Punkt. 

Wir machen die. Hypothese, © besitze in m einen seiner Grosse 
nach uniibertroffenen Werth G, d. i. einen Werth G von solcher Be- 
schaffenheit, dass unter siimmtlichen auf I vorhandenen Werthen ® 
keiner existirt, welcher grésser als G ist. Es sollen die Consequenzen 
aufgesucht werden, zu denen diese Hypothese hinleitet. 

Da m innerhalb & liegt, so werden sich um m als Mittelpunkt 
zwei Kreisfliichen beschreiben lassen, welche ebenfalls vollstiindig inner- 
halb { liegen, mithin Gleiches auch gilt von der durch Subtraction 
dieser beiden Fliichen entstehenden Ringfliche 9i. Was nun das Ver- 
halten der Function ® auf der Ringfliiche §t betrifft, so sind ver- 
schiedene Méglichkeiten vorhanden. 

Erster Fall. ® ist auf Q iiberall constant, etwa = C. Das arith- 
metische Mittel derjenigen Werthe ®, welche vorhanden sind auf einer 
mit % concentrischen und innerhalb § liegenden Kreislinie, wird als- 
dann, da alle diese Werthe = C sind, ebenfalls = C sein. Zufolge 
des I]. Satzes muss aber das genannte arithmetische Mittel identisch 
sein mit dem in m vorhandenen Werthe von ®, d. i. identisch sein 
mit G. Somit folgt C—=G. Bei EKintritt des hier betrachteten ersten 
Falles wird also der constante Werth von ® nothwendiger Weise = G 
sein. — Nach Absonderung dieses Falles bleiben daher nur noch fol- 
gende zwei Fiille denkbar: 

Zweiter Fall. Auf der Fliche X ist ein Punkt vorhanden, in 
welchem ® um eine angebbare Zahl grisser als G ist. Dieser Fall 
aber befindet sich in Widerspruch mit der iiber G gemachten Hy- 
pothese. 

Dritter Fall. Auf 9% ist ein Punkt vorhanden, in welchem ® um 
eine angebbare Zahl kleiner als G ist. Alsdann muss (zufolge des 
Ill. Satzes) auf einer mit Jt concentrischen und durch diesen Punkt 
gehenden Kreislinie jederzeit ein gewisser anderer Punkt existiren, in 
welchem ® um eine angebbare Zahl grésser als G@ ist. Somit zeigt 
sich, dass dieser dritte Fall ebenfalls in Widerspruch steht mit der 
iiber G gemachten Hypothese. 

Die hier genannten drei Fille sind die einzig moéglichen; und, 
wie sich eben gezeigt hat, ist von diesen drei Fiillen der erste der 
einzige, welcher mit der vorangestellten Hypothese nicht in Wider- 
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spruch sich befindet. Somit kénnen wir sagen, jene Hypothese habe 
zu ihrer nothwendigen Consequenz das Eintreten des ersten Falles, 
d. i. die Constanz von ® auf der Fliche %; diese aber zieht ihrer- 
seits (VI. Satz) mit Nothwendigkeit nach sich die Constanz von 
auf der ganzen gegebenen Fliche {. Mit andern Worten: 
pee Erfiillt eine Function ® auf einer beliebig gegebenen 
Fliche I die Bedingungen (IT), und besitzt sie in irgend 
einem Punkte, der innerhalb I liegt, einen seiner Grosse nach 
uniibertroffenen Werth G, so wird sie eine Constante sein, 
nimlich den Werth G besitzen in ganzer Erstreckung von &. 
Nehmen wir nun an, die Fliche & sei eine endliche. Alsdann 
miissen, weil ® die Bedingungen (IT) erfiillt, mithin gleichmiissig 
stetig ist in Erstreckung dieser endlichen Fliche {, nothwendiger Weise 
auf I irgend welche Punkte existiren, in denen ein seiner Grdésse 
nach uniibertroffener Werth wirklich sich vorfindet. In Betreff dieser 
nothwendig existirenden Punkte sind nur zwei Fille denkbar: Ent- 
weder, irgend einer von ihnen liegt innerhalb I; alsdann wird 9, 
zufolge (1), eine Constante sein. Oder keiner von jenen Punkten liegt 
innerhalb ZT; alsdann werden sie simmtlich gelegen sein am Rande 


~ 


von {. Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 


+ Bd ccs Erfiillt eine Function ® auf einer endlichen Fliche & die 


Bedingungen (TT), und bezeichnet man mit G den grdéssten 
Werth, welchen sie am Rande von & besitzt, so sind nur 
zwei Fille méglich. Entweder ist ® eine Constante, mithin 
tiberall = G. Oder es finden die Formeln statt: 


? 0; < G, o,<G, 
wo unter den ¢ simmtliche Punkte innerhalb T, unter den s 
simmtliche Randpunkte von I zu verstehen sind. 


Erfiillt die Function ® die Bedingungen (TT) auf einer Fliche 
t, welche unendlich ist, so bedarf es, um zu einem analogen Resultat 
zu gelangen, einer etwas complicirteren Methode, welche gegenwirtig 
exponirt werden soll. 

Um einen in der Ebene ganz beliebig gewihlten Punkt m migen 
zwei Kreiserginzungsflichen construirt werden mit so grossen Radien, 
dass jede derselben vollstindig innerhalb T liegt, mithin Gleichés auch 
gilt von der durch Subtraction dieser beiden Flichen entstehenden 
Ringfliche R. Mit Bezug auf diese Ringfliche % sind verschiedene 
Moglichkeiten vorhanden : 

Erster Fall. ® ist auf X iiberall constant, etwa = C. Das arith- 
metische Mittel aller Werthe ®, welche vorhanden sind auf einer mit 


® concentrischen und innerhalb % liegenden Kreislinie, wird alsdann, 
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weil alle diese Werthe —C sind, ebenfalls = C sein. Von anderer 
Seite her (II. Satz) aber ergiebt sich, dass dieses arithmetische Mittel 
identisch sein muss mit der der Function ® zugehérigen Convergenz- 
constanten [. Somit folgt C—f. Bei Eintritt des hier betrachteten 
ersten Falles wird also der constante Werth von ® nothwendig = [I 
sein; und, da er vorhanden ist auf $, auch vorhanden sein auf der 
ganzen gegebenen Fliche { (VI. Satz). Nach Absonderung dieses 
ersten Falles sind daher nur noch folgende zwei Fille méglich: 


Zweiter Fall. Auf R ist ein Punkt vorhanden, in welchem ® 
um eine angebbare Zahl grésser als [ ist. 

Dritter Fall. Auf R existirt ein Punkt, in welchem ® um eine 
angebbare Zahl kleiner als [ ist. Alsdann wird auf einer mit St con- 
centrischen und durch diesen Punkt gehenden Kreislinie nothwendig 
ein gewisser zweiter Punkt vorhanden sein miissen, in welchem ® um 
eine angebbare Zahl grdsser als [ ist (III. Satz). 

Schliessen wir also, zur Erleichterung der weiteren Untersuchung, 
den ersten Fall, d. i. den Fall © = Const. —[ vollstiindig aus, so 
muss innerhalb T (némlich auf N) nothwendiger Weise irgend ein Punkt 
x existiren, in welchem der Werth von ® grésser als T ist. Dieser 
Werth mag bezeichnet werden mit 


(3) o%=—T+y7, 
wo also y eine bestimmte positive Zahl ist, verschieden von Null. 
Es sei 6 der Rand von {. Ferner sei @ eine mit sehr grossem 


Radius um 2 beschriebene Kreisperipherie, durch welche & in zwei 
Theile I’, TU” zerfiallt, von denen der erste eine von 6 und @ begrenzte 
endliche, den Punkt ~ in sich enthaltende Fliche repriisentirt, wiihrend 
der zweite eine «wnendliche Fliche repriisentirt, niimlich eine von @ 
begrenzte Kreisergiinzungsfliche darstellt. Die auf 6 nnd auf @ be- 
findlichen Punkte mégen mit s und p, ferner die innerhalb { und 
ipnerhalb &” befindlichen mit i’ und 7” bezeichnet sein. Dabei mag 
der Radius von @ so gross gewiihlt gedacht werden, dass die auf der 
Kreisergiinzungsfliiche £” vorhandenen Werthe ® von der Convergenz- 
constanten [ siimmtlich um weniger als y differiren, mithin den For- 
meln entsprechen: 


(4) Or <F +7, M<T+y7, 
wo y die bei (3) eingefiihrte positive Zahl sein soll. Dass eine der- 
artige Bestimmung des Radius von @ immer méglich ist, unterliegt 
keinem Zweifei, weil ® Geniige leistet den Bedingungen (TT). 

Der vorhin, in (2), gefundene Satz kann sofort in Anwendung 
gebracht werden auf die von 6 und @ begrenzte endliche Fiche &’. 
Ihm zufolge ergeben sich, wenn man den gréssten am Rande von T 


——— 
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(d. i. auf 6 und @) vorhandenen Werth von ® mit G bezeichnet, und 
beachtet, dass der Fall © = Const. excludirt ist, die Formeln: 


(5) o<G, O%<G, O<G. 

Da « ein specieller unter den Punkten ¢’ ist, so kann auf x in An- 
wendung gebracht werden die erste der Formeln (5). Hiedurch er- 
giebt sich: ©, < G, d. i. nach (3): [+y<G. Somit kann in 
den Formeln (4) die Grosse [ + y ersetzt werden durch G, wodurch 
sich ergiebt: 

(6) 0 <G, o, <G. 

Die Formeln (5), (6) zusammengestellt, erhilt man: 

r Oo; <G, o, <G, 

@) O-<G, O%<G. 


Die Punkte «’, 7”, p repriasentiren zusammengenommen sémtliche 
Punkte, die innerhalb der urspriinglich gegebenen Fliiche T iiber- 
haupt angebbar sind; sie mégen daher zusammengenommen bezeichnet 
werden mit ¢. Andrerseits repriisentiren die s stimmtliche Randpunkte 
von &. Die Formeln (7) kénnen also einfacher so dargestellt werden: 


(8) %<G, %<G. 


Die Grésse G reprisentirt, zufolge der ihr von Hause aus [bei (5)| 
zuertheilten Bedeutung, einen Werth, welchen die Function ® auf der 
Fliiche & wirklich besitzt, nimlich besitzt in irgend welchen Punkten 
der Curven 6, @. Aus den gegenwirtigen Formeln (8) folgt nun, 
dass dieser wirklich existirende Werth G nur auf o, d. i. nur am Rande 
von ¥ sich vorfindet, dass derselbe definirt werden kann als der grdsste 
unter den am Rande von & befindlichen Werthen, und dass derselbe 
alle innerhalb & befindlichen Werthe an Grosse tiberragt. 

Ziehen wir nun, um keine Liicke offen zu lassen, den bisher ex- 
cludirten Fall @ = Const. mit in Betracht, so gelangen wir zu fol- 
gendem Resultat. 


(D .... Erfillt eine Function ® auf einer wnendlichen Fliche 
< die Bedingungen (TT), und bezeichnet man den gréssten 
Werth, welchen ® am Rande von & besitzt, mit G, so sind 
nur zwei Fille méglich. Entweder ® ist eine Constante, mithin 
iiberall = G; alsdann wird [wie eo ipso klar ist] die Conver- 
genzconstante [ der Function ® ebenfalls —G sein. Oder 
es finden die Formeln statt 


Q; << G , , < G, 
die erstere giiltig fiir siimmtliche Punkte « innerhalb T, die 
letztere giiltig fiir alle Punkte s am Rande von &. 
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Die Ergebnisse (2) und (9) sind, wie man sieht, vollig gleich- 
lautend, nur beziiglich auf verschiedene Fliichen, und lassen sich also 
zusammenfassen zu einem einzigen Satze. Der so entstehende Satz 
kann nun sofort noch weiter vervollstiindigt werden. Erfiillt nimlich 
eine Function ® auf einer gegebenen (endlichen oder unendlichen) 
Flaiche & die Bedingungen (IT), so wird Gleiches offenbar auch gel- 
ten von der Function — 9. Ist mithin — K der grésste Werth, 
welchen — ® am Rande von Tf besitzt, so sind, zufolge (2) und (9), 
nur zwei Fille méglich. Entweder ist — ® constant, d. h. iiberall 
= — K. Oder es finden die Formeln statt: 


(10) —%,<—K, —9%,<— K, 
d. i. die Formeln: 
(11) %;> K, o,>K. 


Nun reprisentirt — K den gréssten Werth von — ® am Rande von fT. 
Folglich reprisentirt K den kleinsten Werth von ® selber am Rande 
von ~. Aus den Formeln (11) ist somit ersichtlich, dass der durch 
Zusammenfassung von (2) und (9) entstehende Satz erweitert werden 
kann zu folgendem allgemeineren Satze. 

VII. Satz. FErfiillt eine Function © auf einer beliebig gegebenen 
Fliiche = die Bedingungen (11), und bezeichnet man den grissten 
und den kleinsten Werth, welche ® am Rande von & besitzt, mit G 
und K, so sind nur zwei Falle méiglich: Entweder ist ® eine Con- 
stante, mithin iiberall = G= K. Oder es finden die Formeln statt: 

K<9<G, K<9,<G, 
wo unter i alle Punkte innerhalb T, unter den s alle Randpunkte von 
E zu verstehen sind. 
Die zweite von diesen beiden Fiillen kann, wie aus der Formel 
K<O;<G 

augenblicklich folgt, nur dann eintreten, wenn K < G ist, niemals 
aber dann, wenn K = G ist. Denkt man sich also irgend eine Func- 
tion ® gegeben, bei welcher K = G ist, so muss nothwendig der erste 
Fall stattfinden. Somit gelangt man zu folgendem Satz. 

VIII. Satz. Erfillt eine Function © auf einer beliebigen Fliche 
& die Bedingungen (11), und ist sie am Rande von & constant, = C, 
so wird sie diesen constanten Werth C auch besitzen in ganzer Er- 
streckung von &. 

Hieraus endlich ergiebt sich sofort noch folgendes Resultat. 

IX. Satz. Es kann jederzeit nur eine einzige Function ® existi- 
ren, welche auf einer gegebenen Fliche = die Bedingungen (11) erfiillt, 
und am Rande von & vorgeschriebene Werthe besitet. 

Andererseits liisst sich, falls die vorgeschriebenen Werthe liings 
des Randes gleichmiissig stetig sind, auch nachweisen, dass jederzeit 
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eine Function existirt, welche den eben gestellten Anforderungen 
entspricht. Mit voller Strenge kann dieser Nachweis dadurch gefiihrt 
werden, dass man die in Rede stehende Function, deren Existenz in 
Frage steht, wirklich aufstellt; und solches ist erreichbar durch Me- 
b thoden, die ich an einem andern Orte*) mitzutheilen begonnen habe, 
t auf welche ich aber hier nicht weiter eingehen will. 


§ 5. 
Untersuchung gewisser Functionen, welche den Charakter 
(TT) nur unvollstiindig besitzen. 


Beachtenswerth ist es, dass der VII. Satz auch noch giiltig ist 
fiir Functionen ®, welche die Bedingungen (IT) nicht in vollem Um- 
fange erfiillen. In der That soll gezeigt werden, dass jener Satz 
noch giiltig ist fiir soleche Functionen, welche folgenden Voraussetzun- 
gen (1), (2), (3) entsprechen: 


(3) wees Auf dem Rande der beliebig gegebenen Fliiche T befindet 
sich eine Anzahl einzelner Punkte a, in denen © vieldeutig 
ist, der Art, dass ® in jedem solchen Punkte a@ ein von end- 
lichen Grenzen eingeschlossenes stetig zusammenhiingendes 
Werthsystem ®,’...®,” besitzt, wo ®,’< ®,” sein mag. — 
Auf jedwedem Segment des Randes, welches keinen der Punkte 
a enthilt, ist hingegen ® cindeutig und gleichmiissig §stetig; 
auch findet solches dann noch statt, wenn das Segment einen 
4ler Punkte a zum Endpunkte hat, falls man nur im Punkte a 
siimmtliche Werthe des dort vorhandenen Systems ,’.... 0,” 
bis auf einen, der passend zu wihlen ist, bei Seite wirft. 


OD eds Denkt man sich durch Kreislinien, welche um die Punkte 
a mit irgend welchen Radien @ beschrieben sind, kleine mit 
jenen Punkten behaftete Flichentheile % von der gegebenen 
Fliche { abgesondert, so leistet die Function ® auf der iibrig 
bleibenden Fliche (T — XM) den Bedingungen (TT) jedes- 
mal Geniige, wie klein jene Radien g@ auch genommen sein 
moégen. 

. ao Fiir jeden Punkt a kann der Radius @ des zugehdérigen 
Flaichentheiles 1, mit Bezug auf ein blindlings gegehenes «, 

- so klein gemacht werden, dass siimmtliche auf % vorhandenen 

z Werthe ® ihrer Grésse nach sich befinden innerhalb des Gréssen- 

systems ®,’—é.... M,’-+ €, wo unter ®,’.... 0,” das in 


*) In den Berichten der Kgl. Siichs. Ges. der Wiss. Jahrgang 1870, Seite 49. 
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dem betrachteten Punkte @ vorhandene Werthsystem verstan- 
den werden soll. 

Denkt man sich siimmtliche Randpunkte von Z in zwei Katego- 
rien gesondert, die eine bestehend aus den Punkten a, die andere be- 
stehend aus allen von den @ verschiedenen Punkten b, so wird ® als 
eine Function zu bezeichnen sein, welche eindeutig ist in jedem Punkte 
b, vieldeutig in jedem Punkte a. Die'am Rande von & vorhandenen 
Werthe ® bilden somit alle zusammengenommen ein System, welches 
zusammengesetzt ist theils aus den einzeluen Werthen ,, die vor- 
handen sind in den b, theils aus den Werthsystemen ®,'.... ,”, 
die sich vorfinden in den a. Unter all’ diesen Randwerthen ® wird 
[wie aus den Voraussetzungen (1) folgt| einer existiren, welcher der 
grésste, ein anderer, welcher der Kleinste ist. Diese beiden mégen 
bezeichnet werden mit G und K. 

Bei der anzustellenden Untersuchuug mag nun, der Kinfachheit 
willen, der Fall ausgeschlossen werden, dass die Function ® eine Con- 
stante ist. Dass nimlich ® = Const. den Voraussetzungen (1), (2), (3) 
ebenfalls entspricht, unterliegt keinem Zweifel. Die in den a vor- 
handenen Werthsysteme ®,’....®,” concentriren sich in diesem Fall 
jedes zu einem einzigen Werth; so dass sich in diesem Fall die im 
Allgemeinen in den @ vorhandene Vieldeutigkeit von  specialisirt 
aur Kindeutigkeit. 

Es sei nun 7 ein beliebiger Punkt innerhalb T. Nachgewiesen 
soll werden, dass alsdann der in ¢ vorhandene Werth ; nothwendig 
kleiner als G und grésser als K ist. 

Es werde um é eine vollig innerhalb & liegende Kreisfliiche be- 
schrieben. Repriisentiren ®, und ®, den gréssten und kleinsten Werth, 
welchen ® am Rande der Kreisfliiche besitzt, und 2, y die Punkte, 
in denen diese Werthe sich vorfinden, so ergeben sich [weil der Fall 
® = Const. ausgeschlossen wurde] durch Anwendung des VII. Satzes 
die Formeln: 

(4) o, < 0; < o,. 

Jener Satz ist nimlich auf die construirte Kreisfliiche anwendbar, weil 
dieselbe vollstiindig innerhalb I liegt, mithin ® [wie aus der Voraus- 
setzung (2) folgt| auf dieser Fliiche die Bedingungen (TT) erfiillt. 

Wie klein nun auch die durch (4) constatirten Unterschiede der 
Gréssen 9,, O;, ©, sein mégen, nothwendig muss eine positive Groésse 
8 von solcher Kleinheit angebbar sein, dass neben den Formeln (4) 
gleichzeitig auch noch folgende Formeln stattfinden: 


(5) o,+5<%;<o,—0. 


Es werde jetzt die Fliche ({ — YY) construirt; und zwar mégen 
dabei die zur Anwendung kommenden Radien @ so klein genommen 
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werden, dass einerseits die Punkte y, i, x innerhalb der Fliche (J — TA) 
sich befinden, ausserdem aber auch noch andere Anforderungen be- 
friedigt werden. 

Ks soll nimlich, um zuniichst irgend einen der Punkte a ins Auge 
zu fassen, der Radius 9 fiir das zu a gehorige Flichenstiick % so klein 
sein, dass siimmtliche auf %{ vorhandenen Wérthe ® ihrer Grosse nach 
sich befinden innerhalb des Gréssensystems 
(6) e,— : ve Sage $. 

Dass ein solches g stets angebbar ist, ergiebt sich aus der in (3) ge- 
machten Voraussetzung. Das Groéssensystem (6) liegt seinerseits in 
Erstreckung des Gréssensystems 
(7) a. ; aes) G+, 
wie hervorgeht aus der fiir K und G gegebenen Definition. Simmt- 
liche auf % vorhandenen Werthe ® werden also, weil sie bei der in 
Rede stehenden Wahl von 9 innerhalb des Gréssensystems (6) liegen, 
auch innerhalb des Gréssensystems (7) sich befinden. — In analoger 
Weise soll der Radius 9 gewiihlt werden bei jedem andern Punkte a. 

Nehmen wir, nachdem die g in solcher Weise festgesetzt sind, 
alle Flichentheile & zusammen, so werden simmtliche auf diesen % 
vorhandenen Werthe ® sich befinden innerhalb des Gréssensystems (7). 
Gleiches gilt aber auch andererseits von den am Rande von { vor- 
handenen Werthen ®; denn diese befinden sich simmtlich in Er- 
streckung des Gréssensystems K ... G, folglich siimmtlich innerhalb 
des Gréssensystems (7). Gleiches gilt folglich auch von allen denjenigen 
Werthen ®,. welche sich befinden am Rande der Fliche (% — ZA); 
denn diese bestehen theils aus solechen, welche auf den YA (naimlich auf 
den Kreisriindern der %) befindlich sind, theils aus solchen, die sich 
vorfinden am Rande von f. 

Die Werthe, welche ® am Rande der Fliche (~ — XY) besitzt, 
modgen fiir den Augenblick bezeichnet werden mit ©’. Unter diesen 
Werthen ©’ muss sich, weil die Function ® auf der genannten Fliiche 
gleichmissig stetig ist | Voraussetzung (2)] einer befinden, welcher der 
grésste, ein andrer, welcher der kleinste ist; sie mégen heissen (’ 
und K’. Da nun eben gezeigt worden ist, dass siimmtliche ’ sich 
befintlen innerhalb des Gréssensystems (7), so werden innerhalb dieses 
Grésseusystems sich auch befinden G’ und K’. Somit ergeben sich 
die Formeln: 


(8) K—2.<K'<@<G+¢. 
Da die Function ® auf der Fliche (tT — YY) die Bedingun- 


gen (IT) erfiillt [Voraussetzung (2)], so kann auf diese Fliche der 
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VII. Satz angewandt werden. Ihm zufolge ergeben sich [weil der 
Fall © = Const. ausgeschlossen wurde] fiir die innerhalb (T — YY) 
befindlichen Punkte x, y die Formeln: 

(9) K’<%,, O<G@. 

Hieraus folgt mit Riicksicht auf (8) sofort: 

(10) K—S <0, %<G@+%. 

Nun werden offenbar die friiher gefundenen Formeln (5): 

(5>is) %, +09<9< 9%, —d 

in Richtigkeit bleiben, wenn man in ihnen statt ®, einen kleineren, 


statt ©, einen grésseren Werth substituirt, Derartige Werthe aber 
bieten sich dar in (10). Durch Substitution derselben folgt aus (5): 


(11) (x — *)4+8<0<(4+42)-2, 
& i: 
¢ é Y é 
(12) S+=— <Q <G— 7: 
Hieraus aber folgt, weil 0 eine positive Grosse bezeichuet, sofort: 
(13) K< 9, <G; 


und dies war die zu beweisende Behauptung. 

Bei unserer Untersuchung war der Fall ® = Const. der Einfach- 
heit willen ausgeschlossen worden. Ziehen wir, um keine Liicke offen 
zu lassen, diesen Fall jetzt nachtriiglich mit hinein, so gestaltet sich 
das erlangte Resultat folgendermassen. 

X. Satz. Erfiillt eine Function © auf einer beliebig gegebenen 
Fliiche = die Voraussetzungen (1), (2), (3) — angegeben auf Seite 
345 —, und bezeichnet man unter ihren Werthen am Rande von & 
den grissten mit G, den kleinsten mit K, so sind nur zwei Faille még- 
lich: Entweder ® ist eine Constante, mithin iiberall = G = K. 
Oder es finden die Formeln statt: 

K<9<G, K<9,<G, 
wo unter den i stimmtliche Punkte innerhalb &, unter den s stimmtliche 
Punkte am Rande von & zu verstehen sind. 


§ 6. 
Nachtriigliche Bemerkungen. 


In den hier durchgefiihrten Untersuchungen ist, wie man erkannt 
haben wird, mehrfach Gebrauch gemacht worden von einem Weier- 
strass’schen Satze, welcher bekannt wurde durch eine gelegentliche 
Aeusserung von Cantor (Borchardt’s Journal, Bd. 72, S. 141), und 
so lautet: 
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Eine im Intervall a .... 0b (inclusive der Grenzen) der 
reellen Verianderlichen x gegebene, stetige Function ® (2) 
erreicht das Maximum G der Werthe, welche sie annehmen 
kann, zum Mindesten fiir einen Werth x, der Verinderlichen, 
sodass ® (x,) = G ist. 

Zugleich ist bei den durchgefiihrten Untersuchungen vorausgesetzt, 
dass ein analoger Satz existirt fiir jede von zwei Argumenten, namlich 
von den rechtwinkligen Coordinaten x, y abhiingende Function 9 (z, y), 
sobald dieselbe stetig ist in Erstreckung eines gegebenen endlichen 
Gebietes der Ebene. 


Man iibersieht leicht, sei schliesslich noch bemerkt, dass im Ganzen 
tihnliche Definitionen, Deductionen und Siitze sich auffinden lassen mit 
Bezug auf den Raum, d. i. mit Bezug auf diejenigen Functionen, 
welche auftreten in der Theorie des Newton’schen Potentials. 





Leipzig, October 1870. 











Untersuchungen iiber die Bewegung eines Systems 
starrer Kérper.*) 


Von Cart Neumann in Letrpzic. 


Beliebig viele fortschreitende Geschwindigkeiten V und beliebig 
viele Winkelgeschwindigkeiten Q, welche fiir ein und denselben star- 
ren Kérper in simultaner Weise gegeben sind, lassen sich bekanntlich 
— welche Richtungen und Axen jene Geschwindigkeiten auch besitzen 
mégen — immer reduciren erstens auf eine einzige Winkelgeschwindig- 
keit @, deren Axe durch einen willkiirlich gegebenen Punkt 2 geht, 
zweitens auf eine einzige fortschreitende Geschwindigkeit v. 

Und zwar ist v identisch mit derjenigen Geschwindigkeit, welche 
der Punkt 2 besitzen wird in Folge all’ jener gegebenen Geschwindig- 
keiten V und Q zusammengenommen; wihrend andererseits @ iden- 
tisch ist mit derjenigen Winkelgeschwindigkeit, zu welcher die ge- 
gebenen Winkelgeschwindigkeiten Q sich zusammensetzen werden, 
sobald ihre Axen sich selber parallel nach x verschoben gedacht sind. 

Setzt man voraus, dass zum Punkte a der Schwerpunkt des Kor- 
pers gewahlt ist, und bezeichnet man die durch den Schwerpunkt 
gehenden Hauptaxen des Kérpers mit 1, 2, 3, so liisst sich die augen- 
blickliche lebendige Kraft T des Kérpers vermittelst der resultirenden 
Geschwindigkeiten v und @ in folgender Weise ausdriicken: 


2 

Hier sind @,, @,, @, die Componenten von @ nach den Axen 
1, 2, 3; ferner sind m,, m,, m, die diesen Axen entsprechenden Triig- 
heitsmomente des Kérpers; endlich ist m die Masse des Kérpers. 

Eine Deduction dieser Sitze vermittelst geometrischer Methoden 
diirfte als ein Umweg zu bezeichnen sein; denn man wiirde dabei ge- 
zwungen sein, ausser den Geschwindigkeiten selber gleichzeitig auch 
in Betracht zu ziehen diejenigen Bewegungen, welche diesen Geschwin- 
digkeiten, einzeln genommen, entsprechen. Auf mehr directem Wege 


*) Wiederholt aus den Berichten der Kgl. Siichs. Ges. d. Wiss. Jahrgang 
1869, Seite 132. 
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(und zugleich wohl auch in mehr iibersichtlicher Weise) kann man 
zu den Siitzen gelangen durch Anwendung naheliegender analytischer 
Methoden. — Ich habe mich im Vorstehenden bemiiht, diesen Siitzen 
diejenige Fassung zu geben, in welcher sie, bei der Behandlung einer 
grossen Anzahl mechanischer Probleme, am bequemsten verwendbar 
sind. Handelt es sich niintlich (wie z. B. beim Foucault’schen Pendel 
oder beim Fessel’schen Rotationsapparat) um die Bewegung eines 
Systems starrer Kérper, die durch irgend welche Angelpunkte oder 
Axen mit einander verbunden sind, so kann man mit Hiilfe der vor- 
stehenden Siitze die lebendige Kraft des Systems in einfachster Weise 
berechnen; und gelangt sodann, unter Anwendung des Hamilton’- 
schen Princips, sofort zu den erforderlichen Differentialgleichungen. 
Ich habe zwei derartige Probleme, welche bisher wohl noch nicht be- 
handelt sein diirften, einer niiheren Untersuchung unterworfen; und 
heabsichtige die erhaltenen Resultate, welche mir nicht ohne Interesse 
zu sein scheinen, hier kurz mitzutheilen. 


I, 


Es sei gegeben ein gewéhnliches Pendel, welches unter dem Ein- 
* fluss der Schwerkraft hin- und herschwingt um seine in festen Lagern 
ruhende horizontale Axe. Der pendelnde Koérper ist von beliebiger 
Gestalt; in seinem Innern befinde sich ein Hohlraum; im Innern des 
Hohlraumes befindet sich ein homogener Revolutionskérper, dessen geo- 
metrische Axe durch eine starre Linie repriisentirt ist, deren Enden 
fest eingefiigt sind in die innere Wandung des Hohlraumes; durch 
irgend welchen anfinglichen Stoss ist der Revolutionskérper um seine 
geometrische Axe in Rotation versetzt. Es soll der Einfluss untersucht 
werden, den dieser rotirende innere Kérper ausiibt auf die Schwin- 
gungen des Pendels. 

Bezeichnet man den Revolutionskérper kurzweg als Kern, und 
den iibrigen Theil des Pendels als Schale, so lassen sich die Resultate 
meiner Untersuchung folgendermassen zusammenfassen. 

1. Die Pendelschwingungen sind unabhiingig von der anfing- 
lichen Rotationsgeschwindigkeit des Kernes. Hingegen sind zu unter- 
scheiden: der Fall des relativ festen, und der des relativ beweglichen 
Kernes. Im ersteren Fall sollen Schale und Kern mit einander ver- 
bunden gedacht werden zu einem einzigen starren Kérper. Im letz- 
teren Fall hingegen ist der Kern frei beweglich um seine geometrische 
Axe; seine anfingliche Winkelgeschwindigkeit entweder Null, oder 
von irgend welchem Werth. 

2. Mag der Kern relativ fest oder relativ beweglich sein, das 
Gesetz der Pendelschwingungen wird immer denselben Charakter haben, 
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und nur einen Unterschied zeigen hinsichtlich der in ihm enthaltenen 
Constanten. Denkt man sich namlich den Kern zu Anfang relativ 
fest, und spiter erst relativ beweglich gemacht, so wird hiedurch in 
dem Gesetz der Pendelschwingungen eine Aenderung hervorgerufen 
. werden von genau derselben Art und Grosse, als wire das anfingliche 
Triagheitsmoment des Pendels vermindert um m, cos*k. Dabei ist unter 
m, das Trigheitsmoment des Kerns um seine geometrische Axe, ander- 
seits unter k derjenige Winkel zu verstehen, unter welchem diese Axe 
geneigt ist gegen die horizontale Pendelaxe. So z. B. ist, was sehr 
kleine Amplituden anbelangt, die Schwingungsdauer bei relativ festem 
Kern: 


Ty = 2) oy 


hingegen die bei relativ beweglichem Kern: 
MM, — my, cos? & 
Ts = x/™ gMk 

Hier ist g die Intensitiit der Schwerkraft; MZ die Masse des gan- 
zen Pendels (Schale und Kern zusammengenommen); Ff der Abstand, 
den der Schwerpunkt der Masse M von der Pendelaxe hat; endlich 
M., das Trigheitsmoment von M in Bezug auf die Pendelaxe. (Die 
geometrische Axe des Kernes ist mit 1, andrerseits die horizontale 
Pendelaxe mit x bezeichnet zu denken; hieraus erklirt sich die Wahl 
der Indices bei m, und M,.) 

3. Ist die Masse der Schale verschwindend klein gegen die Masse 
des Kernes, und die geometrische Axe des Kernes parallel zur Pendel- 
axe, so werden die Pendelschwingungen, im Falle der relativen Be- 
weglichkeit des Kernes, genau ebenso vor sich gehen, als wiire die 
ganze Masse des Pendels concentrirt in seinem Schwerpunkt. Mit 
andern Worten: Wir haben in diesem Fall ein Pendel vor uns, dessen 
Schwingungsmittelpunkt zusammenfallt mit dem Schwerpunkt. 


Il. 


In Bezug auf Gestalt und gegenseitige Verbindung der beiden 
Koérper, welche im Vorhergehenden als Kern und Schale bezeichnet 
sind, mégen die schon gemachten Voraussetzungen beibehalten werden. 
An Stelle der horizontalen Pendelaxe soll aber gegenwirtig gegeben 
sein eine im Raume unbewegliche vertikale Axe. Um diese soll die 
Schale frei beweglich sein; auch soll sie lings derselben empor- und 
hinabgleiten kénnen. Ausserdem mag angenommen werden, dass die 
Schale auf ihrer oberen Seite begrenzt ist von einer ebenen horizon- 
talen Flache. 
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Schale und Kern mégen dem Einfluss der Schwerkraft unter- 
worfen sein; sie mégen getragen werden durch eine Anzahl vertikaler 
Fiiden, welche siimmtlich gleich weit von der vertikalen Axe entfernt 
sind. Die unteren Enden dieser Fiiden sind angeheftet an der hori- 
zontalen Begrenzungsfliche der Schale, wihrend die oberen Enden 
befestigt sind an einer gegebenen horizontalen Ebene, die unbeweglich 
im Raume ist. 

So lange die Fiiden vertikal sind, befindet sich die Schale im 
Gleichgewicht. Denken wir uns aber die Schale durch eine Drehung 
um die vertikale Axe aus jener Gleichgewichtslage abgelenkt, so ge- 
rathen die Faden in geneigte Stellungen. Wird daher die Schale in 
einem solchen Augenblick sich selber iiberlassen, so wird sie unter 
dem Einfluss der Schwerkraft in Oscillationen gerathen, die verbunden 
sind mit einem abwechselnden Sinken und Steigen. — Diese Oscilla- 
tionen sollen untersucht werden fiir den Fall des relativ festen, nament- 
lich aber fiir den des relativ beweglichen Kernes. 

Die Resultate, zu welchen man bei diesem Probleme gelangt, 
sind analog mit denen, die sich beim Probleme des Pendels ergeben; 
sie lauten: 


, 1. Die Oscillationsbewegung des betrachteten Systems ist vollig 
unabhingig von der anfiinglichen Winkelgeschwindigkeit des Kernes. 


2. Das Gesetz der Oscillationsbewegung ist bei relativ beweg- 
lichem Kern dasselbe wie bei relativ festem Kern. Genauer ausgedriickt, 
jenes Gesetz zeigt bei einem Vergleich der genannten beiden Fiille 
keinen Unterschied in seinem Charakter, sondern nur einen Unter- 
schied hinsichtlich seiner Constanten. Denkt man sich nimlich den 
Kern zu Anfang relativ fest, und spiiter erst relativ beweglich gemacht, 
so wird hiedurch in dem Gesetz der Oscillationsbewegung eine Aen- 
derung hervorgerufen von genau derselben Art und Grésse, als wiire 
das anfingliche Triigheitsmoment des Systems (in Bezug auf die ver- 
tikale Axe) vermindert worden um m, cos?k. Dabei ist (ihnlich wie 
friiher) unter m, das Trigheitsmoment des Kerns in Bezug auf seine 
geometrische Axe, und unter / derjenige Winkel zu verstehen, unter 
welchem diese Axe gegen die vertikale Axe geneigt ist. 


3. Ist die Masse der Schale verschwindend klein gegen die des 
Kernes, und steht die Axe des Kernes vertikal, so werden die Oscilla- 
tionsbewegungen, im Falle eines relativ beweglichen Kernes, genau 
ebenso vor sich gehen, als wiire die ganze Masse des betrachteten 
Systemes concentrirt in seinem Schwerpunkt. — Hieraus erkennt man 
leicht, wie die Oscillationsbewegung sich gestalten wird, wenn zu den 
ebengenannten Voraussetzungen noch die hinzugefiigt wird, dass die 
Axe des Kernes zusammenfallen soll mit der Oscillationsaxe. Man 
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erkennt niimlich, dass der Schwerpunkt des Kernes alsdann in genau 
derselben Weise hinabsinken wird, wie ein frei beweglicher von der 
Schwerkraft getriebener materieller Punkt. Ferner erkennt man, dass 
diese Bewegung fortdauern wird bis zu dem Zeitaugenblick, wo der 
Schwerpunkt seine (aus der Natur der Aufhingung sich ergebende) 
tiefste Stelle erreicht hat. Wie aber von diesem Augenblick an die 
Bewegung sich weitergestalten wird, hingt wesentlich ab von der phy- 
sischen Beschaffenheit des betrachteten Systems, und kann mathema- 
tisch nur dann untersucht werden, wenn iiber diese physische Be- 
schaffenheit (namentlich iiber die Elasticitiit der Fiiden) bestimmte 
Voraussetzungen zu Grunde gelegt sind. — Ist iibrigens, um einen 
rein ideellen Fall zu betrachten, die Masse der Schale nicht nur ver- 
schwindend klein, sondern geradezu gleich Null, und sind gleichzeitig 
die Massen und die elastischen Kriifte der Fiiden, welche bisher nur 
als verschwindend klein betrachtet wurden, ebenfalls gleich Null, so 
wird die Schale in jenem Augenblick, wo der Schwerpunkt seine tiefste 
Stelle erreicht hat, véllig zur Ruhe kommen, wihrend der Kern seine 
augenblickliche Winkelgeschwindigkeit fiir immer beibehiilt. 


Leipzig, April 1869. 

















Ueber die Bildung der Resultante zweier Gleichungen. 


Von P. Gorpan in GIESSEN. 


Haben zwei Gleichungen: 


[= Gn 2 + Gy—12"-!'..... 

D = Oy” + Gm—12"—1..... 
eine Wurzel w gemein, dann findet zwischen den Coefficienten a,, 
(n—1 +++ @my &m—1... eine Relation: 

R=0 
_statt und die Potenzen von w verhalten sich, wie gewisse Functionen 
A, der Coefficienten 
. + ap2- tiie . ee aa eee 
Ll:w:w?:----=A,:A,:A,: 


Der Ausdruck FR heisst die Resultante der Gleichungen f und g. Die 
Gréssen A, verschwinden, wenn f und g mehr als eine Wurzel gemein 
haben. 


Das Problem der Elimination einer Unbekannten aus zwei Glei- 
chungen beruht im Wesentlichen auf der Bestimmung der Resultante 
Ri und der Gréssen A; es besitzt bereits eine reiche Literatur, deren 
wichtigste Resultate in Herrn Baltzers Determinantentheorie (3. Aufl., 
Seite 98 —125) zusammengestellt sind. — Auf 8. 102 und 112 der- 
selben wird die Resultante durch die Determinanten dargestellt: 


Uy A Mee ee ee ee ee | 
tty 
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a a, oT ae ee ee 


0 
0 ay @, . 


€n—1,0 €m—i.1 


R, =| 


| oo Coy 
In der letzten sind die Elemente ¢;, die Coefficienten des Ausdruckes 
(s. Seite 114): 
F (2, y) = 9 —9@) fy 


“7-8 = Lej,x'y*. 





Bezeichnet man die Unterdeterminanten der Determinante R, durch 
Rx und die Unterdeterminanten der Determinante RF, nach den Ele- 
menten ¢;, durch y;,, dann sind die Gréssen y;, gleichzeitig Unter- 
determinanten zweiter Ordnung von ft, und es bestehen, im Falle die 
Resultante R verschwindet, zur Bestimmung der gemeinsamen Wurzel 
w die Gleichungen (s. Seite 107, 109 und 113): 


l:w:w..... = Rio: Ri: Rig .... 

_ aR, aR, aR 

~~ @@) ° Oa, * Gag 

_ aR, aR, aR 

~ Oy” Om, * Oey 

= Vio: Vii = Vi2 ma 
Von diesen Proportionen wird nur die letztere hier angewandt werden, 
weil die Gréssen F;, , on und 23 von héherer Ordnung als die »;, 
sind und in ihnen daher iiberfliissige Factoren auftreten (siehe unten 
§ 4, F. XXIII und § 7, F. XIX). — Da die Berechnung der Resul- 
tante aus den Determinanten R, und RF, fusserst beschwerlich ist, so 
hat man versucht, andere Methoden zu ihrer Bestimmung ausfindig 
zu machen. Herr Cayley hat (Philosophical Transactions Bd. 147, 
pag. 703 und Bd. 158, pag. 173) die Resultanten von Gleichungen 
niederen Grades als Aggregate von Produkten ihrer Coefficienten dar- 
gestellt und Herr Clebsch hat (Crelle’s Journal Bd. 58, pag. 273) 
die Resultante einer Gleichung n'e" Grades und einer quadratischen 
Gleichung durch symbolische Produkte ausgedriickt. 

In der vorliegenden Untersuchung habe ich gezeigt, wie man die 
Klimination von x aus zwei Gleichungen auf eine Reihe von ein- 
facheren Operationen, den Uebereinanderschiebungen (vgl. § 1) zuriick- 
fiihren kann und diese Zurtickfiihrung bei Gleichungen bis zum 5' 
Grade incl. beispielsweise bewerkstelligt. Gleichzeitig habe ich die 
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Bildung der Resultante zweier Gleichungen. 


simultanen Covarianten aufgestellt, welche verschwinden, wenn die 
Gleichungen mehrere Wurzeln gemein haben. 


§ 1. 
Operationen. 


Es giebt vorziiglich 3 Operationen, deren man sich in der In- 

variantentheorie bedient, niimlich 
1. Die symbolische Rechnung resp. Bezeichnungsweise. 
2. Die Polarenbildung. 
3. Die Uebereinanderschiebung. 

Die symbolische Rechnung will ich als bekannt voraussetzen; es 
existiren bereits verschiedene Abhandlungen dariiber (u. And. Aron- 
hold, Crelle’s J. Bd. 55, Clebsch, Crelle’s J. Bd. 59), ich will 
daher nur einige einleitende Worte iiber die beiden anderen Opera- 
tionen vorausschicken. 

Man kann bekanntlich jede (homogene) Form: 

f= 4," + Gy 10," — 1, + Ay —9 04" 2 HQ? ©. + yy” 
symbolisch durch: 
(a, 2, + a,2,)" =a” 
darstellen, nur muss man schliesslich die symbolischen Produkte 
a,* a,"—* mittelst der Formel: 


Q a= ‘ , = > - = ies = wn =, (4% Ay" ~* = (") a*, a" —* 
durch die Coefficienten von f ersetzen. 

Wenn man die Form f » mal hinter einander nach den Variabeln 
« (4, und «,) differentiirt, die Incremente sodann dureh neue Variable 
y (y, und y,) ersetzt und durch die Zahl 

m-n—1l-n—2---n—u+] 

dividirt, dann entsteht eine neue Form, welche in den Variabeln a 
vom (2 — x)'*" und in den Variabeln y vom x'” Grade ist. Diese 
neue Form bezeichne ich durch [ix und nenne sie die x Polare von /; 
sie hat symbolisch den Werth: 


(MN) fy aay B05") ((ateag eat yea tyr, 
ist also nach F. (1) in die Reihe entwickelbar: 

n—%# un 
C79 
n 
( of . 


Aus je zwei Formen: 
f=a" und g=a" 
x « 


(I I 1) Lx = 21,1 +n =,* y,“ x," x—Aa Y” 1G — 


¢ 
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kann man die symbolischen Produkte bilden: 


we aS Gere ae... Se: 


« FE 


n a” 
a, . 





Dieselben sollen durch 3 
(IV) (fo)* a (a«)* a" n—x a-* 3 


bezeichnet und die n'* Uenibiliiistiaillinnens der Formen f und 
genannt werden. 


n—x# m—2z# 


Den peiahen Ausdruck (aa)*a2~*a"~ * erhilt man aus der 


LE eee 


x' Polare a’ ~ a, * dadurch, dass man die Variabeln y durch die Sym- 


bole « (y, durch «, und y, durch — a@,) ersetzt und sodann mit a” ~* 


multiplicirt. 
Entwickelt man in der Formel: 


(fp) =a, “a * (aay = {4,2 + aya }"—* {ey 2 $F yay fp" —* {ty ey — yf” 
die drei Factoren rechter Hand nach dem binomischen Lehrsatze, dann 
erhilt man die Formel: 


(f9)"=24,u,(—1)("5*) te (‘Jay Ag A—¥ GE FE R—Y GWEN op TM gy mtn te anf 


und wenn man die Ausdriicke: (VI 
a+" a,2—4—" und apre—*a.e—*—e+* 


durch ihre Werthe aus Formel (1) ersetzt: 
- iy ("> _ . - _ *) (*) 


O+tyOute—v4 
(")¢4"_.) 


Der Coefficient von #,¢—* #,"+"- *—@ in dieser Form hat den Werth: 


—"7) CIC ) | 


+7 Ou +x—v, / 


(/9)* = Liny etree, ee 8a ~ dp 


(1%), = —s 
4+ ey Re +x— ) 
wobei die Summe rechter Hand iiber alle Werte 2 uy auszudehnen ist, 
fiir welche 


A+u=o—x 


A+v=G6, 
dann erhilt man die Formel: 


Ppa FO BT BH CTV ECD 
welche, wenn man die Zahl: 


(V.) aI CPO dG d= 


durch C, bezeichnet, in die folgende iibergeht: 


ist. Setzt man: 











(ReneS 


Se 


inet} 


4 
2x--a—p ff 


“=~ 
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(V») (fo), _.= 2s (— 1)° Ge n m 

Cy") 
Sind die Grade m und » der Formen f und @ einander gleich, dann 
hat man die Gleichung (s. F. IV): 


(/p)" = (4,4, — a, 0)" = 2, O~ 1)" a,"a."—" a," ~ "a,", 


r . 7 by Gy _y 
(VI) (fo = 3 (— 1 0) 
Statt die Coefficienten (/)* mittelst der Formel V, zu berechnen, ist 

s 

es in den meisten Fiillen vortheilhafter, ein von Herrn Cayley (Phi- 
losophical Transactions vol. 146, pag. 104) angegebenes Recursions- 
veifahren einzuschlagen. Variirt man nimlich die Symbole a, a, «, a, 
und die Variabeln #, und a, der Art, dass: 

da,=a; da,=—a,; da,=—0; da,—a,; O1,—=—27,; d2,=—0 
ist, dann erhalten die iibrigen Ausdriicke folgende Variationen: 


Vil,) (9d. (%+ Ider, Oa,= (x + l)ay4i; Pa,=—0; da, =—0; I(aa)=0 
( 
| 


d(fo)* =0. 


. Aus der letzten derselben folgt, da: 


(fo)” an E (f)* ay? ayn te —r— 2x 
ist, die Gleichung: 
0 —= Xe {d (fp), 2," 2,°r*-*—" —— (fo)* 2 ig.=te —2xex—r-+1 \ 
und, wenn man darin die einzelnen Coefficienten gleich 0 setzt: 
i yore 
| 9 (fey. = (Foy 
| 0 (9) 4-n—2% = 0. 
Der Coefficient (fg); wird von Herrn Cayley ,,leading term“ ge- 
nannt; er hat den Werth: 
ay” —% a,” —2% (a a)* 


und liisst sich daher in die Reihe entwickeln: 


(VII, 


(/9y = = (— iy *(*) a,"a."*— v a,” —v a,” ~#+s 


Ore 
SF aie 


— — DD wcees me 
an > m—x+t1i-m—x+2 m—x-+y ie ah 


(VII) (foe =! ("") n . M—L seers n—v-+1 


3,(— 1)*- 


24% 
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Aus ihm lassen sich die iibrigen Coefficienten 


ee 
mittelst der Formel (VII,) der Reihe nach entwickeln. 


§ 2. 
Formen mit 2 Reihen Veriinderlicher. 

Ebenso wie biniire Formen, in denen nur eine Reihe von Varia- 
beln x, und 2, auftritt, kann man auch eine Form mit zwei Reihen 
Veriinderlicher x (a, and Ly) und 4 y (y, und y,) symbolisch darstellen. 

Die allgemeinste homogene Form in x und y ist: 

(1) F a Dix Cix x,'y,* L_*— ‘y,™ - * 
sie ist in den Variabeln 2 vom n'", in den y vom m'" Grade. Setzt 
man ene 


= (1%, + 12%)" (8, 42 + S24)" = 11S), 
dann muss man schliesslich die Produkte der Symbole r und s dureh 
die Coefficienten von F' ersetzen. Die hierzu ndthige Formel findet 
man mittelst der Relation: 
Lie Cin Ly1Y,* Lo" —*yQ"*—* == Zin (") (”) 7 °a,*0 2's." -*2,'9,* 2°92", 
2 iJ \n 2 3 NX 


aus welcher folgt, dass: 


n m . P 
(IL) Ce = (”) (”) 1", 8,” r*—* an—* 


ist. Ebenso wie sich nun alle Covarianten und Invarianten von f= 
durch symbolische Produkte darstellen lassen, in denen nur / darstel- 
lende Symbole vorkommen, so lassen sich alle Invarianten und Co- 


n 


nm 


varianten von f' = 7s durch symbolische Produkte darstellen, 
denen nur die Symbolenpaare rs vorkommen. Die einfachsten symbo- 
lischen Produkte dieser Art sind die Formen: 

rs (rs) i. oy (rs)?r8—*5" ney te ee 


ich will dieselben die Elementarcovarianten von F' nennen und durch 


(rs)* = r"—* ie 


bezeichnen. Desgleichen wn ich ihre Coefficienten durch (rs)*, 
so dass man hat: 


- —2 
(rs)* ~ Oe x 
f > +-x—2x-1 —\e : a 
rT id, ye a + ie ” ee was 


Die Anzahl dieser in der Entwickelung der Covariante (ys)* auf- 











(m- 


me 
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tretenden Coefficienten -ist m-—+ n—2x-+ 1. Ist, wie ich annehmen 
will, » >m, dann giebt es die m + 1 Covarianten: 


(rs)’ (rs)'.... (rs). 


Die Gesammtzahl ihrer Coefficienten ist: 





(m + 2 +1) + (m+ n—1) + (m+ n—3)... + (n— m+ 1) =(m+1) (+1), 


also gleich der Anzahl der Coefficienten ¢;, in F. Um sie durch 
letztere auszudriicken, entwickele man die Factoren des symbolischen 
Produktes : 


(rs)" 75 * sp" = (1,8. — 8,7, »)* (ry 7% + %2%)*~ * (3; t+ 8%)" ” 
nach dem binomischen Lehrsatze. Es wird dann: 
‘ x , x 
(rs) = 2;(— 1) (*) gf ats?—*r2-* 
‘ pm (*) rary ae *x—M 2°" x—m pot ri 8," 2," a” - o—" 2m ~-*%¥—¥ 


ae Zan, . (— 1) (7) (” a *) + ‘~e rite 8,7 ies antt—o—e xe Lyte 2x—" 


und wenn man 


ety=o At+pe= 


setzt: 


(9 = Feo DM EN Ora nnattenerg saya eaytayetante 


@—wu 
Aus dieser Formel erhilt man fiir die Coefficienten der Elementar- 
covariante (rs)* die Werthe: 


Ge — Zarate ng eag- tee (—t-H( CC POND 
und nach F. (II): 


(II) (rs)¥ = 3% (om eel 4 I, ae 
x*+e-—o 


on : ape . io - 
Fiir die Coefficienten der Elementarcovariante (rs)" = rs, erhilt man 
hieraus die Werthe: 


(IV) (v3), = ** (i) cm y (1) (G ) = Zoo. ¢-o» 


welche man iibrigens auch aus I’. (1) ableiten kann, wenn man 
darin y = & setzt. 

Niichst den Elementarcovarianten gehéren zu den einfachsten Cova- 
rianten von J’ diejenigen symbolischen Produkte, welche nur ein Sym- 
bolenpaar 7s enthalten, in denen aber zwei Reihen Variabelu x und 
y auftreten. Es sind dies die symbolischen Produkte 

—<. ests 


zu ihnen gehdrt die Form J’ = 1's" selbst. 
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Diese Covarianten (welche ich Polaren von F’ nenne) lassen sich 
in Reihen entwickeln, deren Glieder Polaren der Elementarcovarianten 
sind, multiplicirt in Potenzen der Determinante (xy). 

Beweis. 

Dieser Satz gilt offenbar fiir diejenigen symbolischen Produkte, 
welche den (symbolischen) Factor (rs) mmai enthalten, da dieselben 
Polaren der Elementarcovariante 

(rs)” a (rs)" re m 
sind. Beweist man ihn also fiir ein symbolisches Produkt: 
Y_ fpg\*X pt — 2 AA me - MM 
G = (rs) r, r Sy e, 
welches den Factor (rs) x mal enthilt unter der Annahme, er gelte 
bereits fiir diejenigen symbolischen Produkte, welche ihn mehr als 


x mal enthalten, dann gilt er allgemein. 
Die Form G ist nun eines der Glieder, welche bei der Bildung 


der Polare (rs)*, iis entstehen (vgl. Mathem. Ann. 2. Bd., 5. 252) und 


die Differenz G — (vs)*, +, ist em Aggregat symbolischer Produkte, 





welche den Factor (rs) mehr als x mal enthalten, also nach obiger 
Annahme durch Polaren der Elementarcovarianten ausdriickbar sind. 
Mithin gilt dies auch fiir G. 

Da die Producte von Polaren der Elementarcovarianten und Po- 
tenzen der Determinante (xy), deren Aggregat nach diesem Satze G 
wird, in den Variabeln # und y von denselben Graden wie (@ selbst 
sein miissen, also in den « vom Grade m-—+ »— 2% —A4—w und 
in den y vom Grade 4+ uw, so sind diese Glieder: 


\% -e\*% +1 wo\* +2 ae 
(78) ath (9 8) ate _,(%y) ( 8) ate _g(ty)*....-. 
und man hat eine Relation der Form: 


(V) G = 2, (rs) EA »(£y)' ; (n 
in welcher die Coefficienten ¢, numerische Werthe besitzen. 
Diese Coefficienten c, sind eindeutig. 
Beweis. 
Giibe es fiir die Covariante G mehrere Keihenentwickelungen 
dieser Art, dann bestiinde zwischen den Polaren der Elementarcovarian- 
ten eine Relation der Form: 


O= &, Ce 4, (rs)"4",_, (amy’ 


in welcher nicht siimmtliche numerische Coefficienten verschwinden. 
Ist Cg, der erst nicht verschwindende Coefficient, dann wird unsere 
Relation : 
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. \o+y 
2 Co+y OF eS +e~¢ —y¥ (xy)” = 0. 


Da fiir + = y diese Gleichung in C,4, = 0 iibergeht, so ist sie un- 
moglich. 

Fiir einige der symbolischen Produkte G haben die numerischen 
Coefficienten ¢ einfach ausdriickbare Werthe. Es sind dies zuniichst 
; diejenigen symbolischen Produkte G, welche weder den (symbolischen) 
Factor r,, noch den (symbolischen) Factor s, enthalten, nimlich die 





/ symbolischen Produkte: 

k —* a 

f G =(rs)* re" se"; 

‘ zu ihnen gehért die Form F' selbst. 

i Da die numerischen. Coefficienten c, in ihren Reihenentwickelun- 
gen von den Zahlen x und v abhiingen, so will ich sie durch c,—= F(x, v) 
bezeichnen. 

Die Reihe (V) wird dann: 
T x n—2z la x v 

(V1) (rs)* re —* s F (x, v) (rs) re | es 


Ich gehe an die ‘Selanieniinad der Coefficienten F(x, v). Setzt man 
in der Reihe (VI) « dann reducirt sie sich auf ihr Anfangsglied; 
‘es wird dann: 





(r s)*7" n—x ge? es F (x, 0) (rs)*; 

es ist also der erste Coefficient: 
(VII) F(x, 0)=1. 
Die iibrigen Coefficienten berechne ich dadurch, dass ich fiir ver- 
schiedené Zahlen x die Covarianten (s)"r) “s~” in Reihen ent- 
wickle und diese Reihen sodann miteinander vergleiche. 

Differentiirt man die Formel (VI) nach den Variabeln x und 
ersetzt die Incremente durch y, dann gelangt man zu der Gleichung: 


n — x) (rs)*re—*—*r s@—* = 3, (n — x — v) F(x, v) eee (xy)’, 


yy 


— 
> 
=> 


welche, wenn man nach y differentiirt und die Incremente durch « 
ersetzt, in die folgende iibergeht: 


(n — x) (rs)"r3—* sy —*+- (n — x) (m — x) (rs)*r—*—* ry sp?" 8, 
2, (n — x — ») (m — x—v+1) F(x, v) (r s)% t" _, (wy)’. 


Multiplicirt man nun die Formel (VI) mit (nm — x) (m —x-+ 1) und 
zieht sodann diese Formel ab, dann wird (wenn man mit (avy) dividirt): 


K —x#x—1 m—x—1 
(m — x) (n — x) (rs)*+1 7 s; 


= Lyv(m +n — v— 2x+ 1) F(x, v) — (xy)’—!. 
Vergleicht man diese Reihe mit derjenigen, welche aus (V1) da- 
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durch entsteht, dass man x um 1 vermehrt und v um 1 vermindert 
(was erlaubt ist), niimlich: 


apr 1 gu *—) 3 F(x +1, v—1) (r s)*t pare (xy)! 


y 
dann ergeben sich fiir die Coefficienten F(x, v) die Relationen: 
(VIIT) (m—x)(n—x) F(x +1,v—1)=v(m+n—v—2x+ 1) F(x, v). 
Fiir vy = 1 und 2 wird demnach: 


C7) 


F(x,1)= —_ 


ear ls 
\: ) (“") 


F(x, 2) = (meee 1 


SR ET 


Da nach Gleichung (VII1), welche man so schreiben kann: 


yen -- — “ (” MGs x— ') 
’ . v—l1 v—1 





F(x, v): m+n — 2x—v+1) = F(x+1,¥—1): ame tiie = 
v v—1 
- - *) : — *) 
das Verhiiltniss F'(x, v) : (" a sich nicht iindert, wenn 
v 


man gleichzeitig x um 1 vermehrt und v um 1 vermindert, so bleibt 
es auch constant, wenn man gleichzeitig x um eine beliebige Zahl 
(also auch v) vermehrt und v um dieselbe vermindert. Es ist daher 


auch: 
i i ee ‘warwie ares 
P(x, v): (tna an py +¥ v,0): Pr -2"% — ded: aiid 
v 0 1 
spre Ped (s. F. VII) 
ie os ‘ re % E *) (" : . 
: ‘ = 


er m—2x—vy+1\_ 
fa 
Trigt man diesen Werth statt F(x, v) in die Reihe (VI) ein, dann 
oD ? > 
gelangt man zu der Reihe 
- — *) (” — _ 
Vv v 


(1X) (rs)* 5. Cc = ay ("+ +. oe —e+1 (rs) m—%*—v (xy)’, 
v 
welche fiir « — 0 in die folgende iibergeht: 
(") (") 
PR 2 ena b i Om OW 
v 








F- 
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Beispiele. 

rz, =(rs), + 4 (rs) (wy) 

= (rs)p + (r8)y (wy) + 4 (rs)? (wy)? 
28) =(r8)y + § (rs)y (wy) +4 (rs) (ay)? 
r28y =(r3)e + 4 (rs)y (wy) + & (7s)* (ey)? 
rs Sy —_ (rs)yp +3 (rs), (xy) + #5 (rs), (xy)’+ 4(rs)*(wy)’ 

sy =(r3)p + P(rs)p (wy) + $ (75) Coy)?-++ 2 (rs)* (wy)? 
ra Sy = (r8)y + 2 (18) (wy) + F (r8)ewy)?+$ (78)y(oy)?+ 4 (rs)'(wy)'. 
Die Formel (X) lehrt, dass, wie die Formen (rs)* als Covarianten der 
Form F' angesehen wurden, umgekehrt diese Form eine simultane 





SI ALT 


Covariante der Formen (rs)” ist und dass daher alle Covarianten 
und Invarianten von J’ simultane Covarianten und Invarianten der 
Formen (rs)* sind. Sie als solche darzustellen, ist das wesentlichste 
| Ziel dieser Betrachtungen. Zuniichst kann man die Coefficienten ¢; , 
in J’ linear durch die Coefficienten der Elementar-Covarianten aus- 





driicken. Zu dem Ende entwickle man die Factoren (78) m—y und 
‘(vy)’ in Reihen, welche nach Potenzen von den Variabeln x und y 
fortschreiten, und trage diese entwickelten Werthe in Formel (X) ein. 
Nach § 1. Formel (III) ist: 


! ee os 


(rs); eds = Lin e + ee ches } 


(rs)a+p 2%, Aye: x. oot m ie 


ferner ist: 
(xy)” = (L, Yo — Yj 2)" = 2x (”) (— 1)* &* y.* x." *y,"—*, 
| mithin nach Formel (X): 


, MOC. ICO 


7— + bBbes She : x UA yy MV yp n— #1 yy mV — Fe 
I ete En — 741) (wpa) I(r SD ity” n #2 Yr 


A+ 
Setzt man in dieser Entwicklung auf beiden Seiten die Coefficienten 
gleich hoher Potenzen von # und y einander gleich, dann wird (vgl. 


§ 2. Formel 1) 
- (") oa — ”) Ee: — "\?(— 1 a 
, Cp, q = C = a — ) (rs) 
; Pg = Cad, py—a = (te—e +i see i alia 
v A+ 
wo die Summe rechts iiber alle Werthe x, 4, uw, v auszudehnen ist, 


welche den Gleichungen geniigen: 


p=x+aAa 











q=utrv—*. 
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Triigt man hieraus die Werthe von 2 und w in unsere Relation ein, 
dann erhilt man die Formel: 
m n m—vwv nwo ¢ 
es. on COGIIELIOLT 
P» 4 sel ore ') ly — _ 
p+qa—» 

welche mit den Formeln (III) und (IV) § 2. iibereinstimmen muss. 
In dem Werthe von ¢,,, kommen nur Coefficienten vor, welche von 
der Summe der Indices abhingen, so dass alle Coefficienten c,,, bei 





(9) p40—0 


denen diese Summe constant ist, von denselben Coefficienten (rs)’ 


abhiingen. Diese letzteren Coefficienten sind vollig von einander un- 
abhingig. 

Die Formel (X) ist mehrerer Anwendungen fihig, von denen ich 
jedoch nur die wichtigsten beiden hier erwiihnen will. 

Ist P irgend ein symbolisches Product, in welchem (unter Anderem) 


die Variabeln x und y vorkommen, die ersteren im m'" Grade, die 
letzteren im m'” Grade. Man kann dann P = 1? s setzen und erhiilt 
fiir die Elementar -Covarianten (rs)” symbolische Produkte, welche eine 
Reihe Variabeln weniger enthalten als P. Somit ist P ein Aggregat 
von Polaren solcher Covarianten. 

Kine zweite Anwendung von Formel (X) betrifft die Zuriickfiihrung 
symbolischer Producte auf Uebereinanderschiebungen. Ersetzt man in 
ihr die Variabele y durch die Symbole O(y, durch 0,, y, durch — O,) 


einer Form © = 0? und multiplicirt man dann mit 0?~”, dann ge- 


langt man zu der Formel: 
OOeYN 


(XI) QL "1, 60)" = 2, ‘ieee ((rs)’, 9) 

Die Formel (X) und somit auch die Formel (X11) lisst sich durch eine 
allgemeinere ersetzen. Differentiirt man niimlich Formel (X) 4 Male 
hintereinander nach den Variabeln x und ersetzt die Incremente durch 
die y, dann entsteht die Formel: 


m\ (n— i 
(XITT) " “hike ie sy = 2, weet : - (rs). ym—vopa (wy)” 


und wenn man wieder die y durch die Symbole © ersetzt: 


conta EIEN Gey ay 


(XIV) (r0)#(s0)" r"~*0 


Diese Formel dient urspriinglich dazu, symbolische Produkte als 
Aggregate von Uebereinanderschiebungen darzustellen; man kann sie 








_—e = 


= 
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indess dazu benutzen, zwischen den letzteren lineare Relationen her- 
zustellen, indem man dasselbe symbolische Product nach verschiedenen 
Arten in Reihen von Uebereinanderschiebungen entwickelt. 


§ 3. 
Symmetrische Formen mit 2 Reihen Veriinderlicher. 
Von besonderer Wichtigkeit sind diejenigen Kormen: 
(1) F =z 7 s" a Zein Z,! y,* aP-* ge —% 
welche sich nicht indern, wenn man die Variabeln « und y mit ein- 
ander vertauscht. Ist J’ eine solche symmetrische Form, dann be- 





. : , \s ms - men 1 : 
stehen zwischen ihren (x -+ 1)* Coefficienten die ms Relationen : 
(II) Cin = Cri, 

’ t-n 2 : eee : : 
so dass nur = +? unter ihnen unabhiingig von einander ‘sind. 
Da fiir diese Formen I’ 
n mt n n 
YS ==f 8 , 
v 4 yY & 


so darf man in jedem symbolischen Producte, in welchem ein Sym- 
holenpaar rs vorkommt, welches J’ darstellt, diene Symbole mit ein- 
ander vertauschen. Diejenigen Elementar -Covarianten 


(ay mo" (ray, 
fiir welche die Zahl v ungerade ist, iindern bei dieser Vertauschung 
ihr Vorzeichen und sind daher identisch 0. 

In den Reihen (X) und (XIII) des § 2. darf man daher die un- 
geraden Glieder weglassen und sie in der Form schreiben: 


@) GY) 


(111) EAE anna diy Oem Co) 


C20 Q) 


(IV) ce sian: i Ce (rs), pta—2y (2Y) 


2y 


2” 


Die Elementar-Covarianten (rs)° .(rs)’ ... (rs)?” hesitzen zusammen 
> Las a Coefficienten, sie hiingen mit diesen durch die Relationen 
zusammen : 
(V) (rapt = Be et tae Ey (— 1a 2 Ce) ysl: $ 2. 
Ow 2G A2| vet 8: 
(V1) (+8) = 2, 6, e—e | WI wv. 
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und: (vgl. Formel XT) 


@) GO) 


‘ve i le iy (15) ¢—2» 2 ay saath <P "\(— 1)*, 


welche sich auf einander zuriickfiihren lassen. 

Die symmetrischen Formen F' besitzen eine Anzahl Covarianten, 
welche sich ebenso wie F’ selbst nach Polaren von Elementar-Cova- 
rianten mit einfach ausdriickbaren Coefficienten entwickeln lassen; 
nimlich die Polaren: 


P=(rs)*r? p—x oe q—* 


a: (wo p+ q =n ist) 
und: 


Q=r,1z, .. Vx», Sx,Sary ++ Sy + 


Die Reihe, in welche die Covariante P entwickelbar ist, hat die Form: 


(VIII) (rs)** * 3g? —* y! — 2 Cc” es x, F (x, v) (rs)***?" * (ay)’” ‘ 


z y yI—2e—2 
In derselben bedeuten die Gréssen F'(x, v) numerische Coefficienten, 
welche ich in derselben Weise, wie bei der obigen Aufgabe berechnen 
will. Fiir 2 = y wird: 
oe) *% 22H m—2e ao 2% 
(rs) rr, Ss. = F(x, 0) (rs) 
also 


(IX) F(x, 0)=1. 

Um die iibrigen Coefficienten zu berechnen, differentiire man die Formel 
(VIL) nach den Variabeln x und ersetze die Incremente durch y. Man 
erhilt so die Formel: 


2(p— x) (r 8)" x? .p—x—l1 rer anng a x 


—= ay 2(p — Bo v) F(x, v) (15) 3 9-ax—ov41 (xy) 


welche, wenn man nach den Variabeln y differentiirt und die Incre- 
meute durch x ersetzt, in die folgende Gleichung tibergeht: 
2(p — x) (q — x + 1) (rs)* .. __ a 


+ 2(p r x) (q al x) (rs)* 0s ” iia Silat gi * + 


y y 
= 3, 2(p — x —v) (2g—2x —2v+ 1) F(x, v) (rs)”* Biss ., (ay) 


Zieht man von derselben die Formel (VIII) ab, nachdem man diese 
letztere mit der Zahl 2(p — x) (2g — 2% + 1) multiplicirt hat, dann 
erhilt man die Reihe: 


(p— x) (q— x) (rte PA gt eA" (ey) 


= — 23, v(2n —4x — 2v+ 1) Ft, v) cet (ay)”. 


yi 2e—2y 











F(a 
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Ersetzt man hingegen in Formel (VIII) die Buchstaben x und » durch 
x-+ 1 und y—1, dann wird: 


2 2 —x—1 —x—1 —z-—1 —x—1 
(rs)"F? yr? yr! st 


y y 


— 4 F(x + 1, iui 1) (rs)*=**” (ay) —*. 


y2I—2x—2y 
Vergleicht man in beiden die Coefficienten, dann erhilt man die Re- 
lation: 
(p — *)(q— x) F(x +1, v—1) = — 2v(2n — 4x —2y+ 1) F(x, r), 
welche man auch in der Form schreiben kann: 
p—x*\ (q—* . 
V!PTVEL VCH 
n—4n—2v+1-2n—4u—2y—1---2n—4u —47 +3 
—x—1\(q—*«—-1 
5 OIC eet ee 
—EO+1e— ): C—O eo ee ee 
Das Verhiiltniss des Coefficienten F(x, v) zu dem Bruche 
p—*\ (4a—% — 
vt ( v )( v \-h 
2n—4u — 2vy-+1-2n—4u —2y—1---2n—4u—4y+3 
iindert sich also nicht, wenn man v um 1 vermindert und gleichzeitig 


Pp 
8, 





E(x, v): : 








-x um 1 vermehrt; es iindert sich daher auch nicht, wenn man x um 


F(x, 


(rs) "9? zx 2-28 2-8 Y-# 


(X) 


eine beliebige Zahl (also auch v) vermehrt und v um dieselbe ver- 
mindert. So erhilt man die aaa 


p—x\ (a—x p—x—v\/q—x—9 
v! C- ) r. ) - — Fl 0 (? 0 0 ) 
v): 2n— meron oP Pa (x +¥,0): Bute: 
und mam hat daher: 
‘p—x\ (q —%* 
a Pe 
2n —4x—2v+1-2n — 4x — 2y—1----2n—4n — 4943 
und, wenn man diesen Werth in Formel (VIII) eintrigt: 
a— x 2x%-+-2y , 
(— 4) v! 2 _ *) (rs); ———— 
x y om eer 2n—4u—2y—1- --2n—4n—494+3 
Kiir x =O erhilt man die Reihe: 


(— av /(°) 2 (s),29— 2» (wy) 


F(x, v) = 








pP oP of of 
r? s = 
a Fa Ny Sy +, 2n —2v-+1-2n —2y—1-2n—2Qy—38----2n—47943_ 
Schreibt man sie in der Form: 
P oP 4 7 ‘ 2y 2 
reser s) = 2 (— lyre, (rs) oo42» (xy) 


dann ist: 


2) 3) @ 
= 1 = == 1 == 3 a . — een 
I “ 2 aa * 22n—3-29n—5 3 4 Qn—5-2n—7-2n—9 


=1: 


l 






| 








Gy, é 
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Beispiele. 


1282 %ySy = (v8) — § (rs)? (ay)? 
reSatySy = (rs) — $ (rs) (wy)? 
ae naee 0 te Oe 3 eee 
re Sey, = (rs) — 3% (rs)* (wy)?. 


Ersetzt man in Formel (x). die Variabeln y, wie diess im vorigen § 
geschehen ist, durch die Symbole # einer Form # = #*, dann erhiilt 
man die Formel: 


(XI) r2s? a —*4 (v9)! (88)! = 3, (— 1)" e [(rs)”", af ”” 


mittelst deren sich symbolische Producte durch Uebereinanderschiebungen 
ausdriicken Jassen. 
Beispiele. 
ow? rs (vr) (8%) =[(rs)’, a7 — 4 @. (rs)? 
."s 8 P(r ®) (sd?) = [(rs)°, a} —1 @.(rs)’ 
af "1,8, (PO) (98)*= [(rs)", O]' — 3 [Os)', OF + ahs) 
af "1,8, (r®) (8%) =[(rs)", O]'— ers)". 
Um die Covariante: 
Q = 12,1 2,02 +++ Vy Sx, Say +++ Sry 
in eine Reihe von Polaren zu entwickeln, gehe man von der Reihe 
(XII) fiir 72s aus und differentiire dieselbe m Male nach den Variabeln 


x und Male nach den Variabeln y. Die Incremente ersetze man 
sowohl das eine wie das andere Mal durch die neuen Variabeln #, 7, %, .. Xp. 

Links erhiilt man dann die Covariante Q@ und rechts ein Aggregat 
von Polaren der Form: 


sae (r3)s, Fa °° a 


in welcher die Zahlen 


i Xi a 7 Xi ) ee («i 
2n—4y+1 2n—4 +2, 2n—41-+3 2n—4 9-4 2n— 


4, % ty -oo tan 


eine Permutation der Zahlen 


J 3 PAS ee Pee 
bedeuten. 

Da die Covariante Q in Bezug auf die Variabelen « symmetrisch 
ist, so werden in unsrer Reihe alle diejenigen Glieder, welche durch 
Vertauschung der Variabeln in einander iibergehen, mit demselben 
Coefficienten behaftet sein. Bezeichnet man daher die Summe der 
Glieder, welche aus G,; durch Vertauschung der x entstehen, durch 
H,; = XG,;, dann hat die Reihe fiir Q die Form: a 
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(XIT) Q = 2X¢,; H,;. 
In der Summe H,; = 2G,; verschwinden nun zuvorderst alle diejenigen 
Glieder, bei denen die in demselben Klammerfactor auftretenden In- 
dices ig und ig denselben Werth haben. Fasst man von den iibrigen 
Gliedern von H,; je 2 zusammen, welche den Klammerfactor (x, 2,) 
gemeinsam haben und ifi einander iibergehn, wenn man die Variabeln 
“q und 2; mit einander vertauscht, dann ergeben sich Glieder, welche 
diesen Factor quadratisch haben. Wendet man dieses Verfahren auf 
alle Klammerfactoren an, dann erhilt man schliesslich in H,; nur 
Glieder, welche nur quadratische Klammerfactoren besitzen, also Glieder 
der Form: 


wo die Zahlen x, x, ...%, eine Permutation der Zahlen 12..n be- 
deuten. Bildet man alle verschiedenen Glieder, welche aus K,; durch 
Vertauschung der Variabeln entstehen und summirt sie, dann erhiilt 
man bis auf einen numerischen Factor H,,. 

Somit kann man die Covariante Q@ in eine Reihe der Form ent- 
wickeln: 
(XU) Q= 2, C, 2 K,;. 


‘In derselben ist Alles bis auf die numerischen Coefficienten C, be- 


kannt. 

Um dieselben zu berechnen, setze man in Formel (XIII) p der 
Variabeln etwa a,2,...%, gleich x und die iibrigen » — p = q also 
Lp+1Lp+2-.%, gleich y. Von den Gliedern der Summe 2; K,; ver- 
schwinden dann diejenigen , welche eine Determinante (791s) als Factor 
enthalten, bei der beide Indices go der Zahlenreihe 1 2 .. p oder beide 
der Zahlenreihe p+ 1, p+ 2... angehdren. Es bleiben also nur 
Jiejenigen K,; tibrig, bei denen fiir siimmtliche Klammerfactoren (15) 
der eine Index @ der Zahlenreihe 12... und der andere Index o der 
Zahlenreihe p+ 1, p+ 2... angehort. 

Diese Producte K,; haben den Werth: 


(78) ,20 —2y (# y) : 
und ihre Anzahl ist @ ) (‘) v ! so dass: 
2K; = (?) () v! ("3),20—2 (wy) 


wird. Da @ in den Ausdruck r? s? + 
Gleichung: 


4, si tibergeht, so erhilt man die 


y 


vs ee “ s’ = >, C0, @) @) vf (rs)? s2q— 20 (29) 
Nach F. (X) ist nun aber: 


2 2 
&. x Ho oe (2. x. 
—v41? *, yaa) ( *n—v+3? wee ( *n-1? 
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P oP 49 mews 2: ee Sie , 
“445° aces Go 23 Bee 2n—4y+3? 
mithin haben die Coefficienten C, die Werthe: 

0, = —¥ ie, 
oj 2n—2yv+1-2n—2yv—1-2n—2v-y3------ Q2n—47+3 ’ 
Trigt man sie in F. (XIII) ein, dann wird: 
(XIV) Tx, Va, Vay ** Vxy_ Sx, Sx, ** Say 
v —\2¥ 
_ (rs . 2. x ¥ 
: ( 4) Zr) 2 a,t oo op (Pin 20-40? oar” *(# in—1’ v;,) 
om 2 2n —2y+1-2n —2y—1-------- Qn—4v9+3 °&#& ? 


in welcher Gleichung die Summe 2; iiber alle diejenigen Permutatio- 
nen @,, i,.-.% der Zahlen 1, 2...m auszudehnen ist, welche ver- 
schiedene Glieder liefern. Die einzelnen Coefficienten C, haben die 


Werthe: 
G=1; O=,—3; 4=—_—+ : G== SR hasitin soackgid 


2n—1? 2n—3-2n—5 2n—5-2n—7-2n—9 
Beispiele. 
Vx) V2,V 2,52, Sx, 52, = (rs) 22222 — 10 {() SO (2 #3)” + (rs 3) (#3 %)° + (rs) See (ay 2 J 
(rs) 2xe (524) 
(18) 205 (ay) 


(rs)z 222 (7,23)? (a, %y)* (%a,) 
Ve, x, Vr, Vx, Sx, Sx, Sx, Sx, — (rs) p2a2a,2x2 wie 3 (18) 2,2052 (x, x,)* + slo (rs)* (a, X3)* (x, x,)° ° 

—)2 , = ; 

(rs)n202 (a %3)* (4, 4)" (a, #5)? 





(rs) nt ay (%L,)? 


§ 4. 
Die Resultante zweier Formen gleichen Grades. 


Bei der Berechnung der Resultante R der Formen n'" Grades: 
f = 4%," + Gy—12%,"—'12_ + G,~22,"— 72,7... 
P = Gig," +- Wy — 12," —12q + Wy 2%," —* 2,7... 
gehe ich von den von Herrn Cayley gegebenen (Crelle’s J. Bd. 53, 
pag. 366) und in Herrn Baltzer’s Determinantentheorie 3. Aufl., 
pag. 114 reproducirten Methoden aus, stelle sodann sowohl & als auch 
seine Variationen 0R,-d,R... als symbolische Produkte dar und leite 
endlich vermittelst dieser Darstellung einige Siitze iiber die Resul- 
tante ab. Herr Cayley betrachtet die in Bezug auf die Variabeln- 
paare x und y symmetrische Form: 











































ay \2 
gt 1) 


a Bq)’ 


173)° 
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. 


: a f-9r—O't i=n-1x=n—1 ; ; 
lis , (wy) sas fa a lad Ne 
ich will dieselbe im Folgenden Cayley’sche Form nennen; sie ver- 
schwindet, welche Werthe man auch den Variabeln y ertheile, fiir 
diejenigen Werthe der x, welche den Gleichungen: 

f=0 ud go=0 
gleichzeitig geniigen; mithin verschwinden fiir diese Werthe auch die 
Coefficienten der einzelnen Potenzen der y, nimlich die Ausdriicke: 

#=0 


ihre Determinante: 
(II) Rae B+ Coney «>» Comp a—t 
ist die Resultante der Formen f und g. Haben dieselben einen ge- 


meinsamen Factor 2, @, — 2,@, == (xm), dann verschwindet die Deter- 
a? = 2 ? 


@, 


minante R und die Potenzen des Bruches = verhalten sich wie die 


2 
Unterdeterminanten von ft, welche ich mit Herrn Baltzer durch ;, 
bezeichnen will. Ks besteht also die Proportion: 


; ; ‘ = (2): =); =) (27°, 
Yoo? Yor > Vir + + * 2? Pn—1, n—-1 = ee Ed me : . : 


aus ihr folgt, dass diejenigen Unterdeterminanten y;, einander gleich 
sind, bei denen die Summe der Indices ¢ + x denselben Werth besitzt. 
Man kann daher die Gréssen y;, auch durch y;4, bezeichnen (vgl. 
Baltzer’s Determinantentheorie) und die obige Proportion in der 
Form schreiben: 

Voi My: Yo! +! Yon 9 == 0," co,2"—2 ; 9, «9,2"—3 ; 0,2 ,2"—! “eRe @,2"- 2 @," 
oder durch: 

(IIT) @,7@,2"—2—7 == yyy, | 
wobei g einen Proportionalitiitsfactor bedeutet. — Da w den Gleichun- 


gen geniigt: 
f (@) = Gn,” + Gy — 1," ~ 1 Gy $f An — 2," —* Dy? + > + + + =0, 
@ (@) = iy 0," + Oey — 10," 2, Fy —20y"2 2» + -- =O, 
so bestehen auch die Identititen: 
{@n Yatyr + An —1Yn+r—1 + Gn—1Ya+r-2°°°° = 0 
(IV) 
On Yan+r + On —1Yn+r—1 + Qn—~2Ynt+rv—-2°° °° = 0, 
wenn man darin fiir v eine der Zahlen 
6.1 £.3...“e2 


einsetzt. Dieselben gelten, wenn die Resultante R verschwindet: 
mithin sind die Ausdriicke auf der linken Seite durch F theilbar. 
Da diese Ausdriicke in den Coefficienten von niederer Ordnung als R 
25 
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sind, so kann dies nur stattfinden, wenn sie stets verschwinden, Die 
Formeln (IV) gelten daher auch dann, wenn man die Voraussetzung 
R = 0 fallen liisst. 
Die Formeln (IIT) erhalten (Jacobi, Crelle’s J. 15. Bd. pag. 107) 
eine zweckmiissigere Form, wenn man die Covariante: 
i=ax—1 x=n—1 . 
Oe Re AC ew | ee 


i1=2n— 


2 g 
a 2 (—1) ~e * ya 2,2"—2-2 4,4 <= O 


durch: 
6 = G..—2 2,**-* -- O3.—32%,7"*—* 2, +- Oo, = —- 4 a," ay 


bezeichnet, also: 


an —2 
(VI) (—1¥(?"—*) 72 = Onno 2 
setzt; man kann sie dann in die eine zusammenfassen: 
(VII) g9 = (4, @, — %,0,)?"—? = (a@)Pn—? 
und die Determinante R mittelst der Formeln: 
i—n—1x=—n—1!1 A=2n—2 
(VIL) nk = = = Ciz Vix Ze 2 Va 256i, a—i 
=6 2=0 4=0 
A=2n—2 (— 1 
= im 72n — 8) Oen—2—2 2; Ci, ai 
4a 


aus ihren Unterdeterminanten resp. den Coefficienten der Form © be- 
rechnen. 
Haben die Formen f und g mehr als einen Factor gemeinsam, 
dann verschwinden die Unterdeterminanten y, identisch, also auch die 
‘ ‘ . F , ‘ oR re 
Covariante 9, die partiellen Differentialquotienten — und die Varia- 
ix 


tion der Resultante: 





e oR : =e —1 a . =2n—2 om 
OR = 2x5 Ge,.= FZ 2 Vix OC, = a Vi 02; ¢;,a—i 
OC;, ix=0 #0 4=0 
A=2n—2 - 1) ee 
= ~ (2*—3) O2n—2-2902;6;,2~: 
a 
fiir beliebige Werthe der Incremente d¢;,. — Haben die kormen / 


und @ mehr als zwei Factoren gemein, dann verschwindet ausser I 
und 0 die zweite Variation der Resultante: 


02k 
0,R = 234 See 0G Ore 
2 ix —i'x . a iz vx'- 
OC, * Cozy 
Haben sie mehr als 3 Factoren gemein, dann verschwindet ausserdem 
die 3 Variation u. s. w.; haben sie endlich siimmtliche » Wutzeln 
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. gemein, dann verschwindet die (n — 1) Variation 0,_:R, d. h. es 
y verschwinden alle Elemente ¢;,. 
Um die Resultante durch ein symbolisches Produkt darzustellen, 
) bezeichne ich die Form F' symbolisch durch (vgl. § 2): 
Fm (r 2, $7 ar)" -1 (9 y, + 9y, Je 
(X) = (7, a, + 7, x)" —* (5,9 y, + 5,%y.)"—1.... 
= i. a -—7 . Py = —<. ey eons 


Hierdurch erhilt man die folgenden symbolischen Ausdriicke fiir die 
Coefficienten ¢;, und die Resultante R [vgl. § 2, F. (ID]: 


(XD) — (" - ') em 7 pt) # g(t) ® g-(2)" — 1 — § g:ys —1— 


eB i 








> y2—1 oayn—1 n—1 yr-2,. ae "™-2.¢ 42)" —1 (gyn —1 
R= E+ eyr—* gaye—* (PTT) gc 2 (M— ") s,00*- 8 5,0)... rit gia 


={"7)C7 ews 2 ayn —l .(1)"° 2, 2 1)” —3 ,. (2)2 (2)@—1 
“nm » Fe a 7, 79.7 rr. 


7 1)"—1 ~m"-2 0 (2)% —1 
2+ st) . 5, §,) ... sah. 
Die in dieser formel auftretenden » Symbolenpaare: 
FOS 0% 85 Tee} s. + VantM—s 
stellen alle dieselbe Form J’ dar; vertauscht man sie unter einander, 


dann entstehen »/ Formeln, welche man zu der folgenden com- 
biniren kann: 


e905 90 


ni 





dt E+ ror—* OF. @ .. ee! 


iz R= 

| y (iy%—1 . (1)” —2., Q) (2) ” -1 | 
' | - : + Ss . Ss; 5) “eee o. a . 
? b " t 
“4 Die Factoren des Ausdrucks auf der rechten Seite: | 
e 
’ EH 2 Fp re? 
- “ n— 

und , 12—1 1)" —2 2 gyn —1 
a+ st!) a 3,7) .... 97: 


sind gleich den Produkten aller symbolischen Determinanten der Form: 


(7 1x) (si Sx) ? 
mithin stellt das symbolische Produkt 
(XI1) R = Tix (rit x) (Si Sx) 5 
f in welchem fiir i und x alle Zahlen von 0 bis » — 1 zu setzen sind, 
R bis auf einen numerischen Factor die Resultante R dar. 

Ebenso wie diese selbst, lassen sich auch ihre Variationen 0 I, 
0,R, 0,R.... und die Covariante © durch symbolische Produkte 
ausdriicken. Bezeichnet man die Variation der Form: 

1—i n—1—z 


1 m—1 n—il 7 t,, %# aaa 
“ F=7 $ = Qix Cin L,Y, Ly Y 


2 x ? 


also die Form: 
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oF= Zou OCix afgfase-* ti —% 


symbolisch durch: 


» n—1 «a—tl1 n—1 x»—1 n—1l n—l 
OF=@, OF =O01, %,y = O22 Gay “°°: 
Wy gm aly 
(XII) 2 Qy 


(xy)?”, 


> oo) 

Dy ana ae—iy (0 8),n—2r—1 
( 2 

dann erhalt man fiir die Incremente der Coefficienten c;, und die 

Variationen der Elementarcovarianten (rs)°” die symbolischen Aus- 

driicke : 


. n—I1\ (rn—1 ; a as eS 
OCixz = ( ; )( ‘ ) 0° 0." 1 *6,* 6," li—zx 


8 (vs)*” = (ge)?”. 
Das die Variation dR bis auf einen numerischen Factor darstellende 


symbolische Produkt entsteht dadurch, dass man in dem die Resul- 
tante FR darstellenden symbolischen Produkte 


(XIV) 


The (1% Vz) (8; Sx) 
eines der J darstellenden Symbolenpaare 7s, etwa r,—15,—1, dureh 
das dF darstellende Symbolenpaar 96 ersetzt; es lautet: 
(XV) OR = Wiz (riz) (5; Sz) . (7; 0) (8; 6) 
n—i1 n—1 
( 2” )( 2” ) 


fe ———- i) TT x (7itx) (SiSx) (Tin, x, 11:5;, x)**, (o6)**)" pore 
2y 


|vgl. § 2, F. (X11)], wobei fiir die Buchstaben ¢ und «x alle Zahlen 
von 0 bis n — 2 zu setzen sind. Ebenso leitet man das die 2° Varia- 
tion 0,R der Resultante darstellende symbolische Produkt aus dem 
Produkte 


on > 
= ay 


TT (7; x) (8; Sz) 
dadurch ab, dass man zwei Symbolenpaare rs, etwa 7, —1, 5,—1 und 
Yn—2) Sn—2, Gurch eo und Q,6, ersetzt; es ist: 


0, BR = Mix ("i 7x) (Si Sx) (71 @) (8:6) (7101) (81%), 
wobei i und x die Zahlen 0 bis » — 3 durchlaufen. Die symbolischen 
Produkte, welche die iibrigen Variationen der Resultante 
é6R @,R.... 

darstellen, entstehen aus TT (7;7,) (s;s,), indem man 3, 4... Sym- 
bolenpaare 7;s; durch Symbolenpaare 9; 6; ersetzt. 

Die Covariante © endlich [vgl. F. (V)] erhilt man (in den Varia- 
beln z), wenn man in der Variation dR die Incremente dc;, durch 
die Ausdriicke: 


ayer T(r Mayteagecres 





a Or 











ie 


le 
il- 








nery 
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ersetzt. Durch diese Substitution geht die Form: 


OF = dc, ay yy” atti yn —1—* oe ee ot o” pod 
in das Produkt (xz)"-'(yz)"—1!, also die Symbole @ und o in die 
Variabeln z iiber. Ersetzt man daher diese Symbole in dem symbo- 


lischen Produkte: 
OR = Miz (vi tx) (8:82) (7: @) (8: 6) 

durch die Variabeln x, dann gelangt man zu dem die Covariante 0 
bis auf einen constanten Factor darstellenden symbolischen Produkte: 
(XVI) 0 = TI, (r; Vy) (s; Sx) Vi, w Si, x + 

Da die Formen R, OR, 0, .. 0 sich durch symbolische Produkte 
ausdriicken lassen, in denen die die Form F' darstellenden Symbolen- 
paare 7;s; vorkommen, so sind sie Invarianten und Covarianten der 


Form F, also auch simultane Invarianten und Covarianten ihrer Ele- 
mentarcovarianten : 
~\C —\2 —\4 
(rs)’ (vs) (rs)*- 


man kann sie daher (und das soll auch in den folgenden Beispielen 
geschehen) durch eine Reihe von Uebereinanderschiebungen dieser 
Formen berechnen. 

Die Elementarcovarianten (rs)’” selbst will ich dadurch aus den 


Formen f und @ herleiten, dass ich die einzelnen Glieder der Iden- 
titét (I): 


Pia ga? 


f- Pr-O -fn=r a (xy) 


durch ihre nach den Formeln § 3, F. (XIN) « si § 2, F. (X) entwickel- 
ten Reihen ersetze. Diese Reihen sind: 


() () 


[. P, q == Qu ce n— 7 #1) (f%) —e (ay), 


(") () 


P-fr== Xu 7 cm fy a uw (* ay)", 


mY _ ig ("; _ ") 
n—1l a-t 2y 
, Ss 


_ = Grae © vate (ey) 





man hat mithin die Identitit: 


()) m CC), 


“Hen ut) [1—(—-1)'] (Foy (ay) — 2, et a (r5)Pr— erga ty). 
uu 


ie i 
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Da diejenigen Glieder der linker Hand stehenden Summe verschwin- 
den, bei denen die Zahl w ungerade ist, so kann man diese Zahl durch 
2v-+ 1 ersetzen. Man erhilt dann die Gleichung: 


oo 
2y¥+1 


see se or 7 yr! iy 
ad etal ") —8r-+- # ( 








und durch Vergleichung der einzelnen Glieder die Relationen: 


Re + ») am, ib J yee ') oa at 


a. Set oy = ee”, | 





ea ‘seo 

2v+1 2 

aus welchen sich fiir die Elementarcovarianten (rs)*” die Werthe er- 
geben: 


we ey n® soe 
(XVI) (rs)** = Gaon Gran) > | 
a Bs 
- : —" 22 = n® = 
(rs) =n(F); (rs)? = im iy (F9)*s (rs)'= 5 @ — (fo)”-----. 


Die Resultante R ist eine simultane Invariante dieser Formen (rs)°” 
und kann daher als ganze Function ihrer Coefficienten (rs);” aus- 
gedriickt werden; stellt man sie in dieser Form dar, dann wird ihre 
Variation Od ein Aggregat der Incremente 4d (rs)?”. Um sie als 
solehes auszudriicken, ersetze man in der Identitit (IX): ) (X23 


es 
éR = 7 (ann Om? 2-29 LC; a—i 
» ) 
die Summe Ze;,,—; durch ihren Werth (rs); [vgl. § 2., F. (IV)], hier- 
durch ergiebt sich fiir die Variation 6 R der Ausdruck: 


(XVII) eR= 2, — 0,,_,.8(r3)2 = (0, (e0)")*"~*. 
os 

Ersetzé man darin die Incremente d¢;, durch c;,, dann geht dR in 
nR und (96) in (rs)? iiber und man erhilt die Gleichung: 
(XIX) nR = (0, (rs))"~?, 
mittelst deren man die Resultante aus den Covarianten 0 und 
(rs)® = n (fe) herleiten kann. 

Da die Gleichung (XVIII) fiir beliebige Werthe der incremente 
é(rs);” gilt, so kann man sie durch die Formeln ersetzen: 





























|- 


h 


2 
bi 
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oR _ {0 fir »>0 

o (rs), \ Ye » v=O : 
von denen die ersten mit den Formeln y;, = y:+,»,—, identisch sind 
und wie diese Relationen zwischen den Coefficienten c;, der Form F' 
liefern. Man kann sie auch in symbolischer Form schreiben. Ver- 
gleicht man niimlich die beiden fiir die Variation dR in den Formeln 
(XV) und (XVIII) gegebenen Ausdriicke, dann erhilt man die Iden- 
titit : 

oR n—1 

2 2 2y ~~ \2 ¥*\2n—2v — —\9'\2n — 

“¢ aca (Tix(rirs) (SiSx) (Hiri, a) TT; s;, - ? (o 6) ° 3 (0, (o 6)°) af 

2v 

Da das erste Glied der linker Hand stehenden Summe mit dem Aus- 
drucke rechter Hand iibereinstimmt, so verschwindet die Summe der 
iibrigen Glieder. Dies findet unabhiingig von den Werthen der Varia- 
tionen (g6)°” = 0 (rs)*” statt, folglich verschwinden die einzelnen 
Covarianten : 





(XX) 


Tix ("i Vx) (s; Sx) (TT; Viva TT; Si,x af 
bei denen v > 0 ist fiir sich; es ist also: 
. Tix (Vi 7x) (8:82) (Titi, 2, Ti 5;, 2)? = O 
(XX1) Thx (Vit) (3: Sz) (TMi ri,2, Tis, 2)' = 0 


oder, wenn man die durch 
2 
(1; Vi,wy) TT; 8;, 2) 
angedeutete Operation wirklich ausfiihrt: 
(XX I I) TT;. x (7; ry) (s;s,) 2(rs;,) (7, Si,) coe (r2r-1Si,,) Voy.ae+- Vn—2,25igy44,0° abe Sin _po=9, 
worin fiir die Indices : : 
a Saree 
(n — 1) ! ° Ly 
———__**"___ Permutationen der Zahlen: 
(n —2y—1)! 
0 12..n—2 
zu nehmen sind, bei denen verschiedene symbolische Produkte ent- 
stehen. 
Die letzte Anwendung, welche von der Formel (XVIII) gemacht 
werden soll, ist die Bestimmung der partiellen Differentialquotienten 
oR 


oa, 


alle diejenigen 


ok . : 
und 7—~ als Aggregate der Unterdeterminanten y,. Die Elementar- 
“ 


covariante (96)° hat den Werth: 
3 (rs) = nd (fp) = n(f, 9g) — ng, Af). 
Trigt man denselben in Formel (XVIII) ein, dann wird: 


OR — ((Of)” - - dg)" — ((Og)"—', of)" 
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und nach F. (VI), § 1.: 








dR = nd, SY" ((ef)"~ da, — (Og)"=! day}, 


Be se haan 
-. (* (—1)'** (wey, -! 
x 


oR — © n+x n— ; 
_ (") (~ 27°?" (fE-..- (II 
“x 





mithin ist: 





Nach § 1., F. (V) ist nun: 
(fO).=2 — 2, (— 1) 0, 7 “eben 


(") ( 2n—2 ef 
2n -1—x—e 


wobei: (rs 
C= 2 (-1Ir (G47. yer 
6 oe et ee ee 7 
ferner ist nach F. (VI): 
mithin : - : | (rs 
= (— 1)*+1 3, (6 — %*) do Ye 40-1 


~~ 
und da nach F. (IV): 


° t Xo Ag Yet+-o—1 = 90 
Ist: 
(XXIII) oF en (~ 1PM Bea rae xis 


oa, 


Auf aihnliche Weise _— man die Formel: 


(XXIII) © ecthn 1)" 36 Ot Yx+0—1- 


Ca, 


$ 3. 


Die Resultante zweier Formen dritten, vierten und fiinften 


Grades. 
Im § 3. ist die Formel (III): : 
GIG) 
a) Fmrisy = Day ayy (8) 2 (79) 
as , 


entwickelt worden; sie zeigt, wie eine symmetrische Form J’ durch ihre 
Elementarcovarianten darstellbar ist. Bezeichnet man letztere durch: 
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r 8 = (rs) =e =e," =0;",.---..- 
(ID (r sr" a—2 st? = (rs)? = sic, Sovian , 
(rajirt tam am ea. 


dann lautet die Formel (I): 


on 


(Ul) F=e%e" + 2 


‘rg. i ery” 


Ausser ihr soll noch die Formel (IX), § 2. benutzt werden; ihr zu- 


folge ist: 
("59 (3). sid 


see: ee CT) Po 
“a *) 


‘ g* 
Us s)) o, _ 9 ; (« y) + 
ge _ *) - —2 
U 2 n—2 xn n—-4 n—4 
tT 


‘vi _ *) (a sy)? .. 
l 
a le 


\9o 


er 5) t. * (uy)°.. 


(*; -— *) a _ *) 
n—i 3 a2 r" - ie 1 
“Y <n mi n— °) v 7] 


Differentiirt man iin en nach den Variabeln « und y und 
ersetzt man dann die Incremente durch neve Variabeln, dann erhiilt 
man die Polaren der Form J’ durch die entsprechenden der Elementar- 
covarianten 9, 6, t ... ausgedriickt. 

Wenn man in einer Polare von F' eine Anzahl Variabler durch 
Symbole anderer Formen ersetzt und sodann mit passenden symbo- 
lischen Factoren multiplicirt, dann entsteht ein symbolisches Produkt, 
welches die Symbole 7 und s enthilt. Dasselbe ist somit ein Aggre- 
gat anderer solcher Produkte, in denen statt des Symbolenpaares +s 
die Symbole der Formen oe, 6, t ... auftreten. 

Da alle symbolische Produkte, welche die Symbole 7s enthalten, 
in dieser Weise herstellbar sind, so kann man sie durch diese Operation 
als solche Aggregate ausdriicken. — Symbolische Produkte, welche 
zwei die Form J’ darstellende Symbolenpaare ys und 7,s, enthalten, 
muss man zweimal diesem Prozess unterwerfen. Zuerst stelle man 
sie als Aggregate symbolischer Produkte dar, welche statt des Sym- 
bolenpaares 7,s, die Symbole 9g, 6, t ... enthalten und sodann jedes 
dieser letzteren symbolischen Produkte wieder durch andere, bei denen 
dies auch in Bezug auf das zweite Symbolenpaar der Fall ist. Fahrt 


(rs)8r" 


(wy)... 


~ Gey. sss 
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man in dieser Weise fort, dann kann man schliesslich jedes symbo- 
lische Produkt, in welchem die Symbolenpaare r;s; in beliebiger An- 
zahl auftreten, durch symbolische Produkte ersetzen, welche statt der- 
selben die Symbole der Formen @, 6, t ... enthalten. 

Diese Methode soll dazu benutzt werden, um die im vorigen § 
abgeleiteten symbolischen Produkte [vgl. § 4., F. (XII, XIX, XVI und 


XXII}: 
(IV,) R= (r; rz) (5:52) = (O9)?"-? 
(IV,) 0=TI (r; rz) (s; Sx) Vi, x Si, wy 


(LV) O= DTT (rx) (SiSx) (1°Si,) (7 Sig) (128i) -+++ Party Sigg) P22, 2+ + +Mn-2, 2 Sigg 4 gee Sin: 


durch symbolische Produkte auszudriicken, welche die Symbole der 
Elementarcovarianten der Cayley’schen Form enthalten. Hierbei 
beabsichtige ich, den folgenden Weg einzuschlagen. Zuerst bestimme 
ich die Elementarcovarianten 9, 6, t ... mittelst der Formeln [vgl. 


§ 4., F. (XVID): 
2 2 

(VY) e=n(f9); $= sQr_ IOS t= FQ xy (fo).-- 

aus den Formen f und g; sodann driicke ich die in der anzustellenden 
Rechnung vorkommenden Polaren von F' durch die Polaren von @, 6, 
rt... aus und benutze endlich in der obigen Weise die hierdurch ent- 
stehenden Ausdriicke dazu, um Relationen zwischen symbolischen Pro- 
dukten herzustellen. Mittelst der letzteren werden dann die gesuchten 
Formen_ berechnet. 


Die Resultante der beiden cubischen Formen: 
f= a4) + a,4,74, + a,x, 2,° + ay x,° 
yg = @ 2,3 + a,x, x, + a, 2, 7,? + a 2,3. 
Die Cayley’sche Form und ihre Elementarcovarianten haben die 
Werthe [vgl. F. (V)]: 


f-%,p—®-fy — 
Fam FO mm 15 8,', 


123.8 = (18) = 3(f9) 5 (r8)* = (18)? = = 3 (fo). 
Ich bilde folgende Polaren von F’: 





3 Vz" Sy’ = Qz2" Qy’ + $6 (xy)? 
2. FxSz12Sy = Oz’ QyQ: — § 6 (xy) (x2) 
3. (7's) r2Sy = — 46. (yx) 


und aus der 2'" Polare die Relationen: 

ree "1,281, (111) (88,) = reSe Oe? (10) (80) — 46» ra28e? 
VSxQx" (1 Q) (SQ) = Ox'Q1,2'(90))” — 46-0. 

Aus denselben ergiebt sich fiir die Covariante 0 der Werth: 
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O = reSz 11, x51, 2 (111) (85;) = (9@)? — $e. 6 
und daher zur Bestimmung der Resultante das Formelsystem: 


(VI) tals 0 = (ee) — $0.6 
6= (fo) R= (0, 0)', 
l vgl. Clebsch, Crelle’s J. Bd. 64, pag. 95. 
Zwischen den Coefficienten von F findet folgende Relation statt 
[vgl. F. (IV,)]: 
0 = (rr) (88) {(r8) (7151) + (78) (718) } = (7s) (881) {2(¢8) (7181) — (774) (85))F - 
— Aus den Polaren 1. und 3. folgen die Formeln: 


; (rr)? (s8,)? = (re)? (se)? + $6. (rs)? = (Q,0e)' +40 
i (rs) (71) (881) (*18;) = $6 (rs)? = f°, 


| mithin ist: , ot 
0 = ot — | (e9)' + “| = 30? (e@)'. 


Die Resultante der biquadratischen Formen: 
f= aya! + ara, + av? 2,* + a, 2, 2,3 + aya! 


Y = @,2,' + ax, x, + a, x,?x.° + a, 2,2, + ayx,'. 





Zuerst sollen die Cayley’sche Form und ihre Elementarcovarian- 
ten bestimmt, die fiir die spiitere Rechnung néthigen Polaren aufge- 
stellt und dic die Covariante 0 und die Resultante F darstellenden 
symbolischen Produkte transformirt werden. Sodann will ich die zur 
Bestimmung von FR und © dienlichen Relationen zwischen symbo- 
lischen Produkten bilden. Die Formel (IV,) will ich hier und im fol- 
genden Beispiele nicht benutzen, weil sie nicht die einfachsten Rela- 
tionen zwischen den Coefficienten der Cayley’schen Form liefert. 
Die Formen F, @ und 6 haben hier die Werthe: 


Fe— fey — fy 





(xy) 
r,3s,3 = (rs) =@=4(fp) ; (rs)* re8x = (rs)? = 6 = 18 (fg)’. 
Ich bilde die folgenden Polaren: 
12° 8y> = 02° Oy? + 75 Fx Gy (wy)? 
1382" Sy = Qx"QyQ:" + 45 5,9: (wz)* + $ 0,6, (x2) (yz) 
Vx" Vy8x" Sy = Qx' Qy' — $6 . (wy)? 
(rs) rerySe? = § 6 (yo) 
ra¥828? = Qst0,? + yh 6. (ay). 
Die Resultante R wird durch das symbolische Produkt dargestellt : 
B= (rry) (72) (773) (112) 1s) (72%) TT (Si8e) 
| = — (Fry) (172) ys) (27s) [OP 2%) — (772) (717's)] TT (Sisx)- 








= r,3s,3, 


OOF we 
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Das zweite symbolische Produkt rechter Hand geht, wenn man die 
Symbolenpaare: rs, 7,5,, 7,5, cyklisch unter einander vertauscht, in 
das folgende iiber: 

(7172) (774)? (r273)* (773) TT (si8x) 
mithin hat R den Werth: 


R= — (rr)? (1213) {(r72) (7473) — (rr) (% ra)t TT (Sisx) 
= — (r7,)* (77213)* ($8;) (S283) ($82) ($83) (5; Sy) (5; 8) - 
In derselben Weise kann man das die Covariante 0 darstellende sym- 
bolische Produkt TT (7;7,) (sis) 7i,25i,2 in das folgende transformiren: 


© = — (rr,)¥ (85) (854) (615) 73,2580 84, 283,2- 
Nach § 3. Formel (X) ist nun: 
(VII) Sx SyS1, 251, y = (Sz , S1,2°) a — $(ss,)? (wy)? 
mithin : 
(88) (88) (315) (848) = (Se?si,2? » 82,225,22)* — 4 (88)? (8954)? 
($89) (s, Sy) Sx $1, x52, 2 (sp?31, 27 > $2, af — t (ss,)* Se, Pa . 
und: 
R= — (r1,)¥ (85,) (rary) (By5y) {(S02S1,22 5 82.2%, 22)"—4(88;)? (895,)"} 


Bezeichnet man die symbolischen Produkte: 
(r7,)° (ss) S27 1,22 =g und (rr,)5 (ss,)> = 7 
durch g und 7, dann wird: 
R=—(99)'+ GF 


ja VSG? (sg)?+ : 73 s,. 
Da nach Polare 5.: 
V38egzx* (89)? = Or'ge? (og) + HO -9 
ist, so erhiilt man fiir 0 den Werth: 
O9=— (eg) —Wwo-9+ Ge: 
Um die Formen g und i zu berechnen, entwickle man aus den 4 ersten 
Polaren die Relationen: 
(rr )9(85,) 828, 2 —8.20.4(r9)"(S@)+ 45 2°8="70)(80)— Pr 28.764(05)(r9) 
52° @2" (7@)° (SQ) =@2'@1, = (901) +0 e2" (99)? 
rat sz (10) (86) =e," (96)? — ©; re8.26x (rs) (16) = fo? 
(r7,)° (88;)° =(r'@)* (8@)° + xo (rs)? (") (86) = (00)? + 45 (, 6)’. 
Aus denselben ergeben sich fiir die Formen g und ¢ die Werthe: 
9 = (e@)' + $(e9)* — 350" i= (90@)° + fo(60)? 
und somit zur Bestimmung der Resultante die Formeln: 











ne — 


~ 
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o= 4 (fo\;9=(00e)'+ tes —woe , kek 
am) {e =f (fo) 5 i= (00) + + (, 0)? R= 5 —(g9). 


Die Resultante der Formen 5" Grades: 
bak ‘ ; s ; ‘ 

f = G5 0,° $F Ay y4 ay + AzH Hy? 4 Ay Hy? X,° 4 A,X, %y* + Agx,° 

P = Hy Hy? Oya 4 Hy lg ,PHQ? yy? H,® 4+ @, 2,2," + Oy X,% . 
Die Cayley’sche Form und ihre Elementar-Covarianten haben 


hier die Werthe: 


f- ys — Pfs 
F= y____- 9 aes *_*8,* 


(wy) 
rats = (75) =0=5 (fo) 5 (v8) 1282 = (7) = 6 = H (fo) 
(rs)! = (78)'= r= $f, 9) 

Die Berechnung der Formen © und f& ist in diesem Falle verwickelter 
als in den vorigen Fillen; die Anzahl der symbolischen Produkte und 
i Polaren der Cayley’schen Form, welche zur Berechnung néthig sind, 
ist bei Weiten grésser. Diese letzteren sollen nun gebildet und so 
geordnet werden, dass diejenigen Polaren, welche bei der Berechnung 
* eines symbolischen Produktes auftreten, in eine Reihe zu stehen kommen. 





1. Reihe. 
1. V2'8y' = Qe! Qy' + WP 6x6,’ (wy)? + be (wy)! 
2. (78) r298y? = — $6,°6,? (yx) — ft (ya)? 
3. (rs)? r228,? = 6,26,? + 4 (xy)? 
4, - (rs) r,s, = — fr (yz). 
2. Reihe. 
1. rer P82°Sy = Qx'Qy0.°+ $6,°6,6,(%2)°— 4% 6,°62(xy)(w2)— sy T . (wy)(aw2) 
2. Vat'y*82°S y= Qu! Oy! + ye 6x"6 y"(ay)— aot (wy)" 
a 3. 1251ySz°S y= Ox" 0,” — eG . (ay)? 
4. r,?1,?8,4= o2°9,? + 36. (xy). 


3. Reihe. 
1. rerbse3s, = Qn40,0-+$ 6.26 ,6.(a2)>— 4%,6,26,(ay)(2r2)—ahy t (ay)(ae)8 
2. (7's), sz?8y= — 6, 6,5 (xy) 
3. (rs) rz7,?s,3= — 6,36, (xy) . 


4. Reihe. 


1 re 88 y> = Qx? Oy 0: + $6.7 6,6(y2)’— 6/7 6°(xy)(wz)— gy t (2y)*(ay) (x2) 







- & tit 8_3,° —_— Ox” 0,° ated 76,4 (xy)? 
3. (18)? rg yS28y= 6,76? — tt (ay)? 
4. r2r,2s,2s,2 = ox! o,' — 36,26,2 (ay)? + gat (xy)*. 
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5. Reihe. 
1. ryrdsesy—es9y%ee-+$.620,%0,(c2)'+ 6.209 \(ey)+ ah t(ea)"ye\(ey) 
2. (rs) r,'s,8,7—=— fo,' (yz) 
3. (18) re2ry8—8y?—=— $6,26,? (y2) + set (ya)? 
4. (rs)? r,?s’=—6,76,? + 41 (yx). 


Ebenso wie im vorigen Falle eignet sich auch hier nicht das die 
Covariante © darstellende symbolische Produkt TT(7;7,) (s;s,) ri, x S;, x 
unmittelbar zur Auswerthung dieser Form; es muss vielmehr vorher 
transformirt werden. Man hat: 
O = (rr) (rr) (775) (172) 7173) 27s) T(Si8e) Vi,28i,2 

= (rr) (P72) ("173 2%3) {— (v7) (7213) + (rra)(r175)} TH (Sisx) Vi,28i,2- 
Vertauscht man in dem zweiten symbolischen Produkte rechter Hand 
die Symbolenpaare rs, 7,5,, 7,8, cyklisch unter einander, dann geht 
es in das folgende iiber: 

i (7,7) (771)? (273)? (773) TH (Sis) 1i,25ix 5 
mithin ist 

= — (175)? (F243)* {(72) (ys) — (11s) (M172) } OGi8e) Fi,28h2 

= — (17,)*(1213)°(88,)(S053 211, x72, 213, 28x51, x $2, x83, x( $8q)($1Sy)(883)(S4S5). 
Nach Formel (VII) ist nun: 

(S82) (8,82) (S83) (S53) = (Sy?S1,y? , S2, y?8s, y*)* — § (85,)* (S253)? 
also: 
O=(77'; )*(S3,).(1'973)?( S832, x12, 213, 28x51, x52, 253, “A (85, )?(SyS3)’— (Sy?51, y » $2, »?8s, y)'} 
und, wenn man die symbolischen Produkte: 
(r7,)3 (SS) %e¥1, «S251, 2 Sy? 81, y? =Aztp,' und (77,)3(85,)* rer, cSe51,2=t 
durch 4,4,‘ und ¢ bezeichnet: 
#2 
O = | — Act Asa! (umy)'. 

Setzt man: 
AA uy'=A,*A,'+ BB, (ay) +C2C,7 (xy) + DeD, (vy) + E. (wy) 
dann sind die Formen A, B, C, D, E bis auf numerische Constanten 
die Elementar-Covarianten der Form 4,‘u,'. Um das symbolische 


Produkt 4,'A;,.'(uu,)' durch dieselben auszudriicken, bilde man die 
Polaren: 


A We tty? = Ar? Ay) + § BAB,’ (ey) + 4 CoC, (vy) + 4 D wy)” 

Away? = ASA? + 4B By (cy) + $C (wy)? 

AA wa? y= A,’ Ay +f B. (ay). 
Aus demselben folgen die Relationen: 








A,' 
Ay! 
A,' 
A," 





zy) 


33,y)" } 


-_ 


\e Aw all 
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O= | — Ast {Act (wA)'+ B. ur(wB) + C2 m2 (uC)? + Dewe® (uD) + E. w,*} 


4,'A,4(wA)'=A,'A,, 24(A A,)*+A,°B,3(A BB +A,"C,?(AC)P+A,"D,(AD)+A. E 
41 B3 uw, (u BY = A,’ B,3(A B) — 3 BB, (BB,Y — 4 BE CH(BC)—1{ B.D 
Ag! wx? Cx"(uC)? = Az*C,?(AC) — $ B.(BC) + $C? 
Ax'ws*® Dz (wD) = A,’ D, (AD) —4{ B.D, 
und aus denselben fiir © der Ausdruck: 
={—(AA)!—2(AB)'—2 (AC)*—2(AD)—2 AE+ }(BBy+(BC)—1 C?+ 4 BD. 
Diese Formel zeigt, wie man die Form © aus ¢ und den Elementar- 
Covarianten der Form 4,‘u,' bestimmen kann. Um diese letzteren 
zu berechnen, muss man diese Form: 
Az py! = (r7,)° (88,) 211, 28251, 2Sy? 81, 
ein wenig transformiren. 
Nach Formel (X) § 3. kann man sie durch den Ausdruck ersetzen: 
Batu — (rr)? (851) Metin {CP 5 81,<2)y — HOS)? 845, y OH} 5 
welcher durch Anwendung der Formeln (X) § 2.: 
° 
Vel, styhts, i =(rxN'1, 29 Sx° 81, 2°) ye + 3(r2 Vi,x ? 8,°31, a”) ys (xy)+ i (re "1, @) S2°81, a) (ry)? 
VeVf, aS yS1, y=(PeP'1, x » Sx 51,2) a + 4 (rz V1, 2) SxS1, x)* (xy)? ° 
in den folgenden iibergeht: 
(1291, 2 S2°S1,2° et (P20 1,2 Sx°S1, 2°) (ay) + # (291, 2) S2°51,2°) in (ay)? 
— $(881)? (7201, 2, SeS1, 2))o(LY)? — qs (881)? (127, 2, S81, x) wy)". 


i= (rr )(65) =} 


Aus denselben ergeben sich fiir die Elementarcovarianten A, B, C, 
D, E die Werthe: 

A = (r7,)3 (ss) {re Ties &* S1,2°}° = (r7r,)* (88,) 1201, 252°51, 2° 

B= (rr) (85) {re tiey Se3S12"f = (074)* (854) (04 8)) PeSe3S1, 2° 

C= F (075) (88) {re P25 Se981,29F° — $ (114) (88))9 {re P12) SeS1,2h" 

= #{(r1,)* (83,) (75) (7451) 52°51, — tf 

D=0 

E = — $5 (r74)3(88,)? {rer x) 8¢S1, 2f = sy (771)*(88,)!— ps (174)9(85,)? (78) (7 5,). 
Diese symbolischen Produkte, sowie das die Covariante ¢ darstellende 
symbolische Produkt: 

t = (r7r,) (ss,)8 7211, 2 S281, x 

miissen noch ausgerechnet werden. Zu dem Ende will ich eine Anzahl 
Relationen zwischen symbolischen Produkten aus den oben aufgestell- 


ten Polaren entwickeln. 
Aus den Polaren der 2'" Reihe folgen die Relationen: 
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A = re5e (Qc! (1'9)° (80) + $ 12262? (1'6) (86) — 3px 82 62 (16)? — aly - 1e38e} 
282° Qx* (ro)? = Ox*Q1, 2* (9@1)* + x O2"62" (96)? — gy @-t 
13836,2 (16) (s6) = 9.°6,? (90)? — vy 0? 5 r228,40,2 (ro)? = Qu°6,*(96)?-+ 30? (X) 
A =(ee0)'+ #(e6) — WHe-t—-e. 
Aus der 1'" Polare der 3'° Reihe folgt die Relation: 
B= (rs) 82? {g2' (r9)* (se) + $1276." (76) (80) — Pe r2826," (76)? — Bot. re*sz}, 
Von den Gliedern rechter Hand verschwinden die 3 letzten, das 2' 
und 4'*, weil sie, wenn iman die Symbole + und s mit einander ver- 
tauscht, ihr Vorzeichen iindern, das 3'° weil es, wie man aus der 
3'" Polare der 3'" Reihe ableiten kann, den Werth 6,° 6;,,5(66,) 
besitzt. Es bleibt daher nur das erste Glied rechts iibrig, niaimlich 
(7s) @x's,? (re@)® (se); dasselbe hat nach Polare 2, 3'** Reihe den Werth 
— @,°0,(@6)* und man hat daher die Formel: 
B= — (96)*. 
Aus den Polaren der 4' Reihe folgen die Formeln: 
t= re8e{022(1'@)*(8 @)°-+ $62 18)® (6) (86) — hy Pox)? (86)? — Ppt re8e (r8)?) 
Vr Sz Qx* (1. Q)* (8@)® = O27 1, x” (901)° — 3x Ox* (96)! 
pS, 6," (r's)* (¥6) (S6) = 6,7 6;,,7(66,)>» —1Lo.t 
rz? 8," (rd)? (se)? = @,' (96)! — 26,76;,,"(66,)>» + a,6.7 
t = (e0)° — + (e6)* + 43 (66)? — 6. T. | 
Aus den Polaren der 5' Reihe folgen die Formeln: | 
(r7,)* ($8,) (7°81) (781) 82°81, 
= (18) se {—¢.5(r @)*(s@)?— $122 6¢ (1°6) (86)? 35 8-6,2(1'8) (v6)? wip. (08) r228,} 
S202 (1's) (r@)® (se)? = 4 @2' (96) 
Vz? Sz6,z (rs) (16) (so)? = — $6,?06;,,? (66,)? + Wyo. t 
8226, (rs)? (ro)? = 6.26), 2? (66,)? + $0.7, 
mithin ist: 





(r1;)° (S8,) (7) (745,) S29 51,2 = — (96) + Fy (6, 6) + Ho.t 
und: 
| C= — 3(0@)° — as (96)' — H's (G6)? + 5.7. 
Aus den Polaren 1 und 2 der ersten Reihe ergeben sich endlich die 
Relationen: 


(r171)* (881)? = (r@)*(8@)' + 7 (rs)? (re)? (86)? + $-(7s)'= (99) + 7 6, 6)'+ tt 
(773)? (851)? (8) (75 8,) = 4 (v8)? (76)? (86)? + £2. (rs) = $ (G0) + 40° 
E = 35 (9@)° — #5 (66)* — aha. 
Zur Berechnung der Covariante 0 und der Resultante / dient daher 
das folgende System von Formeln: 
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A = (90)'+ #(e6) — 4 er— fo? 
oe = (f9) B= — (90) 
ze? hf (X) [o=— (fo C=—+#(e0)' — a5 (09)'— AG (CoP + Ho. 
t= 43(f9)° t = (ee) — #(e0)' + 43 (oo)? — i o.r 

‘ E = 35 (e0)* — A (66)! — yh, 


@= SS _ (44)!—2 (AB) —2(AC—2A. E+ (BB) + (BO); 


Rin 6 
r Sx} a 









R= (O, @)* 
8 6. 
Die Resultante der Formen: 
) ff == Gg &,* + Gy —1By9— 8h. 0 eee (symbolisch a* =0b"..... ) 
yp = a, 2,7 + a, 4,2, + a x,? (symbolisch p,? = gy,,”. . .). 


Haben die Formen f und @ einen Factor gemein, dann ver- 
schwindet die Resultante Ft, haben sie zwei Factoren gemein, ist also 
gy Factor von /, dann verschwindet eine simultane Covariante ©. Die 
Aufgabe, welche ich mir hier stelle, ist, die Formen R und © als 
(vrs)? Aggregate von Formen darzustellen, welche durch Uebereinanderschie- 
bung von Covarianten der Form f mit Covarianten der Form @ ent- 
stehen. Die Liésung derselben beruht grossen Theils auf den von 
Herrn Clebsch, Crelle’s J. Bd. 58, gegebenen Methoden. 

Bezeichnet man die beiden Factoren der Form durch @, und p, 
und ihre Discriminante durch A, dann bestehen die Formeln: 





| (1) lane ty Bx } A= (a B)? — 1 2 (pq)? 
R =f (a) f (8) = (aay (08). 

r2s,\ Nach F. (1), § 3. kann man diesen Ausdruck fiir F in die Reihe 

entwickeln: 

( n ) ( n ) 
" 2 2 ‘oy or n—2y pn—29\2r—4¥ 
= e n ier 1 (in » (afr a, 6, ) 
5 oder: e” 
(Y)Q)a& 
2 2 ete = ee 
(II) Bam Ba) 
( 2Qy 

e Das erste Glied derselben kann durch einfachere Formen ansgedriickt 

werden. Setzt man niimlich: 
447 (TH) n=2m-+7, 

; wo + =O oder + =1 ist, je nachdem » gerade oder ungerade ist, 

dann entsteht der Ausdruck: 
. (aa)” (aB)” (ba)” (bB)” ((a ~), (by)) 

aus dem Ausdrucke: 

Mathematische Annalen ITI. 
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V2, a, Ta, +++ Va, Sx,8m, +++ Sx, 
dadurch, dass man r durch a; s durch b; 2, 4... %» durch a; 
Entity Um-2+++H2m Aurch B; %+41—, durch  ersetzt. Man erhiilt 
daher eine Reihenentwickelung fiir den Ausdruck: 


(acy (a) (bam (bB" (ag) OY =(Hor"- (hor vs 
wenn man auf der rechten Seite der Formel (XIV), § 3.: 
- PAC... 


eee @ 


a pe \o ‘ \2 
(* 1,041 » wi, ~2v42) re (“1 . in) 


y . . ~laeee ane , 3 ‘n—2y ee Sets 1 FE. Tal Or a pe ve 
Vay +-V ay 8x, ++ Sz, = Dy 2n—2y+1.2n—2y—1...... 2n—4v+3 9 far 
diese Substitutionen vornimmt. ” 
Durch dieselben verschwindet der Factor (7;x,)*: _ 
” 
1. wenn «=n» -+ 1 —~r ist, da er einen der Werthe: ) 
‘ . ”? . 
(pa)? oder (8)? 
in diesem Falle annimmt; x3 
2. wenn i und x gleichzeitig entweder der Zahlenreihe 1, 2, ... m 
oder der Zahlenreihe m-+-1, m-+2...2m angehiren, da er in 
diesem Falle einen der Werthe: 
a (a, a)? oder (f, By 
erhilt. 
Das Glied: 
Y ae ., ~. 2 >, », \2 
G= (75) ,2 cooed r 2 &- 2vy+1? Tin oy 49) ia tet (i, —1? Hin) 
° verschwindet daher nur dann nicht, wenn fiir jeden ihrer Determi- 
nantenfactoren («;2,)* die Indices 7 und x, der eine der Reihe 1, 2 ... m, 
der andere der Reihe m+ 1, m+ 2...2m angehort. Ist dies der 
Fall, dann geht das Glied G in den Ausdruck: 
2¥ v g\2¥  2m—2y g2m—2v\2n—4y v ~py\2y n—2v\Pn — 49 
(C41, 9" By” ln Bey = aN)”, o"~*’) 
iiber. Da die Summe: 
>. (#0)?” .. .. 2 x: x. \2 
= Ae (Vin—oy 4? Lin oy 49) F e nt (*i, —1? iy) 
fm m ° . ° . ‘ . 
vt (") (") solcher nicht verschwindender Glieder besitzt, so hat sie 
den Werth: 
m m va 2n—4y¥ 
r3(0) (2) 2° (crn 2" 
ot We (ff)?", @ 
Triigt man denselben in obige Gleichung ein, dann erhiilt man die 6 — 


Formel : 
. ° ; " ‘c 4)” v! (”) (”) AY (fn? gy" - ee al 
(Ff, fl ry oy g)" = >, 7 2 a ne cel _ eth ee 
und nach F, (II): 
2n—Ay 


WV) R=" (Loe) + Sok (in, gy", 
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wobei: 


CG) (ret (YC) 


(IV») ee (" n—2y-+ ') ~ §e—8et1.... 9a—tet8 
2” 


Beispiele. 
Die Resultante der quadratischen Form gm und der Form n' 
as Grades ist: 
» @; ) 
n 


—§ fiir n=2: R=(f)?. (fp)? +4A(ff) 
» n=3: R=((f9)*. (9) 9) +A(((N), #) 
» m=4: RAS, @)!. (fg)! + 2A((//)%, @) + 442. (11)! 
4 m=5: R=(F 9). (6 9), 9) +34 (MN) 9) + ALN) 9) 
, n=6: R=(f, 9). (fF p+ BAC 9) + PACES 9) + (1D 


. Haben die inition f eal gp zwei aren gemein, pon clinatindis 
= den die Ausdriicke / («) und f (8) und somit die Covariante: 
z a” (a B)" — Be (aa)” 
(V) 0 = - (ap) : 
Dieselbe geniigt den Formeln: 
Of"=0 ; Op =O ; ©, (fy) =R; 
" sie soll als Aggregat von Formen ausgedriickt werden, welche durch 
U jebereinanderachisbung von f mit Potenzen von @ cbtaliiliien, — Man 
“i kann © in der Form scheeiben : 
at, (4B) + B,, (ae) («6) n oe, (4B) + B,. (4a) __ My (eB) n 
@. (@p) = fe ep fe at 
r (4B) +6, (Gaye ert ont sett 201 
=23 + ls 4 ) ‘é ) (4) a, (@p) : 
mithin ist [da nach F. (111) » = 2m +7]: 
’ , we, (a B) — B,. (a@) pe tere 2yv fy 2y 
oe a “) (ay ar" (a8). 
1“ ™ ist: ° 
, (4B) +h (ae) oe, (4B) + B,, (ae) 
eS = pela); (eee Tre) (ag)? + 4a."(@B), 
also: 
lie 0 = [ps (ag)|'~" 2(0,". 1) GY" Lp. py? + ban? (@ Bye Nat py” 
2n—4V —r —1 2m r—2—2 up m+2r- 2 
? 4 =|p-(ag)| 1 s, ade v+r Ade’ +2 an -r—1— * pa® +27—1- =I ag)? |* 
ty+3 (VI,) ee artar 7 5c (f, giti-ryati-r 
wobei: 
aa (VIL) amg tr-#-#,(*—" Th )G,4 |). 
25% 
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Beispiele. 


Die simultane Covariante © der quadratischen Form gm und der 
Form n' Grades / ist: 


fir n=—2: O=—2(f, 9) 

» n=3: O=—AL+3¢q.(f, 9) 

» n= 4: O—2A(f, 9) +49. (6, 9") 

y w= 5: O—AL+59.A(L, G) +59°(/, 9)! 

» n=6: O—=2A?(f,9)+89.A(f, p+ be (f, o). 


§ 7. 
Die Resultante zweier Formen verschiedenen Grades. 


Die Berechnung der Resultante der Formen n' und m'" Grades: 


{= Gn 0," + Gy —1 0,9" Hy + Gg—2 U,"—2 HQ? .. 0 

P =e Gn X71 Cy — 10," ~ 'Zq + On—2%,"—~*2,7 2... 
deren Grade m und » verschieden sind (ich will » > m annehmen), 
ist bei Weitem schwieriger, als die von Formen gleichen Grades. Von 
den zu ihrer Bestimmung aufgestellten Determinanten erwiihne ich 
die in Herrn Baltzers Det. 3. Aufl., pag. 111 und 112 gegebenen; 
ich will die erste mit P, die letztere mit R bezeichnen. Die Deter- 
minante P ist zwar symmetrisch, aber mit einem unndthigen Factor 
behaftet, wihrend die Determinante FR unsymmetrisch ist, was die 
Rechnung sehr erschwert.. Bei beiden findet der Uebelstand statt, 


dass die fiir die Gleichungen f(-) und (4) gebildeten Determinan- 


ten andere Elemente enthalten, als die fiir f(x) und (x) gebildeten. 
Da dieser Umstand die directe symbolische Rechnung unméglich macht, 
so will ich die zweite Determinante F dadurch transformiren, dass ich 
die » — m obersten Horizontalreihen mit passenden Coefficienten mul- 
tiplicirt von den m untersten abziehe und sodann diese » — m ober- 
sten Horizontalreihen durch Multiplication mjt einer Determinante D 
(xn — m)'* Ordnung, deren Elemente von den Coefficienten a und « 
unabhingig sind, in eine regelmissigere Form bringe. Die durch diese 
Operation entstehende Determinante S ist das Produkt der Determi- 
nanten F und D; sie sowohl wie auch D sind durch symbolische Pro- 
dukte darstellbar und daher J? als Quotient zweier symbolischer Pro- 
dukte. Die Ausfiihrung der Division fiihrt im Allgemeinen auf ver- 
wickelte Ausdriicke, ist jedoch in jedem speciellen Falle leicht zu 
bewerkstelligen. — Nachdem die Resultante 2 symbolisch ausgedriickt 
ist, schliesst sich der Gang der Rechnung im Wesentlichen dem in 
§ 4. verfolgten Wege an. 








(Ia) 














(1,) 
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Die Variationen der Resultante, die aus der ersten derselben ge- 
bildete Covariante und die zwischen den Elementen der Determinante 
S bestehenden Relationen werden symbolisch ausgedriickt. Hierbei 
sollen die Variationen von S in dem Sine aufgefasst werden, dass 
nur die Elemente der m letzten Horizontalreihen Incremente erhalten. 
oR 
da, 
Aggregate der Unterdeterminanten von F aus; die Differentialquotien- 


Schliesslich driicke ich’ die partiellen Differentialquotienten als 


ten 7 iibergehe ich, weil ihre Ausdriicke verwickelter sind und des- 
Zz 


halb ein geringeres Interesse gewiihren. 

Als Ausgangspunkt fiir die in diesem § anzustellenden Rechnun- 
gen wihle ich die von Herrn Cayley (vgl. Herrn Baltzer’s Deter- 
minantent. pag. 113) aufgestellte symmetrische Form: 


m i=n—1 x=n-1 


f. p,mys"—" — @ . fn %"— . ; 
ess a ph ES Zz > Ci 2! ty*—!— 4 y,* ye —!— 
vy i=). #28 
Da dieselbe fiir beliebige Werthe der Variabeln y verschwindet, wenn 
to] ? 
man die Variabeln # durch gemeinsame Wurzeln der Gleichungen 
f=0 und g=0 

ersetzt, so verschwinden fiir diese Wurzeln auch die einzelnen Coeffi- 
‘cienten der Potenzen der y und es ergeben sich die in Bezug auf die 
n Produkte x,‘ x7,"—‘-1! linearen homogenen » Gleichungen: 


G= 


ix=n—l1 
(Ip) = Cix x! Ly" — i-1—/() 
i=6 
mit der Determinante: 


(I) - Poe 5+ G,,. Cy. Coy --- + Gat, e—t- 
Haben die Formen f und @ einen Factor (ww) gemein, dann ver- 
schwindet die Determinante P und ihre Unterdeterminanten, welche mit 
l;,=;+, bezeichnet werden mégen (vgl. Baltzer’s Det. pag. 114), 
sind den Potenzen des Bruches “ proportional. Es findet daher die 
Formel statt: ; 
(la) 0," @y"~"—! =91y, 
in welcher g einen Proportionalititsfactor bedeutet. 
Ausserdem geniigen die Unterdeterminanten [, den Gleichungen: 
| SS eee 
CO) Yaalnpe+ Gn sbase—1+ tn eBage—e> 00, 
durch welche sie bis auf einen numerischen Factor bestimmt werden. 
Die Determinante P ist nicht die eigentliche Resultante der For- 
men f und g, sondern mit einem unnéthigen Factor behaftet. Um 
die eigentliche Resultante zu erhalten (vgl. Baltzer’s Det. pag. 112), 
muss man in dem Systeme der Gleichungen (I,) die  — m letzten 
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(niimlich diejenigen, bei denen x > m — 1 ist) durch die Glei-* 
chungen : 

Be-e—t*eer0 2,°-"—*a,9 =O... eee r° - =—'@ = 0 
ersetzen. Man erhiilt dann das folgende neue System von » Glei- 
chungen : 

>» 5,02! et 3 om O 


> i4 \a ar *— _— 0 


wr A -ta —_—i- —— 
(II,) EC, m—1%' #"—*—1 = 0 
a , ‘ 
\ Da; x," —m+i-—1 2" -ti = 8) 
Da; GOOG 8 gee tet ans ( 


- ; . (1 
2D «;2,'2,%—!-'== 0; (7 





ihre Determinante: 
(it,) B+-G,C,, ... Quik, n— 1G %... oR 


will ich durch R und ihre Unterdeterminanten nach den Elementen 
C;, durch y;, bezeichnen, Durch Vergleichung der Determinanten P 
und 2? erhilt man dann die Relationen: 

(I1,) P=a"*-"*R 

(Ma) Vit x = &"—" Vix, : 

von denen die letzten zeigen, dass diejenigen der Unterdeterminanten 
Vix,» bei welchen die Summe der Indices i + x denselben Werth hat 
(vgl. § 4.), einander gleich sind. Ich will daher die Gréssen y;, durch 
vi+x bezeichnen und die Gleichung (Ila) durch die Formel ersetzen: 


(1.) Ty = Yo" "Po 
Triigt man fiir die Gréssen [, diese Werthe in die Formeln (Ig) und 
(I,) ein, dann entstehen die Gleichungen: 


l = 
(IIs) @,° ar t*—?-" an 9%, I 
in welchen y, einen Proportionalitiitsfactor bedeutet und 
Gn Yaty an — n-+-v— cteey Gag 
it) Yate + 1 Yntr—1 lh 
On Yate Oni 9atomi- +... Q. 


Bezeichnet man (wie es im § 4. geschehen ist) die Covariante: 
i=—n—1l e=2— 


1 ; 
x > en yor 1 —* pmb n—i— ea 2 pipe 
: ( 1) i * Vix Ly 


é=@ saz @ 
A=m+n-2 in 
© @) = 2. CTT Jnwt-'-123 = 
=0 
durch: 


6 = Ont ~ sar rs -+ OQu42 eee rr teeny 
setzt man also: 


























Bildung der Resultante zweier Gleichungen. 


“1- * m+n—2 

(1V,) (— 1) ( 1 n= 6..4s- 2— 4, 
) dann kann man die Formeln (Il) in die eine zusammenfassen : 
x: (IV.) (c@)"+*-2 296. 


Die bisher zur Bestimmung der Resultante aufgestellten Determinan- 
ten P und F& eignen sich nicht dazu, dieselbe symbolisch auszudriicken. 
Um diesen Zweck zu erreichen, soll deshalb eine dritte Determinante 
gebildet werden. 

Die Form: 
(Va) r= 


f. Pym _— fyn ae = z=m—! 
(wy) é=30 z=0 
will ich die Cayley’sche Form nennen und symbolisch durch 


(1102, fang ®—H (5, $$ y.)"—B— (MYM EQ" (HY HSM YY". 


is m—1l =n —1 ml on —1 m—'l 


x y i,a “Ly ie “Ee 


Cix x,! | y\* ¥."~ 1—x 


bezeichnen, so dass ihre Coefficienten ¢;, die symbolischen Werthe 


en haben: 


P (Vs) sane (" -s *) ” 4 _ pry? p(y — §— 1b gay® gaye — 1 — #, 


Da die Form F' fiir beliebige Werthe der Variabeln verschwindet, 
“wenn man darin die Variabeln « durch eine gemeinsame Wurzel 
“=o der Gleichungen f= 0 und gy = 0 ersetzt, so verschwinden in 
on diesem Falle auch die einzelnen Coefficienten der Potenzen von y und 


at man hat die m Gleichungen: 

ch i=n—1 : : 

ut (VI) ZS Cin B*—*—1 2 oe OD. 
- i=0 


Um weitere, fiir « = geltende Formeln (x — 1)'" Grades zu erhal- 
ud ten, fiihre ich folgende » — m neue Formen ( — m— 1)'" Grades ein: 
—- i —m—1 
Bie by OE + A 9 BO My 0000008 (symbolisch r ) 
= am 9 4 —i— 1 
Cae by gay? te by, ge By PF Be oo. sce (symbolisch .. ) 

7 ~_. a ; ° n—m—1 
a ee ee ee eee (symbolisch Ca 
und bezeichne ihre Determinante: 

(VII,) a+ i, . bia ° lio -- + he m—1, 2-1 = D 
durch D, sowie ihre Produkte mit der Form g: 
(VII) l; » Di = pi 
durch: 
—_ .. n—1 
(VII,) pi = pi,n—14,"—! + pi, n—2 44" —2 Ly ...... (symbolisch P; 4 
Fiir die Wurzeln x = @ besteht somit das System der » folgenden 
Gleichungen (” — 1)'*” Grades: 
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Ecio ay ay" '—! = 0 
Dit x! x," —i-1=0 


sy v0 ee 
mCi, m—12,;° La” = () 
Zn2{22-* 1 — () 


2h, 1%, 2" *-* = 0 

ay —a~t, He °- *—* = 0. (X 
Ihre Determinante 
eee i Gan Oe, . - « Ca m3, wm - 1 en ds > ss Pa w—3, 0-2 OB 
will ich durch S und die Unterdeterminanten derselben nach den 
Elementen ¢;, durch g;, bezeichnen; sie sind mit der Determinante R 
und deren Unterdeterminanten durch die Relationen verbunden: 
(IX,) S=D.R 
(IXy) Jix =D. irx- 
Die letzteren zeigen, dass diejenigen Unterdeterminanten g;, (wie es 
friiher bei den Unterdeterminanten y;, und [;, der Fall war), bei . 
denen die Summe der Indices i + x denselben Werth hat, einander 
gleich sind. Man kann sie daher durch g;, bezeichnen und die 
Forme] (IX,) in der Form schreiben: 
(1X,) Gr = Dy,. i 
Tragt man die hieraus bestimmten Werthe der Unterdeterminanten y, 
in die Formel (IV,) ein, dann gelangt man zu dem Ausdrucke: 

A4=m+n—2 
4 


(KX) Dom Ep (MTP) grate tt ad. 


Ebenso wie die Determinante S und ihre Unterdeterminanten erster 
Ordnung, so sind auch ihre Unterdeterminanten hoherer Ordnung 
uach den Elementen ¢;, den entsprechenden Unterdeterminanten von 
Tt nach den Elementen C;, proportional und man hat die Relationen: 


D ok _ 6s 
OC, OC, 
— on a 
Ci, OC; OC; OCry 
D = . eR = —* 0,85 
6 C: Cc Cr yo C;. 2” CC;, CC; wt OC x 


Bezeichnet man die Ausdriicke: 
oR 


. »R 7 
2 dc, =OR ; = —@ ~ 06,067, =O0,R 
a F ix 3 mH = ) ix Ci x 2 eree 
oCc;, 0C;,0C;, * : 
as 0.8 . ’ 
25 8e.=—@08S ; =, O¢;,0¢r4 = 0,8 .... 
Cry OCj gC, x J 








a 


v 


es 
el 
er 
‘ie 
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dann kanu man diese Gruppen von Relationen in die Formelu zu- 
sammenfassen : 


! 


| DdR=dIS8 
(XI) | Dd,Rh = 0,8 
Haben die Formen f und g mehr als einen Factor gemein, dann ver- 
schwindet die Variation der Kesultante: 
ck 
oc 


a 
(XI) 6R=3, .-s 


ix 


e +- . —2 


identisch; haben sie mehr als 2, 3... Factoren gemein, dann ver- 
schwinden ausserdem die Variationen: 
Cm , Gib tas 
Die Determinanten S und D, die Variationen 68, 0,8... und die 
Covariante D.© lassen sich durch symbolische Produkte darstellen, 
mithin die Formen Rh, df, 6,R.. und O als Quotienten symbolischer 
Produkte mit dem gemeinsamen Nenner D. 
Traigt man in der Formel (VIII): 


Pe 7 
S= ZH Cy C4) eee Cn—1,m—-1 Pm Pi, m-i+ ++ Pan—m—1, n—1 


- statt der Coefficienten ¢;, und p,; ihre symbolischen Werthe ein [vg]. 
F. (V,) und (VII,)|: 


;, n— 1) (me ‘) pe Se ' =? ar eek 
tix = ( i )( MO i 5 4% 
nm—1\ i s—i—¢ 
Pri = ( 1 ) vi Pes ? 
dann erkilt man eine Determinante, in welcher die Hlemente der w'e 


. . es . m—i1 : 
Horizontalreihe fiir «<< m den gemeinsamen Factor A ) und die 


Elemente der v'*" Vertikalreihe den Factor ae 7 besitzen. Bezeichnet 


man mithin den numerischen Factor: 
% —- ‘) * -- ') . _— 7 (" a *) (" _ ') = (” oo ') — 
0 1 m—1 0 1 n—i1J 


durch ¢, dann erhilt man fiir die Determinante S den symbolischen 


Ausdruck: 
a ee 1) ("™—2 (1) agyn—-2 
S = c> + r ) s! ) . r,' ) r,” Sy 8,' ) oeree 
. (ay —1 Qz—m (aut (1) (2y%—m—1 ay2—t 
m—1 __—1 oat ~~ ~p sere Ln —m—i* 


ym = 


', die 


Die Elemente der 1'" Horizontalreihe haben den Factor s” 


a i gym — 2 1 . ¢ ° 
der 2" Horizontalreihe den Factor s,° s,, die der 3' Hori- 


: gym—3 1)? 
zontalreihe den Factor s, _" 


° pm-1 
, die der m'e den Factor s 


m—t1 





Oc, = 21720 D;¢;,2—1 = Ba Ontn—2—29 Zj6;,a—i 
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gemein; schreibt man diese Factoren vor die Determinante, dann erhiilt 
man fiir S den Werth: 
m—t1 m— 2 m—t1 9)n —1 
S=cs” ed ae ee =+r? 4S 


““m—t 





<li PE, ok lier a 
Vertauscht man hier die verschiedenen, die orm F' darstellenden Sym- 
bolenpaare v;s; unter einander, dann gelangt man zu m! Formeln, 
welche sich in die folgende zusammensetzen lassen: 


en (y"—1 P inde - (2"%— 1 ajy"—1 
S= 7 2=+8 ° _ Z=+7 sche eis 
Die Factoren dieses Ausdruckes, die Determinanten: 
™ (qym—1t ayw—it " (7"—1 (12-1 
Z=+s coos, ME BHO ivasees ae 


haben die Werthe: 

Tlix (s; Sx) und Thixan ("% Tx) (7; pa) (Pa Pu)» 
mithin wird die Determinante S bis auf einen numerischen Factor 
durch das symbolische Produkt dargestellt: 


(XIIT,) DR = S = Mixay (it) (Si 8x) (Ve pa) (Pa Pu)- 
Die Determinante D und die Covariante D.0O lassen sich durch 
die symbolischen Produkte ausdriicken: 


(XIII) D — Tix (I; Ly) 

(XTI.). D.O = Mixay (Vite) (8: Sz) (7: Pa) (Wa Du) i, wi, 2+ » 

Bezeichnet man die Variation der Form F' symbolisch durch: 
OF = 9) oO" =O) Geese 


dann erhilt man fiir die Variationen der Elementarcovarianten (rs)” 
und der Determinante S die Ausdriicke: 


(XIV,) 0 (rs)” = (g0)” 
(XIV y) {= TMizay (rite) (SiS) (vipa) (Pap) (7) (8:6) 


as 2 oy 


=, (FA) (Tri naye (727) (85x) (MPa) (PaPu)(TTi7%, 2p T1Si, 2)", (96) 





ahd 0,5 = Mheie (rs we “ **) (r pa) (Pau) " e) si Q; ) (8; °) ts 1) 


Trigt man in diniiatindien ‘Produkte fir die Symbole pi ihre 


Werthe aus der Formel (VII): : 
= pa 


ein, dann erhilt man durch D = T1;, (i; 1,) theilbare Aggregate sym- 
bolischer Produkte, welche man durch Uebereinanderschiebungen der 
a bilden kann. Die hierbei entstehenden Ausdriicke 












l- 


m-+-n—r —2 


ire 


m- 
ler 
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sind jedoch so complicirt, dass ich ihre allgemeine Entwickelung iiber- 
gehe und mich darauf beschriinke, den Weg an einzelnen Beispielen 
im folgenden Paragraphen anzudeuten. 

Da sich schliesslich Alles aus den Elementarcovarianten (rs)” der 
Form F ableiten lisst, so will ich diese Formen durch Uebereinander- 


schiebungen von f und p bestimmen. — Triigt man in der Identitit 
(Va) ' _ * yr" - * 6 —1 

f-Pyn — O fm =r, (cy) 
fiir die Ausdriicke f. Pu» P+ fim und oat get ihre Reihen aus den 


y 


Formeln (X) und (XII) des § 2. ein, niimlich: 


().C) 


f. Pyn = "¢ +n—ut+ 7 (1; Pn —e (xy)" 


(") © 


9 In — 2a Cae nm ek) Or Nonmn OP 


os _ ') ("- -_ ") 
n—1m—t1 
r . 


x oy =2 ‘eit ') (rs)* m—y—1(vy)” ? 
Vv 
dann erhilt man die Identitiit: 
(") (C) — ie 1) cy 


an ‘’ +n— - + ') (£9) m— u (wy) 


aa ee 5 > 


a Chae ') 


Dieselbe geht, wenn man in der Summe linker Hand (in welcher das 
erste Glied verschwindet) den Summationsbuchstaben w durch v + 1 
ersetzt, in die folgende iiber: 


(rs)? —« , 


m me 
2; Ga DIG aeaee " +3 (fo)t2 ys @eyy*! 
v+1 


m—1 n—1 
2 een 


| ee EE 
eed CoD i (v5) m ot WF 


Da diese Gleichung nur dann bestehen kann, wenn die einzelnen 
Glieder auf beiden Seiten iibereinstimmen, so hat man die Rela- 
tionen : 
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CeCe )+C1 CED rages eae 
Poros (wena 





y+i1 
aus denen sich fiir die Elementarcovarianten (rs)” die Werthe ergeben: 
‘a's = ae men m.m—1....m—Pv) oe — 
(XV) (ve! = Reuss eet 1)" a—?.... wo (fp) . 


Beispiele. 
Fiir 2 = m + 1 ist: 
(rs)!” = m.(f9); (rs) =4(f9)s (vs)? = F (p)s (rs® =, "4 (Fo). -- 
Fiir n= m-+ 2: 
te 9 2 +2 pp ye 
(vs)"—= mfp); (rs) =A (oys (vs)? = 4-4 (Pose 
Um die Variationen 6S und dR als Aggregate der Incremente 
6 (rs)* der Coefficienten der Elementarcovarianten auszudriicken, er- 
setze man in der Formel (XII): 
lac ap.» (—1t}- ess 
cial Uaimiilins os iy, Nodal i 
a 


die Summe Ze, ,—; durch ihren Werth (rs)? [vgl. § 2., F. (1V)]. Es 
entsteht dann die Gleichung: 


(RVI) jp 8 OR 2 aig aay Ont 2-1 BN — (0, (a) 


aus welcher sich leicht die Formeln ableiten lassen: 


{XVIb) mR = (0, (rs)°)"*"~*, 
oR 

(XVI.) ae 

(XVIa) os -=Q firy>0O. 


a(rs), 
Die Relationen (XV1q) lassen sich in symbolischer’ Form ausdriicken. 
Durch Vergleichung der beiden Werthe, welche in den Formeln (XIV,) 


und (XVI,) zur Bestimmung der Variation 02 gegeben sind, erhilt 
man die Identitiit: 


> = ye m+n—v—2 


2, ‘tell ') Thi zau(?i Vx )(Sj Sx )(P ipa) papu) TT; Vi, xy VIS;, mA (= D(@,(96)") 


“ 


yy n—2 


aus welcher man die Relationen ableiten kann: 








_ —2 
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Tlixan (7%) (SiSx) (r; pa) (pa Pu) (17, ny) TTs;, x) = 0) 
(XVII) o au (Vix) (Si8x) (V2 Pr) (Mapu) (TT7;,2 , TTS;,2)? = 0 


welche, wenn man die angedeutete Operation: 
(Trix » ITS;,2)” 
wirklich ausfiihrt, die Form annehmen: 
O = Tizau (Vit) (SiS) (75 Pa) (Pa Pu) » 
» Z(PSi)14 Si) «++ (Vr » Siy) Vr, 000 Tn—2, e8ing 128i, 49,8 ++ Sing, 
in welcher fiir die Zahlen 


(XVIII) 


G & wow pes 
Permutationen der Zahlen: 
042 ... &=—2 


zu nehmen sind, bei denen verschiedene symbolische Produkte ent- 
stehen. 
Setzt man in der Identitét (XVI,): 


dR =(0, (90)")"*"~* 
fiir die Covariante (9¢)° ihren Werth: 


3(rs)” = m (f, dy) — m(g, df) 


dann erhilt man fiir die Variation dR den Ausdruck: 
IR=m((O/y-', seal —m((Og)"-1, df)" 
= md, “% i G (") (Of)*—* dar — =~ (Og)"—! oe F.(VI§ 1.] 


() 


und daher fiir den partiellen Differentialquotienten ca den Werth: 


e— 9 


diejenigen ya woes 


o R m m—1 


da, —1)"+*(p®)n—x. 


() 


-Nach Formel (V) § 1. ist nun: 


a 


tS) 
ia ae 7] 6 -m+n-—x—1—<O ‘ 
(98),— = 20 (— IP Ge (”) ( m+n —2 ) 
67 \m +n—x—1—e 
wobei: 


Co= 2 (—- 1G) GS CL d=-Q OGD: 
Ferner ist nach Formel (1V,) 
O.40- x—1-o = & Peg die : ad ») (— pre Ve+o—1 | 
mithin : 


oR xm) 


Fa = (— 1" Leta Pepe—1 {o — “mh 


oa, 
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und da nach Forme! (III): 
ist: Xo Wo Px+o—1 = 9 

(XIX) ba, = (— I" 2a 6 Ga Pet e—t- 

Ausrechnung einiger Resultanten von Formen ungleichen Grades. 
Bezeichnet man die EKlementar-Covarianten einer Form: 


F — 7 3” 


xy 
nimlich: 
f = (rs)° =e= out” Ye tues 
a | COTTER) momar tae... 
(rs)? i a = (rs) = t= er = ” gaaiall ; 
(rs)? r2—* s"—* — (rs)* = @ = o™t*—8 = ar Mick 





durch @, 6, Tt, @..., aie kann man aus Formel (X) § 2. folgende 


Identitiiten ableiten: 
(0) ~ win (") (*) ‘ ~ 


- ", sy 7 e: Oy 4 Ce e si re +" — ') ie: " 
“ (") (") ; ‘ 
$e a pp... 
(" } ) y 
m—1 nu 
(i's) = . Fe o" 1 a 1 fi ey ) . : iP 2 ™ 2 (wy) 


(II) 


nm a n— : a y 


eile iv 





Differentiirt man diese Formeln nach den Variabeln « und y und er- 
setzt man die Incremente durch neue Variabeln, dann erhilt man 
Relationen, um die Polaren der Form IF’ als Aggregate der Polaren 









* (ay)? 


+ cdi (xy). stl 


‘ +n— *) 2 y 
2 
cs _ *) .: — *) 
(r: s)? 2 n-—2 gr? ima * dd + 3 es a* (xy) 
— @ y neta y en os 
aS ®t 3S mas a* a? 
¢a)’r, %& =e, yo oteteeees 


eee 
J] 








(ay)* 
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ihrer Elementar -Covarianten auszudriicken. Hieraus folgt, dass jedes 
symbolische Produkt, in welchem die die Form F' darstellenden Sym- 
bolenpaare rs, 7,S,, 7S, ... vorkommen, als Aggregat anderer solcher 
Produkte darstellbar ist, in denen statt jener Symbolenpaare Symbole 
auftreten, welche die Elementar-Covarianten 9, 6, t, @.. darstellen. 

Von den im vorigen Paragraphen entwickelten symbolischen Pro- 
dukten sollen die beiden folgenden Formeln (XIII, und XIII.) 
fT ile) R= WM (rirz) (Si8x) (Vi pr) (Pa Pu) = (lil) . (0, Q)"t"—? 
(TT (Ulex) O = Th (riz) (Si8e) (1: pa) (Pa Pu) Vi, «Si, x Pa, x 
nach diesen Methoden in den folgenden Beispielen durch svmbolische 
Produkte ausgedriickt werden, welche statt der Symbole der Cayley’- 
schen Form F' die ihrer Elementar-Covarianten enthalten. 

Die Formeln (XVIII) will ich iibergehn, weil sie nicht die ein- 
fachsten LRelationen zwischen den Coefficienten der Cayley’schen 
Form sind. 

Die bei der Berechnung der Resultante R und der Covariante 0 
nothwendigen Operationen beabsichtige ich in der folgenden Reihen- 
folge vorzunehmen : 

I. Aufstellung der Cayley’schen Form und ihrer Elementar- 


(111) 


Covarianten 9, 6, t, @... mittelst der Formeln (V, und XV) des § 7. 


5 i ane Ls | 
(wy) z fy 


m (iv — m) 


: a3 -m—1-m—2 : 
di me (1p); ada 2(% — 1) (19)*; vo TCE SES + pores (f9)*; 


n-n —1-n—? 
5) | J, _ m-m—1-m—2-m—3 4 
—— 4(m -+- n — 3) ! nen — eae} (79)" «++. 

I]. Diejenigen Polaren von F', welche fiir die folgende Rechnung 
nothig sind, werden als Aggregate der Polaren der Formen @g, 6, t, @ .. 
ausgedriickt und so in Reihen geordnet, dass die fiir die Berechnung 
eines symbolischen Produktes erforderlichen Polaren in eine Reihe zu 
stehen kommen. 

Ill. Aus den [vergl. Formel (III)] R und © darstellenden sym- 
bolischen Produkten werden die Symbole p mittelst der Formel: 


si p—*—s m 


p =F,» 1,2 a, 
fortgeschafft. Hierbei werden jene Produkte so transformirt, dass der 
Factor TT (/;l,) sich weghebt, und man fiir R und 0 Aggregate sym- 
bolischer Produkte erhilt, in denen ausser den Symbolen 7;s; nur die 
Symbole der Form g resp. ihrer Covarianten auftreten. 

IV. Diese symbolischen Produkte werden mittelst symbolischer 
Rechnung aufs Neue transformirt. Hierbei werden neue Covarianten 
A, B, C... von F eingefiihrt und durch Uebereinanderschiebungen 
derselben R und © ausgedriickt. 





r238_2—=(73)"=9—=3(f, 9); (18) "2°52 (r8) = 6 =} ((9)*; (15)"'re = (18) =e =F)" 
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V. Diese neuen Covarianten A, B, C .. werden mittelst der oben 
aufgestellten Polaren berechnet. 

VI. Zusammenstellung der zur Bestimmung der Resultante R 
erforderlichen Formeln. 


Die Resultante R der Formen 4° und 3'" Grades: 
f= aya, + agar, + a,%,? 2, + a, 42,5 4 Ay," 


yp = 23+ a,2,?2, + a, 2, 2,2? + aa,' (symbolisch = «,") . 


I. Die Cayley’sche Form und ihre Elementar-Covarianten haben 

die Werthe: 
f-9,—O°fy 
(ey) 


F= 


32 


== 7," y 


II. Die folgenden Polaren von F' sind fiir die kommende Rech- 
nung erforderlich: 


1. Reihe. , 
1. 12°Sy? = O29 Oy’ + § 626, (vy) + 47. (vy)? : 
2. (7s) 7,28, = 6,76, — }t (yz) 
3. ts" — 0,” o,° a $ 6,6," (ya) + 4 t. (yx)? 
4. 12> Sz8y = 0x40, —2O. (yx). 

2. Reihe. 
1. 1'*S2Sy = 070,02 + 26,6, (zy) — 3 6,6, (wz) — 41. (zy) (x2) 
2. Vy Sr8Sy = OxQy' — $Gy? (xy) 
3. (rs) rPs,=— 6,6, — ity. (ry) 
4.0 FeV y?Sx8y = Ox Oy + $626," (YX) — } Ty (wy)? 
5. ("8) PePySz= 6,26, + 4r. (yz). 


III. Die Resultante R und die Covariante 0 haben die Werthe: 
R = (riz) (SiS) (vi P) 
© = M1 (riz) (SiSx) (iP) Px Vi, x Si, x - 
Das in ihnen auftretende Symbol p stellt die Form: 
p = p.* nay a," 
dar und kann daher durch das Symbol « ersetzt werden. Man hat 
daher: 
R= (rr) (ry) (72) (7@) 78) (r2@) (854) (88) (5154) 
O = (r'1r;) (88;) (7 @) (7, @) TeI1, x SxS1, 2 x. 
IV. 1. Transformation des symbolischen Produktes J?. 
Ks ist: 
R= (ry) (12) $e) H2@) (85)) (852) (8182) {72) (714) — 77) (2@)}- 


Vertauscht man in dem ersten symbolischen Produkte die Symbolen- 








uy 


R 


n 


=(f 9)". 


vat, 


fe 
Ne 
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paare 7s, 7,S,, 7S, cyklisch unter einander, dann geht es in das 
folgende iiber: 


(r72) (77)? 2 @)? (We) (881) (852) (8; 52) 
mithin ist (bis auf das Vorzeichen): 
R= (rr4)® (v0)? (88,) (854) (818) {0-r) (1) — (r7») (@)} 
= (r7,)* (v2@) (85,) (855) (5; Sy) 
und, wenn man die Covarianten: 
(r1,)* (88,) 825,2 = A (ras? = DB. 
durch A und B bezeichnet: 
ti =(AB). 
2. Transformation des symbolischen Produktes 0. 
Ks ist (bis aufs Vorzeichen): 
= (r7,) (88,) SeS1,2 @y {722 (7,0)? $a,? (rv,)?} 
= $9. A — ($5) 505,272? dr,2 ("@) — re (ry@)} (7,0)? 
= $9. A—$(SS,) 8x54, 07271, r(1a)(7; @) {ry (1", @)—11, x (ra) } +(88,) S281, 2723 (7, @)" 
=$9.A+$(rr,) (88;) SeS1,2 PeV1,2 (7 @) (7, @) a + 7,3 s, B, (s B) 
=1qpA—10+,,3s, B, (sB) 
=1pA+t ir3s, Bz (sB) 
~ und da noch Polare 4 erste Reihe: 


v2" Sx B, (sB) = Ox! B, (9B) T ; B 6 































ist: 
=194+3(9, B)—7B.6. 
V. 1. Berechnung der Covariante: A = (1'7,)* (s5,) 8x51, x. 


Aus den Polaren der 2 Reihe ergeben sich die lelationen: 
A= 8,0. {(r@)? (80) + $6: (1's) (6)? — 3 re (v0)? (80) — fre (rs) rt) 
Ox Sx (7Q)* (SQ) = Or Q1,x (9)! — 3 Ox” (96)? 
OxSy (78) (76)? = 6,6), , (66,)* — 3 6,* (Gr) 
reSz (6)? ($6) = gz? (90) + 1 6261,» (66,)? + | 4, (67) 
rySy (78) (rt) = 6,* (ot) + 47° 
A = (9¢@)' — §(@6)° + 43 (66)? — (tr) — fr’. 
2. Berechnung der Covariante B = (ra)*s,*. 
Nach Polare 3 der 1'" Reihe ist: 


B= 9." (9a)? + § 6x02 (6H)? $ On? (ta)—=(0, p)*+ $(6, )?+ 4(t, )- 
VI. Formeln zur Bestimmung der Resultante R. 
fe=3 fo) A = (9¢)' — § (96)? + $§ (69)? — (rt) —fe° 
(IV) ;o=43(f9) | B= (e9)°+ $6, 9) +4 9) 
|: = (fh, 9)’ R= (A, B)’. 


Mathematische Annalen. III. 27 


































om ON 


6. ry? ry? Sz? = O24 Oy? + F G27 Gy (YX) + ght. wy)’. 
3. Reihe. ' 
1. ret 82Sy= 0270 y 02 +62°6/(2y)—} 6.6.(ry)— 7) Tet. (U2)(2Y)— 3 T: (22) (Y) 
2. (r8)ry3s,—=620,) + } 1,2 (yz) 
3. (rs)rery?S:= 6,76? — 4 tz2Ty (xy). 
4. Reihe. 
1. 1y'S2” = Qe? Qy' + 4 G25, (YX) + § ty (yx)? 
2. Tx? 1 y?Sz? = Ox! 0,* + $6276, (yx) + bt. (yx). 
5. Reihe. 
1. Py! Sz Sy = Or 0° + 3 6,' (yx) 
2. (rs) ret P Se = 6,°6,? + $27, (YZ). 
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Die Resultante R der Formen 5‘ und 3° Grades: 
— Se 2 sa 5 
f= 452,° + A424, + a,%,°22? + a, 4,7 x,% 4 a, 4,42" + yx, 
an 3 to 2 3 
P = Hy H,9 Oy HP Hy OH, Hy* + Hy My’. 


I. Die Cayley’sche Form und ihre Elementar-Covarianten haben 
die Werthe: 
f- %p — Oty 
(xy) 
ra'8,* = (rs) = 9 = 3 (/); (rs) re*8z = (vs) = 6 = 3 (F9)* 
(v8)? r=? = (rs)’ = = 14 (fo). 
II. Folgende Polaren von F' sind fiir die kommende Rechnung 


F= 








. » 2 
az ,'S, 


erforderlich: 
1. Reihe. 

1. r2'Sy = Q2'Qy + 46296, (wy) + §t. (wy)? 

2. (rs) r,3s, = 6,26, + 3r. (xy) 

3. 121 ySeSy = Qx'Qy? + 462°Oy (ey) — yt (wy)’. 
2. Reihe. 

121s SzSy= 02°70 02+ 6,°62(2y)—16,6,)(xy)— Fy Te T.(2)(2y)— sy T27(27)(Y 2) 

120 ySzSy= Ox" Qy* — § 6,6,) (wy) — zh Tt,’ (wy)? . 


. (¥8) ret? S2= 6,267 —} t,t, (xy) : 
Te? P82? —=Qx9 Oy + 62°6y? (yx) + 75 TeTy (WY)? 
. (78) rr yS,=6,' 6, +41 (yx) 


Ill. Die Resultante R und die Covariante 0 haben die Werthe: | 
(1, 4) R= (p, py) (rire) (8i8x) (iP) iP) 
(1, )) © = (p, py) H(rite) (SiSe) WEP) (VD1) 71, 8,2 Dx Pr, 2 - 
Die hier auftretenden Symbole p und p, stellen die beiden Formen dar: 


p=p=1l.9 3; R= M2 = 1.9. 











r)(y*) 


x) (yx) 
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Um sie aus unsern Formeln zu entfernen, will ich mich einer Hiilfs- 


formel bedienen. 
Hiilfsformel. 


Nach § 2. Formel (X) hat man die Identitit: 
PP p— Pi" P, . 
ey ADs Die + (Dy Dido? « oy)? 
Die linke Seite derselben erhilt, wenn man fiir die Formen p ihre 
Werthe eintriigt, den Werth » . ,». (/, U,), welcher sich nach Formel. 
(IIT) § 3. durch den Ausdruck ersetzen lisst 


Us Pv + an (PH)? @y)?t Uh). 
Mithin findet die Identitit statt: 
(11) {ev + a's (PO)? (@y)?} =4 (D5 Pde + 3 (Pr,),’- 
Aus derselben folgen die Formeln: 
4(p, r= (4). e 5 ay =G, 4). @, 9 
oder, wenn man die Covarianten von gp: 
teu ud x (py) =e 
durch w und v bezeichnet: 
(Pp, Py) =u. (1) 5 (pp)? =e. Ul, 4). 
* Hieraus kann man leicht die Hiilfsformel ableiten [vergleiche § 3. 
Formel (XIV)}: 

(DP; Dy) De Py Bs Pr, x Dr, yPt,2 = (Uy hh) (te? ty? ue? — Fo [0 « (Ye)? vy? (@xr) E02 (ey)? | 
Mittelst derselben erhiilt man fiir die Formen 2 und © die Werthe: 
R= (ry) (rg) yrs) (854) (854) (152) CW? (7,0? (ry0)? 

— Bh Ory) (72) 12) (884) (854) (8182) (P20)? 
O = (rr;) (S8;) 271, xSx $1, x { uy? (vu)? (7, wv)? — 47,7 (",7)? — Fy v (rr,)?}- 
IV. 1. Transformation des symbolischen Produktes R. 
Ich gehe von der Identitiit aus: 
(74) (rg) re) (PM) (HW) (ret) TT (8i5*) (rst) 
= (ry) re) OW) a) Lr) Or) — 7) (ra) } TH ise) (Hie) 
Vertauscht man in dem ersten symbolischen Produkte rechter Hand 
die Symbolenpaare 7s, 7,5,, 7S, cyklisch unter einander, dann erhiilt 
man den Ausdruck: 
(7%) (77)? (V2 U)? (7 U) TT (SiS) (7:2) 


mithin ist: 
(ry) (2) Oye) HU) OL) (72%) TT (SiSx) (rit) 
= (rr)? (rou)? {ry72) HH) — re) HOF TH (Sise) ie) 


= — (1'7,)° (720)? TT (s:Sx) (74) 
27* 
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und (bis auf das Vorzeichen): 


R = (r1,)° (83,) (832) (8,52) {(@re) (7,4) (2)* + 5 (2) (a2) (P20)*F - 


Bezeichnet man die Covarianten: 


(r7,)® (88,) Te71,2SyS1, y= Ax2uy? und {(ru)!u,? + A; (rv)? v.27} 5,2 = L,? M,? 
durch 4,*4,? und L,? M,*, dann wird: 
R= (AL) (wuM)?. 
Die Elementar-Covarianten der Formen 4,?u,? und L,?M,? will ich 
durch : 


(4u)" =A ; (Au) =B ; (Au) =C; (LM) =D; (CM) =E; (LM) =F 


A, B, C, D, my F bezeichnen, es ist dann: 


Az? wy? = A,?A,? + BB, (wy) +4. (wy)? 
L,? M,*? = D,? D,? + E, E, (xy) + 4 F («y) 


und: 
=(AL)*(AM)*?+ (BL)\(BM)(LM)+4C.(LM)y=(AD)'+ (BEY +4 CF. 
2. Transformation des Ausdrucks : 
= (rr) (S8,) Pet, 2Se51,2 (ue? (ru)? (r,u)?— 14,2 (r,0)? — fsev(rr,)?} 

Man hat: 
(r7,)(88;)re11, 28251, 2 Ue?(7U)?(1,6)2?—=(17;)(88,)Se51, 2Ue2(ru)(r,u) {722(7,0)2—4u,.2(rr,)?} 
= (88,) S2S1,2e (ru) (1, U)> 722 {r1,2(rU)—re (7, u)} —4 (1777, )(88,) Se St, tte" (¥ U)(r7, 4) 
= $(85,) Se51,2tr (ru)? (17, U)? Pett, {re (7,4) — V2 (rw)} 

— (SS,) SrSt,2tx (re) (7, ¥)* r23 — $ (7 7,)° (88) Se St,2ttet (re) (7,4) 
= —} (rr,)(88,) Ua? (7U)?(7 Ut)? Pet, e821, x— (S81) Sx 51, 2 Ue (1U)(7,0)! re2— 4 PU(A)? 
= — 3 (SS,) SrS1,27 2° Ux (ru) (r,u)' — Lu,? uz" (Au); 

mithin ist (bis aufs Vorzeichen): 
O = § (85) $251,272 Ue (PU) (7, U)' + fru (Au)? + £(r7,) (88) re? V1, 28x $1, 2 (1, 0)" 
+ ov ~ (r7,)3 (85)) TeP 1,280 51,2 
= 123251, 2 (88) {2 Ue (ru) (7,w' +b (rr, rie (7, 0)?} + hate (Aw) iyo. 
= 3125s, M, (sM) L,(r L) + 46,2 uz! (Au)? + yh 0A. 
Da nun: 
Ay2u,? = A,2A,? + BB, (yx) +4. (ya)? 
L, L,M,M, = D,?D,D.+4£. (yz) —iF (xy) (x2), 
so wird: 
0 = 37,38, {D2 (rD) (sD) +4 £E (rs) —4 F rzsz} 
+ 4uzt {A,? (Au)? + Brus (Bu) + 4 Cu?) + 4, A 
oder da nach Polare 3 der 1' Reihe: 
1,82 D,* (yD) (sD) = @.'D,? (oD)? — 46,3 D,* (6D) — 3,1. D 
ist: 











































Bildung der Resultante zweier Gleichungen. 409 


O=}(eD)’— 54 6D)—ot.D+4o.E—jho. F+4(Au)?+4(Bu)+ § Cu+ 415 4.0. 
V. Ausrechnung der Formen: 
A = (Au) = rei, 2 $251, 2 (r7,)° (ss,) 
/M,* B= (Au) = (rP1, 28x51, x) (¥7;)> (S8,;) = (77,)9 (S5;) (7) 1, x51, x 
C= (ip) = (rer. 8084,2)07)(85) =r 65, )(09)(748,)— Hr )s,)! 
D = (ru)! uz? 82? + 35 (rv)? rz? 82? 
E = — (ru)! (Su) teSe + 435 (rs) (rv) reSe 
I = (ru)! (su)? + 35 (rs)* (rv)? = (ou)® + Ho (, 2). 
1. Berechnung von A. 
Aus den Polaren der 2'" Reihe folgen die Formeln: 
A= re8e {06%(rQ)%(8 + 62°(1'8)(1.6)"—4 5465 (76)? — yt (0'8)(0't) — gy Pe Se (00) 
28x Qu" (1Q)° (SQ) = Ox" Q1,2" (901) — $ O2° Gx (96)® — a'5 Qe! (Qt)? 
C.F. rzS2Gx" (rs) (r6)? = 6,7 6;,,* (66,)? — $ 6,°t, (67); 
VeSx° Gx (7 6)> = Q2° 6, (Q6)> + 6,76,” (6, 6)? — Fy 6° ty (67) 
Vx" SxTx (V8) (rt) = 6,'t, (6t) + 47°; 
Tx°8z" (rt)? = Ox! (Qt)? + 3 62's (64) + We 
A = (9@)' — 3 (96) — 4 (ot)? + 3 (66)? — $ (Or) — yn’. 


KF 


my) 2. Berechnung von B. 
1)(7", #) Aus den Polaren der 3'" Reihe folgen die Formeln: 

B= (rs) {02*(79)"(80)+62°(r'8)( 9) — $5262 (09) — fp Tete (18)(0t)— Fp MeS0(0t)*f 
) (v0) 8,6, (rs) (ro) = 6, 61,z (66,)° + $6,” (Gt)? = } (Gr)? 
(Au)? rySy (18) (rt)? = 6,? (61)? — 4 t2%1,2 (tt) = (6r)?. 

Ausserdem ist: 

gx” (rs) (r@)’ (SQ) = (96)* 5 62? (rs)? (76)? = (61)? 5 rete (rs)* (rt) = (rt) = 0 
r(rye) mithin: B = (96)! + 3 (or)? 
Sx St, x 3. Berechnung von C. 
Lie Aus den Polaren der 1'" Reihe folgen die Formeln: 


(7 )(88,)(7'8) ("1 81) = (8) {(79)3 (86) + F(rs) (r7)?} =, 6)'+ 3 (r, 0)? 
(r7,)'(s8,)?=(7'@)*(S@)?+ 4(7s) (76) (86) + 3 (rs)?(rt)? =(9 9)°+- 4 (6, 6)'+-3 (x, 1)? 


mithin: 
C=— 4(e0)° + $(66)* + oh (t, 2)’. 
4. Berechnung von D. 
Aus den Polaren der 4' Reihe folgen die Formeln: 


Un? Sp? (ru) = 0,2 Uz? (QU)! + 4 6p Uz* (Gu)® + 3 uz! (cH)? 
r2?8," (rv)? = Qx! (9v)? + 3 G2'Ve (GU) + yt. 
mithin ist: 


D = (ou)! + 4(ou)® + 3 (cu)? + 4 (ov)? + 4 (ov) + pigt.v. 
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5. Berechnung von E. 


Aus den Polaren der 5'" Reihe folgen die Formeln: 
(ru)! (Sat) tte Sp = Ox Ux (QU)? + 3 ut,” (Gu)', 
Vz Sz (rs) (rv)? = 6,7 (6v)? + $ trv, (tv), 
mithin ist: 


E = — (ou)’ — 3 (ou)! + 44 (60)? + Ae, 0). 

VI. Formeln zur Bestimmung der Resultante PR: 
o=3(fe); >= F(f9)s t= 1h (fo) =F 9 C= 1 (YY)? 
A = (9@)' — 3 (96)® — 7 (ot)? + 3 (66)? — § (6t) — yar? 
B= (00)! +3 (60); C=—$(e0)" + 4 (00)! + 4 (> T An 
D = (eu)! + $(ou)* + § (eu)? + 4's (00)? + 4(0, 0) + rhot-v [ 

E =—(9u)— 3 (Gu)! + fo (6r) + a5 (tr); P= (ow)+ fy (eo)? 
R=(AD)' + — +4 CF. 





Diz Resultante R der Formen 5' und 4" Grades: 
f = ay? ay ay8 2,  A3H,°1Q? A yH,? Hy* AH, Hy! + yey” 
Pp = Hy! + Oa PH, + GHP xy? + OL, Ly + My x,'. 
I. Die Cayley’sche Form und ibre Elementarcovarianten haben 
die Werthe: 
PP cn f. ee = ty 
(wy) 
re's,5 = (rs)! = @=4 (fy) 5 (r8)r2°s.* = (rs) = 6 = § (fp)? 
(rs)? rs, = (rs)? = t= $(f9)> 5 (rs)5 re = (vs)’ = @ = 3 (fg). 
Il. Fiir die kommende Rechnung sind folgende Polaren von F' 
erforderlich: 


=r,'s,3 


1. Reihe. 
1. z's, = o2'o,> + '7 6,°6,? (xy) + $t2?t, (wy)? + % @ (xy)? 
2. (rs) r,3s,? = 6,36, + $1,?t, (ay) + 40. (ry) 
3. (rs)? r278y = 1,’t, + 3a. ys 
. Reihe. 


1. rzr,3sz> = e2'0,> + F Prien + $r,°r, (yx)? + {4 @ (yx)? 
2. rx*PyS2> = Ox° Qy + F4 « (YX). 
3. Reihe. 
1. r37.5y> = O29 Qy3 0: + 3 Ox? Gy? 6, (wy) + 3 6,°6,7 (zy) 
+3 rms (wy)? + 3 tx? ty (wy) (2y) + 1p: (ey)* + yy @ (wy)? (zy) 
2. 2° PySy> = Oz "es" + 36,76, (wy) + 3 tet,’ (wy)? + jy @y (wy)? 
12° Ty Sz Sy" 2 Ox‘ oy’ — $6.76, (yx) + 39 @. (yx)* 








} 


y) 
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4. (rs) r2°8,? = 6,3 6y' + § tx? ty (wy) + 4 @ (wy)? 
5. Ve* Py Se? Sy = Ox" Qy? + 4 Gx! Gy (ay) — bt (wy)? 
6. (rs) rs,8, = 6,46, — $t. (yx) 
7. 1x°%yS2> = 02° Q, + 6. (yz). 
4, Reihe. 
1. rer3s,? = Qr0,/°03 + 3 626,76. (zy) + 36,76, (xy) 
+ tet yt: (@y)? + § tyr? (wy) (2y) + yy @ (2)? + 75 @: (ey)? (wy) 
2. P21 y>Sy> = Ox Qy° + F 6, (LY) 
B. (v8) rary?s,? = 0204! + 2," (ay) 
4. ry 1 8x8," = Ox? Qy? + 462 6,' (yx) — $ 1,3 (wy)? 
5. (18) Pe %ySy = Trt? + 3 @y (xy) 


6. (18) Tey? S2Sy = 6,76, + } te ty? (yx) — | , (yx)? 
T. (78) r2ySz = T,? ty, + 40 (yx). 
Ill. Die Resultante R und die Covariante © werden durch die 
symbolischen Produkte dargestellt: 
R= TT (1; rx) (8; Sx) (ip) 
O = TT (rite) (SiS) (WEP) 1%, 2 Si, x Dx 


* Das in denselben auftretende Symbol p stellt die Form: 


p=p,' = 9 = a,' 
dar, kanu also durch das Symbol « ersetzt werden; es ist daher: 
R =T1 (rirx) (8; Sz) (7: @) 
0 =TT(7; Vx) (Si Sx) ("i «) Vi, x Si, Ux 
1V.~1. Transformation des symbolischen Produktes: 
, Ri = (88;) (S52) (S83) (8; Sy) (8,83) (S283) TT (rire) (rie). 
Ks ist: 

Ti == (88;) ($82) (8,53) (S283) { (S82) (8,83) — (88) (S283) } TT (rite) (rie). 
Vertauscht man in dem ersten symbolischen Produkte rechter Hand 
die Symbolenpaare rs, 7,5,, 7,5, ¢cyklisch unter einander, dann geht 
es in das folgende iiber: 

(8182) (S81)? (S285)? (S83) TT (rire) (ee), 
mithin ist (bis aufs Vorzeichen): 
Ti = (s8,)? (S253)? { (S52) (5153) — (853) (8, 5_)} 1% Tx) (ri) 
= (851)* (8283)? (774) (772) P73) 12) 17s) 27s) © @) C1) 72) (130). 
Bezeichnet man die Form: 
(rr) (88,)> 723 11, > = Ae? wy 
dureh 4,°u,> und ihre Elementarcovarianten : 
(Au) = (rr,) (ss,3 723,23 = A und (Ap)? = (r7,)3 (S53 res,2 = B 
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durch A und B, dann wird: 


Bi = (AAd,) (Ag,) (2) (wy) (um) (we) (4, ) (H, ). 
Zur Bestimmung dieses symbolischen Produktes bediene ich mich der 
folgenden Polaren der Form 4,*u,}: 
Ardy ds Ue hy b: = A,? A? A? — io {B,? (yz) + B? (ex)? + Be (a y)*\ 
ALA? wre? = A,? A,' — | B? (wy? 
A Ux bb," — A,! yy a +i B, (ay)* 
A,AZu,* = A,'A,? + +, B, (xy). 


Nach denselben ist: 


Rt = (Ae) (wee) {(4.A)®(w A)? (Ae)? — 4, [(AB)? (we)? (Ae)? (wBYE+ (Am)?(Be)’]} 


(Aa) (we) (A.A)? (w A)? (Aa)? = (Aq)? {(A,@)* (A A,)' — $ (Ae)? (AB)? 
(Aa)* (we) (wu B)* = (wa)? (Ae) (AB) = (Ae)! (AB) + (Be)? (B, @)?; 
ausserdem ist: 

see (Au)? (Ae) (we) (Be)? = (Bey? (B,«)?, 
mithin ist: 


R = (AA,)! (Aa)? (Aya)? — 3 (Aa)' (AB)? — 4, (Be)? (Bye)? 

und wenn man die Covariante: 
(AA)'— 3 (ABP — 1; BP =y 
durch g bezeichnet: 
R= (g, 9)". 
2. Transformation des symbolischen Produktes: 
O =TT (rire) (SiSx) (Wil) 7, 2 Si, 2 Oe? 

Dasselbe kann man in derselben Weise, wie J’, in das folgende trans- 
formiren: 

= — (85)? 51,29 Fe 71,2 7e, 2 Ue (174) (rr) (Fs) (Pye) (yrs) (rar 
es hat (bis auf das Vorzeichen) den Werth: 


O = rz 8, Ape, (Ar) (ur) (Aa) (we) (rae), 
oder da: 


he the Ay fly Ate = An? A, A? — 4, {Be (yz)? + B,? (20)? + B2 (wy) 


ist: 


r,Sz> (4 @) Oy {A,” (Aa)? (Ary? — 4 B(re)? — 7.2? (Bay — Wwar(r By} ‘ 


Nun ist: 

(Aa)? A,2a, Aa, = (Aa)? A,*a,”),, — 4 ((A@)' A,*), (wy)? 

Bi? a, ay = (Bz? a"), + (Bra.* (B ee), (@Y) + 5 (Ba)? a”), (wy)? 
By? «3 tty = (Bz? a,'),, — (Ba. (Ba)),,. (ey) + 75 (Ba)? a”), (vy)*, 


mithin ist: 





vs 


Ys 





a)? | } 
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(rx! , (A, )*)* —4% (rx “9 (Ag)") — yy (Ba)? 1,38, (re) @, 
0 = s,34— 1 {(re', B.g) + (re'y (B, p))° + x (rx" , (Bg)? *\ 
— Fy {(re', B. 9g) — (r2', (B, »))° + io (re', (Bq)*)\ 
und, wenn man die Covarianten: 
(A,9)?—{B.p=C ; —$(A,9)'— os (Bo)? =D 
dureb C und D bezeichnet: 
0 = r,s,*C,3 (rC) + r,3s,3D, (r D). 
Aus den Polaren der 2’ Reihe folgen die Formeln: 
r, 8,> C3 (r 0)? = on! C3 (eC) + 26,3 6,4 (60)? + 3226, (rC) + a.€ 
r,s, D, (YD) = 0.3 D, (oD) + #6.D, 
mithin ist: 
© = (90) + 3 (60)? + $ (CO) + C+ (CD) + 36.D. 
V. Berechnung der Covarianten: 
A = (rr) (ss,)?r2,.2 und B= (rr,)8 (83)' re 11,2. 
1. Berechnung von A. 
Aus den Polaren der 3' Reihe folgen die Formeln: 
fay a JQP CO) CO)? + $806." (r0) (86)? + 44,9 (r5) ($0)? + 3 4" ts (rE) (62) 
fiat 4} 0, t2? (8) (St) + yy 52° (V@) + 4h @ «8,2 (18) 
r2@a) (r@) (0) = Q.57,29 (0Q1)! + $e! 4." (09)? + Fonts (Or)? + 1 Oe" (00) 
V:'8, 6," (6) (86)? = @,'6,? (96)* — }6,°6;,,°(66,)? + ;,@.6 
36,5 (rs) (86)? = 6,3 61, 23 (66,)* + $6,'1,* (61) + 40.6 
resets (rt) (81) = Qe te (91)? — 4 Ge'te? (62) — $0" 
r,° SpTx (rs) (St) = 6,1 tz? (6t) — } tr? 
r3s3(r@) = 9 (90) + 36.0 
A= (90)'+ 4 (26) +4. (00! + $ (90) — 4h (60)? +48 (61) + Hho. 0— ME 
2. Berechnung von B. 
Aus den Polaren der 4'" Reihe folgen die Formeln: 
B=r, - (vQ)3 (SQ)? + } Gz (rs) (76)? (86)? 3 8, (6)3 (56)*+ 3 te (1's)? (rt) (Sz) 
+ 35, (rs) (rt)? (st) + 44 @ (rs)? + 4%5 Sz (18)? (7 @) 
re Qzx (1Q)* (7. Q)® = Ox O1, x (0Q,)° + # Ox? (99)* 
ry Ox (78) (r6)* (86)? = 6,61,» 6,)' + 3 6,7 (ér)? 
‘Sz (7.6)° ($6)? = @Q,° (96)° + 4 6201, x(60,)' + } 6, (6T)* 
ryTx (rs)? (rt) (St) = Tet, x (tT,)? + 47,7 (tH) 
reSe (V8) (rt)? (8) = 6.2 (62) + } tots, (tt)? + te? (re) 
Sz (vs)? (r@) = t,* (r@) + 4 o° 


B= (9@)' + $(96)? + $§(66)' + § (6r)> + 43 (er)? + § (c@) + fo? 
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VI. Zusammenstellung der zur Berechnung der Resultante 2 er 
forderlichen Formeln : 
@=4(fy); 6=3(f9)?s t= 4$(f9)?3 = 39 (Lo) 
A =(9@)'+ 'f (96)? + §(9t)?-+ 4 (9@)—F (66) +35 (67) +35 5.0—h5r° 
P . : P . ’ o? 
B= (o@)° + $ (96)? + $5 (66)'+ § (6r)? + 43 (et)? + 3 (ro) + 
g = (AA)' — § (AB)* — oh; B 





= (g,9)'. 
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Ueber diejenigen Raumcurven, deren Coordinaten sich 
als rationale Functionen cines Parameters darstellen. 


Von G. Kornbérrer in SrurrGart. 


5. 


Im 64'°" Bande des Crelle’schen Journals hat Herr Clebsch 
eine Reihe von Siitzen iiber ebene Curven, deren Coordinaten sich als 
rationale Functionen eines Parameters ausdriicken lassen, angegeben 
und zwar mit Zuziehung des Abel’schen Theorems. Man kann die- 
selbe Methode auch auf die Raumcurven anwenden, wenigstens fiir 
den Fall, dass dieselben den vollstiindigen Durchschnitt zweier alge- 
braischen F'liichen bilden. 

Es seien wu =0, v =() die Gleichungen zweier Fliichen von den 
Ordnungen s und #. Der Grad ihrer Schnittcurve ist dann n= s. ¢, 


s.t(s—1) (t—1) 


dieselbe besitzt — scheinbare Doppelpunkte und die 


Classenzahl p der Abel’schen Functionen, welche mit ihr zusammen- 


hiingt, isf p= * ase bec +1. Jeder einfache Beriihrungspunkt 


der beiden Fliichen bedingt einen Doppelpunkt der Raumcurve, jede 
stationiire Beriihrung einen Riickkehrpunkt. Jeder derselben vermin- 
dert die Zahl p um 1, wenn daher beide Fliichen in p Punkten ein- 
fache oder stationiire Beriihrung besitzen, ist p= und die Schnitt- 


curve besitzt dann °!°— 1) “— scheinbare und auch sfett— 4 +1 


wirkliche Doppelpunkte resp. Riickkehrpunkte. Beide Flichen kénnen 
daher auch keine gréssere Zahl von Beriihrungspunkten miteinander 
gemein haben, wenn die Schnittcurve nicht zerfallen soll. 

Dieselbe Betrachtung, welche Herr Clebsch anstellt, um nach- 
zuweisen, dass sich die Coordinaten eines Curvenpunktes als rationale 
Functionen eines Parameters ausdriicken lassen, vorausgesetzt die ebene 
Curve besitzt die Maximalzahl von Doppelpunkten resp. Riickkehr- 
punkten, lisst sich auch auf vorliegenden Fall ausdehnen. Verbindet 
man siimmtliche Punkte der Raumcurve mit einem beliebigen Punkte 
des Raumes, so liegen diese Geraden auf einem Kegel n'** Ordnung, 
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welcher offenbar S2>22>% +t- #set+s—~@ +1= (s¢ — 1) (st — 2) 


7) 2 2 
Doppelkanten resp. Riickkehrkanten besitzt. Legt man durch dieselben 
und 2(s¢t—.1) weitere Kanten einen Kegel von der Ordnung st — 1, 
so ist derselbe vollig bestimmt und bildet zugleich mit der gegebenen 
Raumeurve ein vollstiindiges System von Durchschnittspunkten. Ein 
System von Kegeln durch die Doppelkanten und 2 s¢ — 3 weitere Kan- 
ten gelegt, trifft daher die Raumeurve »'* Ordnung noch in einem 
beweglichen Punkte. Man muss daher die Coordinaten dieses Punktes 
auf rationale Weise durch 4 ausdriicken kénnen. Dasselbe gilt von 
einem System Kegel von der Ordnung s¢t— 2, welches durch die 
Doppelkanten und s¢ — 3 andere Kanten gelegt wird. 

Bezeichnen daher x, y, 2 die Coordinaten eines veriinderlichen 
Punktes der Haumeurve, sowie /; (4), f,(4), f,(4) Functionen 2! 
Grades in 4 mit gemeinschaftlichem Nenner, so sind die Gleichungen 
einer solchen Raumcurve 

a = f, (a) 


y¥ =f, (a) . 

=f, (4) 
Sind uw, v, w Ebenencoordinaten, so kann dieselbe in die Form 
uxtoy+t+we+1—uf, (a4) + of, (4 + wf, (4) + 1=0 gebracht 
werden. Ordnet man nach den Potenzen von 4 und bezeichnet «, = 0, 
u, = 0, ..., = 0 Punktgleichungen, so ist noch die Form miglich: 


Uy + Au, + Au +... AM, =O. 
In derselben sind 4(z-+ 1) Constanten enthalten. Durch die Sub- 


stitution 
__ a+ Bu 


ytou?’ 
wo w eine neue veriinderliche, kénnen durch passende Wahl von «, £, 
y, 9 immer 4 Coefficienten numerische Werthe erhalten. Die iibrig 
bleibenden 4 Constanten sind aber noch nicht unabhiingig von einander, 
sondern zwischen denselben miissen Bedingungen bestehen, da die 
Existenz eines wirklichen Doppelpunktes die Richtigkeit der Gleichungen 
fi (4) =f(4) 
f(A) = f,(*) 
f;(4) = fy(4) 
verlangt. 
2. 

Ich werde jetzt die Integrale dritter Gattung aufstellen, mit wel- 
chen unsere Raumeurve »'* Ordnung zusammenhiingt und zwar in 
iithnlicher Weise, wie Clebsch die Integrale erster Gattung fiir den 
vollstindigen Durchschnitt zweier Flichen angiebt (a. a. O. § 221). 





u 
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Aus den Gleichungen der beiden Fliichen ergiebt sich Xu;7; = 0, 
Loja, = 0, Luda=—O0, Ludx=—0, wo u, v; die Differential- 
quotienten von w, v nach den Variablen 2; Hieraus folgen dann die 
Relationen : 

XL, AL, — Ly AX, = (tg V, — UyV5) du 

L, dx, — LAX, = (U,V. — Uyv,) du 

LAX, — LAX, = (Uy Va, — Uy VQ) du 

LAX, — X,dx, = (U, 0, — U,0,) du 

Lx, — 2, dX, = (U,V, — Uyv,) du 

X,A1X, — L dx, = (U,V, — Uyv,) du. 
Bezeichnen @,, @,, 3, 43 b,, by, by, by beliebige Gréssen, so ist der 
Differentialausdruck 
2+ a,b, x,d2x, 
| Day ui i. Zhiu;| 
| Lav; , 20,0; | 


von denselben unabhiingig und multiplicirt man denselben mit der 


du= 


: ) ; } 
Funetion SH2,hnt,’ V° © eine Function der s + ¢— 3 Ordnung 
— “152 1354 


und &, 9, € beliebige Punkte darstellen. Das Integral 


° OX + aby t,d x, 
» 2H+2, 8,58, | Lain; , 2b; u; | 
oe LAV, Bbw; | 


ist dann nur von den Verhiiltnissen der ; abhiingig und lisst sich 
mit Hiilfe der beiden Fliichengleichungen « = 0, v = 0 als Integral 
einer einzigen Veriinderlichen darstellen. Sobald u; = v;, fiir welche 
Werthe von « dann eine Beriihrung der Flichen stattfindet, wird der 
Nenner- des Integrals Null. Bestimmt man daher die Coefficienten 
ven 9 so, dass die Fliche © = 0 durch diese Beriihrungspunkte geht, 
so bleibt das Integral endlich. Ebenso verschwindet der Nenner fiir 
alle Schnittpunkte der Ebene 2 +- «,& 4,6, =O mit der Raumcurve. 
Wenn man daher die Fliche © = 0 zwingt, durch diese Schnittpunkte 
za gehen, so wird das Integral iiberall endlich bleiben. Nun lassen 
sich zuniichst in der Function © mit Benutzung der Flichengleichun- 
gen u = 0, v = 0, welche man mit Functionen U, V resp. von 
den Ordnungen s — 3, ¢— 3 multiplicirt, alle Coefficienten zerstiren 
bis auf: 


4 {sft-s+t—1-s+t—2—s-s—1-s—2—t-t—1-t—2} 
op SESS 4 haem 9. 


Man kann also die Fliche © = 0 wirklich zwingen, durch die 
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p= S:93t= 8 + 1 Beriihrungspunkte und s - ¢ — 2 Schnittpunkte 


der Raumcurve mit der Ebene £ +- x, &,£, zu gehen. Man hat daher 
ein nur in 2 Punkten unstetiges oder ein Integral dritter Gattung 
vor sich. 


Wendet man den Abel’schen Satz auf den Durchschnitt dieser 
Raumeurve mit einer Fliiche w= 0 von der Ordnung k an, so ist die 
Summe von Integralen dritter Gattung gleich logarithmischen und 
Kreisfunctionen der Coefficienten von w, wenn diese Summe ausge- 
dehnt wird iiber siimmtliche Schnittpunkte. 


Diese Integralsummen kann man durch andere ersetzen, wie Herr 


Clebsch in der citirten Abhandlung gezeigt hat. Denke ich mir die 
Raumeurve durch die Gleichungen x; = /;(4) gegeben, so miissen fiir 


die p= Hett— 8 + 1 Doppel- resp. Riickkehrpunkte zweien ver- 


schiedenen Werthen von 4 dieselben x; entsprechen. Sind daher a, b,, 
tty by «++ Gp, b, die Parameter der Doppelpunkte, so kénnen sich 
die « nur um Factoren geiindert haben. Die Durchschnittspunkte mit 
einer Fliche w= 0 Kk‘ Ordnung werden gefunden, indem man fiir 
die a; ihre Werthe in w(a,, 2, #3, %,) =O einsetzt. Man erhiilt 
eine Gleichung in 4 vom Grad s.¢.k: 

Q(a) = e(A—A,) (A —A,) 0. (A — Ase) = w (@, 1, 2, Hy) = O. 
Setzt man 2 einmal a; und einmal b;, so bleiben die 2; bis auf einen 
Factor ¢; ungeiindert, also auch w bis auf den Factor c* und es ist 
w (a;) = c*w (b;), also 

pe =H) (eB) (6 = ae) 
: (0; — 41) (0; — ae) +--+ (0; — Agee)” 
Die Zaht dieser Gleichungen ist p= SY = oe | + 1. Geht der 


Doppelpunkt in einen Riickkehrpunkt iiber, so erfiihrt diese Gleichung 
eine Modification; es ist dann nimlich immer b; = a; + €, wo é eine 





, . ? a,—a , 
verschwindend kleine Grésse. Dadurch verwandelt sich . 7; im 
— 
é€ ° ° 
1— | und setzt man noch ¢; = 1 — ue, so geht obige Gleichung 
iiber in 
1 1 1 
——$—— +. ——__ +. .... —_—___ == uy, 
a—KE teat @; — deix y 


Die Integralsummen, welche gleich 0 gesetzt, die Stelle dieser (ilei- 
chungen vertreten, sind: 





(1) 


iy 


‘rs we 


Us 
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a, 
Oe deme 
(1) fi — yz ; -da face =e hie +. ee — di = =0, 


Q; 
A, 


ss Ji Con, + fey (@—ip T - ft G way iy 


Die unteren Grenzen pe dann bestimmt ee 


1 
Pe U; 
st 1 ne es 


<=" > a,—6;, 8st 


a; — @; 


Erstere sind in 2 Punkten unstetige Integrale, also Integrale 3 
Gattung, letztere in 2 sonuneenfellonden Punkten unstetig, also In- 
tegrale tor Gattung; sie entstehen durch Differentiation der ersteren 
nach qj. 

Nach Jacobi bestimmen sich nun von den stk Schnittpunkten 
einer Curve, welche den Durchschnitt zweier Flichen wu =0, v = 0 
bildet, mit einer Fliche w 0 von der Ordnung i, immer eine ge- 
wisse Zahl durch die iibrigen; und zwar, wenn k >s + ¢—3, kSs, 
k >t ist diese Zahl genau gleich ** fetta +1. Itk<s+t—83, 
so wird diese Zahl gleich 

eee i=# 1 — Spinto epi sass moore! 9 
so lange k >s, >#. Sie ist gleich 


oth = SERA S? 5, bt AAR ASE 1, 











wenn s>k >t—3 und gleich s.t¢.k — a ba ade Bed +3 se. 


wenn k kleiner als beide Zahlen. Hieraus geht hervor, dass fiir 
k>s-+t—83 die Zahl obiger Gleichungen genau iibereinstimmt mit 
der Zahl ae Selena, “dass die s. tk “Schnittpunkte auf einer 
Fliiche kee Ordnung Hiegen; und dass fiir /}<s-+¢—3 die Zahl die- 
ser Gleichungen grésser ist. Bei k = s+ ¢—4 um 1 grosser, ohne 
dass diese aufhéren, nebeneinander zu bestehen. 

Die rechte Seite der obigen Gleichung 1 liisst sich noch um ein 
Vielfaches von 2ia vermehren, die der 2'" Gleichung nicht. 


4, 


Zuniichst liessen sich folgende Aufgaben behandeln. Es sind von 
den s.¢.k Schnittpunkten sti — pr gegeben; man soll durch sie eine 
Fliiche k'er Ordnung legen, welche die Raumceurve in p Punkten r punktig 
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beriihrt. Die Zahl der Bedingungen ist s.t¢.k — pr+ p(r —1). 
Hierzu kommen noch p weitere Bedingungen dem vollstiindigen Schnitt- 
punktsysteme entsprechend; die Aufgabe ist dann vdllig bestimmt und 
lésbar. Vorausgesetzt ist dann k >s + ¢— 3. Ist dabei k > s, so ist 
die Fliche /'*' Ordnung nicht vollig bestimmt, es kann statt derselben 
jede andere Fliche k'*" Ordnung genommen werden, welche durch 
deren Schnitt mit der Fliiche s geht. In diesem Fall kann man statt 
von der Fiche k'" Ordnung, von der Raumeurve /s'*" Ordnung sprechen, 
welche bei dieser Aenderung constant bleibt, und dieser die Kigen- 
schaften der Fliiche k'' Ordnung beilegen. Ist ausserdem k >t, so 
besitzt jede Fliiche die verlangten EKigenschaften, welche durch die 
Schnittpunkte von k, s, ¢ geht, man hat es dann nur noch mit einem 
Punktsystem zu thun. 

Werden die Parameter der p zu suchenden Punkte mit A,, 4,, ... ap 
bezeichnet, so dienen zu deren Bestimmung die Gleichungen. 








= 2 
a; — dy. G;—ay...4;— 2, = YY im Oi —1.b,-h..b; bye npr 
b;, — a,b, — ay... dg— a, “h “ a,—l,.a,—.. a; mio em 
1 1 1 _ shy : 1 Se 1 | 
a; ox ay Ta ds tz O54 ae bh “ a; 7 l, a; = l, a; aa pr f 


Hierin sind /,, l,, ... Us.c.%—», die Parameter der grashenen Punkte. 
Es lassen sich aus diesen Systemen von Gleichungen symmetrische Func- 
tionen der 4 berechnen und eine Gleichung p'" Grades fiir dieselben 
ansetzen. 
Das zugehdrige Umkehrproblem ist in den Gleichungen enthalten 
D . l i ° al 
=? a; —b; F =»? d, 
2, Jatt 4 a= oder = E a a =. 
e 
Die Auflésung des Umkehrproblems liegt in den Gleichungen 


aes rs — : “. we p “. P 
a; — 4, .d; — dy. a; — A, ...4;— 4, i a; — Q; i > 
- =Pe@ . =—? e (¢) + 


i 





b; — 4,.b; —a,.b; —A;... b;- 4, b; — @; 
respective 
1 1 1 1 P; p-k, 
a, — ay .34", aut 3 a, — a, - % u,—b;, vi + ae. 


Aus den obigen Gleichungen ergiebt sich noch, dass die Zahl der 
Lisungen +? ~-* ist, wenn @ Riickkehrpunkte vorhanden sind, denn 
die 4,, 4,, ... 4» werden durch Ausziehung einer r'* Wurzel gefunden, 
welche Operation p — «mal vorkommt. Denkt man sich obige Glei- 
chungen fiir * verschiedene Systeme von Lésungen hingeschrieben, 
und die aus der ersten Gleichung entstehenden multiplicirt, die aus 
der letzten entstehenden addirt, so erfiihrt man, dass die 2 Systeme 
von Beriihrungspunkten mit den gegebenen Punkten auf einer Fliiche 
kee Ordnung liegen. 
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Lisst man von den s.¢.k — pr Punkten nur noch 


s.t.k—(p+u)r 
gegeben sein, und legt den wr nur die Bedingung auf, dass w mal r 
zusammenfallen, so wird das Problem unbestimmt und man erhiilt 
Systeme von Fliichen k'' Ordnung, welche durch s.¢.k —(p+u)r 
Punkte gehen und die Raumeurven in (w + p) Punkten r punktig be- 
riihren. Die Anzahl der Systeme ist r”7—*. 

Liisst man s.¢.k—=(p-—+u)r werden, so kann sich die Zahl 
der Systeme reduciren, wenn k = k’s und r = 1's, auf r?—* — 7’? -* 
und nur wenn / und y relative Primzahlen sind, ist die Zahl der Sy- 
steme r?—*, 

Analog den Siitzen, welche Herr Clebsch, a. a. O. aufgestellt 
hat, erhilt man nun hier folgende. 

1. Ich betrachte die Raumeurven 4'" Ordnung, welche sich als 
vollstiindiger Schnitt zweier Fliichen 2'" Ordnung, die sich noch in 
einem Punkte beriihren, darstellt. Die Zahl der scheinbaren Doppel- 
punkte ist 2, der wirklichen 1. 

Fiir den Schnitt der Curven mit einer Ebene hat man k = 1. 
Liisst man 3 der A eimander gleich werden, so erhilt man den Satz: 
Durch einen Punkt der Curven kann man 3 Schmiegungsebenen an 
dieselben zichen; die 3 Beriihrunyspunkte liegen mit dem gegebenen in 
einer Ebene. Werden 2 der 4 einander gleich: Durch eine Sehne der 
Curve kann man 2 Tangentencbenen an dieselbe ziehen. Werden 2 mal 
2 4 einander gleich: Es gicht 2 Systeme von Ebenen, welche die Curve 
im 2 versehiedenen Punkten beriihren und durch jede Tangente geht 
eine Ebene jedes Systems. Legt man durch die beiden Beriihrungs- 
punkte einer solchen Ebene cine weitere Ebene, so schneidet diese in den 
Beriihrungspunkten einer andern Tangentenebene desselben Systems. Durch 
jeden Punkt im Raum gehen 4 doppelt beriihrende Ebenen, die 8 Be- 
riihrungspunkte liegen auf einem Kegel 2'' Ordnung, dessen Spitze jener 
Punkt ist. 

Geht der Doppelpunkt in een Riickkehrpunkt iiber: Durch einen 
Punkt der Curve kann man nur eine Schmiegungsebene an die Curve 
sichen. Es gichbt nur ein System von Doppeltangentenebenen und durch 
cine Sehne lisst sich nur eine Tangentenebene an die Curve legen. 

Werden die 44 einander gleich, so erhiilt man eine Wendungs- 
beriihrebene. Dic Curve besitzt 4 Wendungsberiihrebenen, deren Be- 
riihrungspunkte liegen in einer Ebene. Geht der Doppelpunkt in einen 
Riickkehrpunkt iiber, so existirt nur noch eine Wendungsberiihrebene. 

Zu einem Satze iiber die Tangenten in den 4 Beriihrungspunkten 
gelangt man durch folgende Betrachtung. Jede Wendungsberiihrebene 
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schneidet die abwickelbare Fliiche der Curve 4'* Ordnung im 3 fach 
zu rechnenden Erzeugenden und einer Curve 3" Ordnung. Die 4 Wen- 
dungsberiihrebenen bilden ein Tetraeder, dessen 6 Kanten die 6 Wende- 
tangenten der in ihrer Ebene liegenden Curve 3'" Ordnung. Je 2 dieser 
Curven besitzen eine gemeinsame. Die Beriihrungspunkte der Wende- 
tangenten einer dieser Curven sind die Schnittpunkte der zu den 3 
andern Wendungsberiihrebenen gehérenden Tangenten mit ihrer Ebene. 
Da nun die 3 Wendepunkte in einer Geraden liegen, so folgt der 
Satz: Jede Wendungsberiihrebene wird von den Tangenten der 3 andern 
in 3 Punkten geschnitten, die auf einer Geraden liegen. Legt man 
dieses Tetraeder als ein Coordinatentetraeder zu Grunde, so driickt 
sich die Gleichung der Raumcurve einfach aus: 


“2, = (A — a)! 
Vy = (A — b)! 
@, = (A — c)! 


“,= (4 — d)!' 
wenn a, b, c, d die Parameter der Beriihrungspunkte der Wendungs- 
beriihrebenen. 

2. Ich untersuche jetzt die Raumcurve 6 Ordnung, welche der 
vollstiindige Durchschnitt einer Fliiche 2'" Ordnung mit einer Fiche 
3' Ordnung ist, welche sich ausserdem in 4 verschiedenen Punkten 
beriihren. Dieselbe besitzt 6 scheinbare und 4 wirkliche Doppelpunkte. 

Fiir den Schnitt mit einer Ebene haben die Parameter der 6 Schnitt- 
punkte 4 Gleichungen zu geniigen. Die Zahl der Schnittpunkte, welche 
k4+i.k+2.k+3 . 
re 
Damit diese Ebene die Curve in 3 verschiedenen Punkten zweipunktig 
of 5 -£= D = 3 Bedingungen zu erfiillen. Die 
4 Gleichungen mit 3 Unbekannten kénnen aber doch neben einander 
bestehen (a. a. O. p. 59). Die Zahl der Lésungen ist 77—'—*. Daraus 
folgt: ine solche Curve besitzt 8 dreifach beriihrende Ebenen; geht 
ein Doppelpunkt in einen Riickkehrpunkt iiber, so existiren noch 4, bei 
zwei Riickkehrpunkten noch 2, bei drei keine mehr. 

Fiir den Schnitt mit einer Fliiche 2 Ordnung: 


durch die gegebenen bestimimnt ist, betriigt s .¢.k — 





beriihre , sind 


Es giebt 15 Schaaren von Fliichen 2‘ Ordnung, welche die Curve 
in © verschiedenen Punkten zweipunktig beriihren. Die Beriihrungs- 
punkte je zweier Flichen derselben Schaar liegen auf einer Eliiche 
2 Ordnung. Bei einem Riickkehrpunkt giebt es noch 7, bei zwei noch 3, 
bei drei noch 1 und bei vier Riickkehrpunkten existirt keine Schaar mehr. 

Liisst man von den 124 4mal 3 einander gleich werden, so erhiilt 
man den Satz: Ls giebt 81 Flichenschaaren 2' Ordnung, d. i. Rawm- 
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curven 4'* Ordnung, welche die Curve 6° Ordnung in 4 verschiedenen 
Punkten 3punktig beriihren; die Beriihrungspunkte je dreier solcher liegen 
auf einer Fliiche 2‘ Ordnung. Bei einem Riickkehrpunkt giebt es noch 
27, bei zwei 9, bei drei 3 und bei vier Riickkehrpunkten existirt noch eine. 

Ich betrachte noch den Schnitt mit einer Fliche 3" Ordnung. 

Es giebt 16 Fliichenschaaren 3'" Ordnung, welche die Curve 6' Ord- 
nung in 9 verschiedenen Punkten beriihren und die Beriihrungspunkte 
zweier Fliichen einer Schaar liegen auf einer Fliiche 3‘ Ordnung. Bei 
einem Riickkehrpunkt giebt es noch 8, bet zwei noch 4, bei drei noch 
2 Schaaren und bei vier existirt keine mehr. Es giebt 80 Fliichen- 
schaaren 3'* Ordnung, welche die Raumeurve 6' Ordnung in 6 ver- 
schiedenen Punkten dreipunktig beriihren und die Beriihrungspunkte je 
dreier liegen auf ciner Fiche 3’ Ordnung. Bei einem Riickkehrpunkt 
giebt es noch 26, bei zwei noch 8, bei drei noch 2 Schaaren und bei 
vier existirt keine mehr. 

Durch je 2 Punkte der Curve kann man 256 Fliichenschaaren 
3't Ordnung legen, welche die Rawmewrve in 4 verschiedenen Punkten 
vierpunktig beriihren. 

3. Der vollstiindige Durchschnitt zweier Fliichen 3'" Ordnung ist eine 
Raumeurve 9'*' Ordnung. Die beiden Flichen mégen sich in 10 Punkten 
beriihren; die Curve besitzt dann 10 wirkliche und 18 scheinbare Doppel- 
punkte. Die Zahl der Schnittpunkte, die sich aus den gegebenen 
bestimmen, betriigt fiir den Schnitt mit einer Fliiche 2" Ordnung 
s.t.k-1—StUk+? E43 _ 9. Die Zahl der Bedingungen, 
s:-t-k 
—<— = & 
Die Zahl der Gleichungen ist 10, welche aber fiir die 9 Unbekannten 
noch bestehen; die Zahl der Lésungen ist 2° — 1. 

Es giebt daher 511 Fliichen zweiter Ordnung, welche die Rawm- 
curve 9" Ordnung in 9 Punkten tangiren; die Beriihrungspunkte je 
zweier liegen auf einer Fliiche 2 Orduumg. Bei einem Riickkehrpunkt 
existiren noch 255, bei zwei noch 127, bei drei noch 63, bei vier noch 
31, bei fiinf noch 15, bet sechs noch 7, bei sieben noch 3, bei acht noch 
1 Schaar. 

Durch je 7 Punkte kann man 1024 Fldchenschaaren 3' Ordnung 
legen, welche die Curve in 10 Punkten beriihren. Gehen alle Doppel- 
punkte in Riickkehrpunkte iiber, so existirt noch eine. Es giebt 59048 
Fliichenschaaren 3‘ Ordnung, welche in 9 verschiedenen Punkten drei- 
punktig beriihren. Die Beriihrungspunkte je dreier Fléchen einer Schaar 
liegen auf einer weiteren Fliche 3’ Ordnung. Gehen alle Doppelpunkte 
in Riickkehrpunkte iiber, so existirt keine Schaar mehr. 


Stuttgart, im April 1870. 


dass diese Fliche in allen Schnittpunkten tangire, ist 











Revision einiger allgemeiner Satze 
aus der Theorie des Newton’schen Potentiales. 


Von Cart Neumann in Lerpzia. 


Die vorliegenden Untersuchungen gehen zum grossen Theil voll- 
stindig parallel mit denjenigen, welche von mir angestellt worden sind 
in einer friiheren Arbeit iiber das Logarithmische Potential (Seite 325 
dieses Bandes); demgemiiss mégen jene parallel laufenden Theile nur 
in Kiirze angedeutet, ausfiihrlicher aber diejenigen Theile dargestellt 
werden, in denen ein wesentlicher Unterschied zu Tage tritt. 

Unter © mag im Folgenden ein von beliebig vielen Fliichen be- 
grenzter Raum verstanden werden, einerlei ob derselbe endlich oder 
unendlich ist; nur soll bestiindig vorausgesetzt werden, dass sdéimmt- 
liche Oberfliichenpunkte dieses Raumes im Endlichen liegen. Aehnlich 
wie bei den friiheren Betrachtungen in der Ebene werden auch hier 
die in Erstreckung des RKaumes & befindlichen Punkte zu sondern sein 
in zwei Kategorien, die eine bestehend aus den Punkten innerhalb T, 
die andere bestehend aus den Punkten an der Oberfliche von T. Simmt- 
liche Punkte des ganzen unendlichen Rawmes zerfallen daher, mit Bezug 
auf {, in drei Kategorien, nimlich in diejenigen beiden, welche soeben 
genannt wurden, und in eine dritte Kategorie, welche besteht aus den 
ausserhalb & gelegenen Punkten. 


§ 1. 
Die charakteristischen Bedingungen (11). 


Es sollen hier Functionen ® der rechtwiukligen Coordinaten 2, 
y, 2 in Untersuchung gezogen werden, welche gegeben sind fiir irgend 
einen Raum T, und mit Bezug auf diesen Raum charakterisirt sind 
durch folgende Bedingungen: 
on Es* wird verlangt, die Function ® solle in Erstreckung 
des Raumes = eindeutig und gleichmiissig stetig sein. Ucber- 
diess wird, falls = wnendlich ist, gleichzeitig noch verlangt, 
der Werth von ® solle fiir stimmtliche Punkte, die ins Un- 








Ree 
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endliche sich entfernen, convergiren gegen irgend eine endliche 
(jedoch nicht vorgeschriebene) Constante T. 

(1T, 2).... Es wird verlangt, dass die Ableitungen von ® eindeutig 
und. gleichmiissig stetig sind in Erstreckung eines jeden Ge- 
bietes, das vollstiindig innerhalb & liegt, und dass ferner 
A® in Erstreckung eines jeden solchen Gebictes gleich Null ist. 

Hierbei sind unter den Ableitungen von ® die Ausdriicke 
grPtitre® = 
Oa? oytan’ (p+ta+r=1,2), 
und unter A® der Ausdruck 


eo LQ oD 


gat + aye t oat 





zu verstehen. 

Ist der Raum { wnendlich, so wird also fiir die diesen Bedingun- 
gen (IT) entsprechende Function ® eine gewisse Convergenzconstante [, 
ausserdem aber gleichzeitig noch eine gewisse zweite der Function 
cigenthiimliche Constante existiren, auf welche hier sogleich aufmerksam 
gemacht werden mag. Denkt man sich niimlich um irgend einen Punkt 
m eine Kugelfliche 6 construirt, von soleher Ferne, dass der durch 
dieselbe bestimmte Kugelergiinzungsraum vollstiindig innerhalb & liegt, 
so wird, welche Grésse diese Fliiche im Uebrigen auch haben mag, 
und wo ihr Mittelpunkt m auch liegen mag, das iiber diese Fliche 


ausgedehnte Integral 
Wee coe [fae 
4x J ov 


hestiindig ein und denselben Werth besitzen; wie solches aus der Er- 
fiillung der’Bedingungen (TT) mit voller Strenge sich ergiebt. Dabei mag 
unter v diejenige Normale der Fliche 6 verstanden werden, welche 
errichtet ist auf der convexen Seite derselben. Allgemeiner liisst sich 
darthun, dass jenes Integral auch dann bestiindig ein und denselben 
Werth behilt, wenn die Kugelfliiche durch stetige Umformung in 
irgend welche andere geschlossene Fliche umgewandelt wird, so lange 
nur diese neue Fliche vollstiindig innerhalb des gegebenen Raumes fF 
verharrt. Der Werth K dieses Integrales kann demnach bezeichnet 
werden als eine zweite der Function ® eigenthiimlich zugehérige Con- 
stante; er mag genannt werden die Integralconstante derselben. 
Denkt man sich ausserhalb irgend eines endlichen oder unend- 
lichen Raumes & eine gegebene, Massenvertheilung VW, und bezeichnet 
man mit ® das Newton’sche Potential von M in Bezug auf irgend 
einen Punkt (x, y, 2), so wird dieses Potential ® eine Function von 
x, Y, 2 sein, welche mit Bezug auf den Raum & die Bedingungen (TT) 
vollstiindig erfiillt. Ob auch das Umgekehrte der Fall ist, ob niaimlich 
jede Function, die auf { die Bedingungen (TT) erfiillt, als das Poten- 
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tial irgend einer ausserhalb { befindlichen Massenvertheilung ange- 
sehen werden kinne, — diese Frage mag vorliufig dahingestellt bleiben. 


§ 2. 
Die Siitze des arithmetischen Mittels. 


Mit Bezug auf die bereits definirte Integralconstante ist zuniichst 
folgender sich leicht ergebender Satz zu notiren: 

I. Satz. Es sei ® eine Function, welche auf dem gegebenen Raume 
= die Bedingungen (TT) erfiillt. Ferner sei 


. 7. 
1 em 
— a i de 
4m, or 
(7) 


ein iiber die Elemente do einer beliebigen Kugelfliiche (vr) ausgedchntes 
Integral, wo ®, den Werth ton © im Elemente de vorstellen soll. 

Dieses Integral wird alsdann gleich Null sein, sobald der durch 
die Fléche (r) bestimmte Kugelraum vollstindig innerhalb = liegt; 
hingegen wird dasselbe identisch sein mit der der Function ® zugehirigen 
Integralconstanten K, sobald der durch jene Fliiche sich bestim- 
mende Kugelergdnzungsraum vollstindig innerhalb & liegt. 

Wir halten fest an der iiber ® gemachten Voraussetzung, und 
construiren einen von zwei concentrischen Kugelflichen (7) und (r’) 
begrenzten schalenformigen Raum, der vollstiindig innerhalb & liegt, 
bezeichnen mit m das gemeinschaftliche Centrum jener beiden Flichen, 
ferner mit 7), die reciproke Entfernung zwischen m und dem beweg- 
lichen Punkt (x, y, 2), und erhalten alsdann sofort die Formel: 


+ * 0%, I (e. Se? 20, 
SJ (. Or ites a Tne or) dé SJ 6 ae —_ Tox 7) dé, 
r) r 


wo das eine Integral iiber alle Elemente do der Fliche (r), das andere 
iiber die Elemente do der Fliche (r’) hinerstreckt ist, und wo %,, Tine 
die Werthe der Functionen ®, 7,, im Elemente do vorstellen sollen. 
Dividirt man diese Gleichung durch 42, und beachtet man, dass 


Tmo im Integrale links = =; im Integrale rechts = ’ ist, so er- 


giebt sich: 
1 2, . 1 . "0%, 
—m—i f Or do——M— 1, | [Se as, 
(r) (7) 


wo M das arithmetische Mittel aller auf der Fliche (vr) vorhandenen 
Werthe von ® vorstellt, und M’ die analoge Bedeutung hat mit Bezug 
auf die Flache (7’). Setzt man also zur augenblicklichen Abkiirzung: 


1 {fee 1 { [e® 
(1) —t ff odo = — iS 2 do = (, 
) (r’) 


(r 
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so erhilt man die Formel: 


—M+ — [0] = — M+ > [9], 
d. i: 


(2) M—M’=("— “)(o 


Die Formeln (1), (2) sind giiltig fiir jeden beliebigen von zwei 
concentrischen Kugelfliichen (7), (7°) begrenzten RE a Raum, 
falls nur simmtliche Punkte dieses Raumes innerhalb Zz E liegen ; wad 
sie werden also ihre Giiltigkeit behalten, sobald man, ohne jene Be- 
dingung zu verletzen, den schalenférmigen Raum durch eine Aen- 
derung der Radien 7, 7 beliebig anwachsen oder abnehmen lisst. 

Kine solche Operation mag nun wirklich vorgenommen werden. 
Dabei mégen die beiden durch (r), (r’) bestimmten Kugelriiume mit 
4, W’, und die beiden durch (7), (7°) indicirten Kugelergiinzungsriiume 
mit 8, B bezeichnet, und der Reihe nach folgende Fille in Betracht 
gezogen werden. 

Erster Fall. Es sei x’ <r, und es werde vorausgesetzt, dass die 
Kugelriume %, 9% vollstiindig innerhalb & liegen. Alsdann ist das 
in (1) mit [®] heseichnete Integral gleich Null L Satz); somit ergiebt 
sich aus (2): 


M— M’= 0, 
und, falls man 7’ zu Null abnehmen lisst: 
(3) M— ®,, =0, 


wo unter ®,, derjenige specielle Werth zu verstehen ist, welchen ® 
im Centrum m der Flichen (7), (r’) besitzt. 

Zweitery Fall. Es sei r’ > yr, und es werde vorausgesetzt, dass 
die Kugelergiinzungsriiume %, ’ vollstiindig innerhalb T liegen. Als- 
dann wird ‘das Integral [®] identisch sein mit der Integralconstanten 
K, (I. Satz); sodass ae Formel (2) gy iibergeht in 


M— M’ = ae 

: Hieraus folgt, wenn man 7’ ins Unendliche anwachsen liisst, sofort: 
K 

(4) M—T= 7? 


wo [ die Convergenzconstante der Function ® repriisentirt. 
Die Formeln (3) und (4) fiihren zu folgendem ‘Ergebniss: 
IT. und III. Satz. Es sei irgend ein endlicher oder wnendlicher 

Raum TX gegeben, und es repriisentire ® eine Function, welche auf = 

die Bedingungen (11) erfiillt. 

’ Construirt man irgend einen volistiindig innerhalb ZT gelegenen 

Kugelraum %, so wird das arithmetische Mittel der an der Ober- 

[liche von X vorhandencn Werthe D jedesmal identisch sein mit dem- 
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jenigen specicllen Werthe ®,,, welchen die Function ® besitzt im Cen- 
trum m des Raumes U%. Ezxistirt also an der Oberjliche von % ein 
Werth ©, welcher grésser ist als ®,,, so wird an jener Oberfliche 
jederzeit auch ein gewisser anderer Werth ® sich vorfinden, der kleiner 
ist als ®,,; und umgekehrt. 

Construirt man ferner [was allerdings nicht immer miglich ist] 
einen vollstiindig innerhalb & befindlichen Kugelergidinzungsraum &, 
so wird das arithmetische Mittel der an der Oberfliche von 8 vorhan- 


Paps , ; “ ; 
denen Werthe D jedesmal identisch sein mit T + =» wor den Radius 
der genannten Oberjliche bezeichnet, und T, K die der Function ® cigen- 
thiimlichen Constanten (dic Convergenzconstante und die Integralconstante| 
reprdsentiren sollen. Existirt also an der Oberfliche von 8 irgend ein 
Werth ®, der griésser ist als T+ —, so wird an dieser Oberfléche 
jederzeit auch ein gewisser anderer Werth ® sich vorfinden, der kleiner 
P K 

ist als T + —; und umgekehrt. 


Darstellung einer Function vom Charakter (TT) innerhalb 
eines Kugelraumes. 


Es werde ein Kugelraum & construirt, der sich befindet voll- 
stindig innerhalb des gegebenen Raumes T. Ferner sei m der Mittel- 
punkt von %, 7 ein beliebiger Punkt innerhalb %, und & der zu i 
conjugirte Punkt ausserhalb %; es sollen niimlich m, i, k in gerader 
Linie liegen, und gleichzeitig sollen die beiden Entfernungen mi = @ 
und mk = 9’ zu ihren mittleren Proportionalen den Radius y des Kugel- 
raumes %{ besitzen. 

Versteht man unter ® irgend eine auf I die Bedingungen (TT) 
erfiillende Function, ferner unter 7;, 7; die reciproken Entfernungen 
des beweglichen Punktes (x, y, 2) von ¢ und von k& aus, so ergeben 
sich die Formeln: 

— 420, =f (, ot Bs a) do, 


| 


af i CT, cD 
0 -| | (o, © Re a) de, 
‘da ov 07 


a 


(1) 


wo die Integrationen ausgedehnt sind iiber alle Elemente do der Ober- 
fliche von 2%, und wo 9,, Ti,, Tyo diejenigen Werthe bezeichnen, 
welche die Functionen ®, 7;, 7; besitzen im Elemente do. Maultiplicirt 


man diese Formeln mit 1 und mit — = und addirt, ‘so erhiilt man: 





(2) 
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‘e.. £08. » 88s 2 ' ao 
(2) —429, = JJ (Fe — = a) dé “Sa (t:. a = Tye) = do. 


Bezeichnet man die Entfernungen selber zwischen i, do und k, do, 
respective mit R;, und Ry,g, so ist bekanntlich, weil i, k conjugirte 
Punkte sind: 








(3) a oe 
mithin : 
(4) OT ia = 7 Tro. 
Somit reducirt sich die Formel (2) auf 
~~ oT. , OF, 
(5) 420; = —f fo ee _ = 9 de. 


u 

Bezeichnet man mit # den Winkel, unter welchem die Linie mik 

und die Linie mde (d. i. die von m nach dem Element do gezogene 
Linie) gegen einander geneigt sind, so ist 


T 1 L 

WS 2 EEE 

P k;, Vir=+ eo? —2re cos’ 
1 1 


'.6==- >= - ‘ 
i Rig Vir? + 02? — 2 ro’ cos + 


Hieraus folgt durch Differentiation und mit Benutzung der Relation (3): 











Oba _ —r+ocw® 
or” (R;,)° ? 
Tre _ —rteome _ (0) —r +e ond 
or (Rio)? r (R;,)° 
Diese Formeln kénnen, weil 9o’= r? ist, auch so dargestellt werden: 
oTio _ — 1 + re cos 
or r (R;,)° ; 
r OTe _ — etre co ® 
:- r (R;,)° 
Hieraus endlich folgt durch Addition und Subtraction: 
(«) OT a + t ne ee eae Tio 
er ‘wa — ¢ ? 
oe e243. feb wat ee. 
or e@ or r(k;,)) r 


Benutzt man der Reihe nach einmal die Relation («), das andere Mal 
die Relation (6), um Z;, in (5) zu eliminiren, so erhiilt man: 


2 aT. T. 
(6) 420,——f [o, (2% +“) ae, 
EI 


7 2 92) (T._)3 
(7) txo,—=+f fo, et ne: 
7” 
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Die Formel (7) ist bereits friiher von mir aufgestellt worden, in 
meiner kleinen Schrift iiber den stationiiren Temperaturzustand einer 
homogenen Kugel (erschienen in Halle 1861, im Verlage von Schmidt, 
Seite 7). Gegenwiirtig mag die Formel (6) in den Vordergrund ge- 
stellt werden; in derselben ist folgender Satz enthalten: 

IV. Satz. Kine Function ® erfiille auf dem gegebenen Raume 
die Bedingungen (11); ferner set XU irgend cin vollstiindig innerhalb 
liegender Kugelraum, r der Radius von %, und de das Oberflichen- 
element von Y%. 

Stmmtliche Werthe, welche © innerhalb X besitet, werden sich 
alsdann darstellen lassen ‘durch folgendes iiber die Oberfliiche von % 
ausgedehnte Integral: 


1 yw eT;, eo 
i ian males semi 9. ‘ 
o, A ff (2 a 
Bu 


Hier bezeichnet i jeden beliebigen Punkt innerhalb XY; ferner repri- 
sentiren ®;, ®, die Werthe der Fugction ® in i und do, und T;4 die 
reciproke Entfernung des Elementes dé vom Punkte i. 

Hieraus ergeben sich sofort folgende weitere Siitze. 


ft &l 


~ 


V. Satz. Geniigt eine Function ® auf dem Raume ZT den Be- 
dingungen (IT), und versteht man unter X irgend einen vollstindig 
innerhalb & liegenden Kugelraum, so werden sich die Werthe, welche 
® innerhalb X& besitet, jederzeit darstellen lassen durch eine conver- 
gente Reithenentwickelung. 

Ist i irgend ein Punkt innerhalb A, und sind e, 4, @ die Polar- 
coordinaten von i in Bezug auf den Mittelpunkt von %, so ist diese 
Entwickelung von folgender Form: 


Oo; = z eo” YF, @), 
n=0 


wo unter Y™(#, «) eine Kugelfunction n' Ordnung zu verstehen ist. 

VI. Satz. Ist von einer Function © bekannt, dass sie auf einem 
gegebenem Raume TU dic Bedingungen (11) erfiillt, und ferner bekannt, 
dass sie auf irgend cinem Iaumtheile von I constant ist, so wird sie 
constant sein in ganzer Erstreckung von &. 


§ 4. 
Relationen zwischen den Werthen im Innern und an der Ober- 


fliche eines gegebenen Raumes bei einer Function vom 
Charakter (1). 


Die Siitze des arithmetischen Mittels, niimlich der II. und ILI. Satz, 
kénnen, falls man das arithmetische Mittel mit M bezeichnet, kurzweg 
angedeutet werden durch die Formel: 
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M= ®,,, 
und durch die Formel: 


M=r-+ *: 


Es werden demnach diese Siitze vollkommen analog sein mit den der 
Ebene entsprechenden Séitzen, sobald nur K gleich Null ist. Anderer- 
seits ist zu bemerken, dass der iiber die Constanz einer Function han- 
delnde VI. Satz bereits von Hause aus in vollstiindiger Analogie steht 
mit dem entsprechenden Satz der Ebene. 


Unsere Untersuchungen in der Ebene iiber die Relationen zwischen 
den Werthen im Innern und am Rande einer Filiche stiitzten sich 
lediglich auf die eben genannten drei Siitze II, III, VI. Die hier an- 
zustellenden entsprechenden Untersuchungen im Rawme werden folg- 
lich in vollstaindig analoger Weise bewerkstelligt werden kénnen, und 
in vollig analogen Resultaten ihren Abschluss finden, sobald nur 
vorausgesetzt wird, dass K gleich Null ist. — Beachtet man, dass jene 
Integralconstante K, ebenso wie die Convergenzconstante [, immer 
nur dann in Betracht kommen, wenn der gegebene Raum {& wnendlich 
ist, so fiihrt die eben angestellte Ueberlegung zu folgenden Ergeb- 
nissen. 

VII. Satz. Erfiillt cine Function ® auf einem endlichen Rawme 
die Bedingungen (M1), oder erfiillt sie auf einem endlichen Raume 
t die Bedingungen (1), (K = 0), und bezeichnet man den grissten und 
den kleinsten Werth, welchen ® an der Oberfliiche von & besitet, mit 
G und K, so sind nur zwei Fille miglich. Entweder ist ® eine 
Constante, mithin iiberall = G = K. Oder es finden die Formeln 
statt: - 


+, e* 


K<%<G, K<9,<G, 


erstere giiltig fiir alle Punkte i, die innerhalb &, letetere giiltig fiir 
alle Punkte s, die an der Oberflache von & sich befinden. 

VIII. Satz. Erfiillt eine Function © auf einem endlichen 
Raume & die Bedingungen (1), oder erfiillt sie auf einem unend- 
lichen Raume & die Bedingungen (1), (K = 0), und ist sie an der 
Oberfliche von = constant, = C, so wird sie den Werth C besitzen in 
ganzer Erstreckung von &. 

In diesen beiden Siitzen findet sich, mit Bezug auf den Fall eines 
unendlichen Raumes &, die Voraussetzung vor, dass der Werth der 
Integralconstanten K bekannt und zwar = 0 ist. Es mag nun anderer- 
seits untersucht werden, zu welchem Resultat man gelangt, wenn jene 
Integralconstante als unbekannt, als bekannt hingegen die Convergenz- 
constante T angesehen wird. 

Wir nehmen also an, eine Function © erfiille auf einem «wnend- 


lichen Kaume I die Bedingungen (TT), und es wiiren bekannt einer- 
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seits der grésste und kleinste Werth, G und K, welche ® an der 
Oberfliiche von & besitzt, andererseits die der Function ® zugehdérige 
Convergenzconstante [. Die Beziehung zwischen diesen Constanten 
G, K, kann sehr verschieden sein, niimlich ausgedriickt sein ent- 


weder durch: 
<a <= @, 


Pee: a oe, 


oder durch: 


oder durch: 

=. &. seee. 
In jedem Falle mag das durch diese drei Constanten markirte Inter- 
vall bezeichnet werden mit 
(1)  PEETELE £ 
sodass im ersten Fall Q= K, P=G, im zweiten Q=T, P=G, 
im dritten 9 = K, P=T ist. 

Bei den anzustellenden Betrachtungen mag nun der grésseren 
Bequemlichkeit willen der Fall ausgeschlossen werden, dass die Func- 
tion ® eine Constante ist. Alsdann wird sich nachweisen lassen, dass 
der Werth von ® in jedem beliebigen Punkte i, der innerhalb T liegt, 
nothwendig grésser als Q und kleiner als P ist. 

Um den betrachteten Punkt i, der also innerhalb & villig beliebig 
gewahlt sein soll, werde ein vollstiindig innerhalb I liegender Kugel- 
raum beschrieben. Da der Fall © = Const. excludirt ist, so kann ® 
an der Oberfliche dieses Kugelraumes nicht iiberall constant sein; denn 
sonst wiirde ® constant sein in Erstreckung des Kugelraumes (VIII. Satz), 
mithin auch constant sein in Erstreckung des ganzen gegebenen Rau- 
mes & (VI. Satz). Bezeichnen also ®, und ©, den gréssten und klein- 
sten Werth, welchen die Function ® an der Oberfliiche des Kugel- 
raumes besitzt, niimlich « und y diejenigen Punkte, in denen diese 
Werthe sich vorfinden, so wird (zufolge des VII. Satzes) nothwendig 
die Relation stattfinden: 

(2) o, < 0; < ®, ? 
falls man niimlich unter ®; denjenigen Werth versteht, welchen 
besitzt im Punkte 7, d. i. im Centrum des Kugelraumes. 

Wie klein nun die durch (2) constatirten Differenzen zwischen 
®,, ®;, ®, auch sein mégen, nothwendig muss eine positive Zahl 0 
von solcher Kleinheit angebbar sein, dass neben der Formel (2) gleich- 
zeitig auch noch folgende stattfindet: 


(3) o, +8<%,<%,—9. 
Es werde nun um i mit sehr grossem Radius ein vollstindig 


innerhalb & liegender Kugelergiinzungsraum % construirt von solcher 
Ferne, dass siimmtliche in Erstreckung dieses Raumes vorhandenen 
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‘ é 
Werthe von © um weniger als > von der Convergenzconstanten [ 


abweichen. Ist o’ die den Raum $8 begrenzende Kugelfliiche, und be- 
zeichnen G und K’ den gréssten und kleinsten Werth, welchen 
auf der Fliche o’ besitzt, so wird alsdann die Relation stattfinden: 


0 , ver é 
(4) fm << 'S C<g 14% 
Oder mit anderen Worten: das Intervall 
(5) renee G’ 


wird alsdann nothwendiger Weise sich befinden innerhalb des Inter- 
valles: 


f) 3 
(6) P— eee r+. 


Dieses letztere Intervall befindet sich aber nothwendig in Erstreckung 
des Intervalles: 


(7) Q— pe P+, 


wie aus der zuvor [niimlich bei (1)| fir Q..... P gegebenen Defi- 
nition augenblicklich folgt. Hieraus aber ergiebt sich, dass das Inter- 
vall (5) innerhalb des Intervalles (7) liegt. 

Innerhalb des Intervalles (7) befinden sich, wie aus der Definition 
von @..... P folgt, die Gréssen G, K; und innerhalb desselben 
Intervalles befinden sich, wie wir gegenwiirtig sehen, also auch die 
Gréssen G’, K’. Mit Bezug auf den Raum (¢ — B) wird daher zu 
bemerken sein, dass der grésste und der kleinste von denjenigen 
Werthen, welche ® an der Oberfliiche des Raumes (€ — %) besitzt, 
nothwendig innerhalb des Intervalles (7) liegen. Gleiches gilt daher 
(VII. Satz) auch von demjenigen Werthe, welchen ® in irgend einem 
innerhalb des Raumes (t — BY) gelegenen Punkte, z. B. in w oder y 
besitzt. Denn stillschweigend ist vorausgesetzt worden, der Kugel- 
ergiinzungsraum % sei von solcher Ferne, dass « und y ausserhalb 
desselben, mithin innerhalb des Raumes ({ — YB) sich befinden. Somit 
ergiebt sich: 


(8) e—2<0,<0,< P+ £. 

Zufolge dieser Formel kann in (3) Q — 2 statt ®,, und P+ statt 
®, substituirt werden. Hierdurch aber ergiebt sich: 

| @eecac (P+ =2, 

as 

(9) Q+i<o<P—$, 

und hieraus endlich folgt sofort: 


(10) Q<%, <P, 
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w. z. b. w. — Nehmen wir nun nachtriiglich noch Riicksicht auf den 
bisher excludirten Fall ® = Const., so gelangen wir zu folgendem 


Ergebniss, welches bezeichnet werden kann als eine 

Erginzung des VII. Satzes. Es sei ® irgend eine Function, 
welche auf einem gegebenen unendlichen Raume & die Bedingungen 
(TT) erfiillt; ihre Convergenzconstante heisse T; ferner migen G und K 
den grissten und kleinsten Werth bezeichnen, welche ® an der Ober- 
fliche von TF besitzt; von den drei Zahlen G, K, UT werde endlich die 
grosste mit P, die kleinste mit Q benannt. Alsdann sind immer nur 
zwei Fille modglich. Entweder ist ® eine Constante, mithin iiberall 
=G=K=f=P=Q. Oder es finden die Relationen statt: 

O<O%<P, Y<SO,<P, 

erstere giiltig fiir alle Punkte i, die innerhalb &, letztere giiltig fiir 
alle Punkte s, die an der Oberflache von TF sich befinden. 

Der zweite von diesen Fallen kann offenbar, wie aus der Formel 

V<O<P 

folgt, nur dann eintreten, wenn Q@ < FP ist, also nur dann, wenn die 
Zahlen G, K, T nicht alle drei zusammenfallen zu einer einzigen 
Zahl. Denkt man sich also eine Function %, bei welcher G= K=[ 
ist, so muss bei derselben nothwendig der erste Fall eintreten. Somit 
ergiebt sich folgende 


Ergdnzung des VIII. Satzes. Erfiillt eine Function © auf 
einem gegebenen unendlichen Rawme & die Bedingungen (TT), und 
sind ihre Werthe an der Oberfliche von & constant, und zwar identisch 
mit der der Function zugehirigen Convergenzconstanten [, so wird die 
Function constunt sein in ganzer Erstreckung von &. 

Mit Hiilfe des VIII. Satzes selber und mit Hiilfe des eben gefun- 
denen Erginzungssatzes gelangt man nunmehr leicht zu folgendem 
Resultat von hervorragender Wichtigkeit: 


IX. Satz. Eine Function ®, welche auf einem gegebenen Raum 
& die Bedingungen (M1) erfiillen soll, wird, falls = endlich ist, voll- 
stiindig bestimmt sein durch Angabe ihrer Werthe an der Oberfliche 
von &. Ist hingegen TE unendlich, so wird sie erst dann vollstindig 
bestimmt sein, wenn ausser jenen Oberflichen-Werthen gleichzeitig auch 
noch eine ihrer beiden Constanten, die Convergenzconstante oder die 


Integralconstante, gegeben ist. 


Leipzig, 24. Novbr. 1870. 








Ueber die Jacobi-Hamilton’sche Integrationsmethode der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 


Von A. Mayer in Lerpzia. 


Nachdem Pfaff gezeigt hatte, dass man die Lésung einer jeden 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zuriickfiihren kann auf 
| die Integration mehrerer Systeme gewoéhnlicher Differentialgleichungen, 
erhielt diese Theorie den niichsten wesentlichen Fortschritt durch die 
Arbeiten von Cauchy*) und Jacobi**), welche beide auf sehr ver- 
schiedenen Wegen zu der niimlichen Vereinfachung der Pfaff’schen 
Resultate gelangten und zeigten, dass die vollstiindige Integration 
' des ersten Pfaff’schen Systems allein schon hinreicht, um eine voll- 
stiindige Lésung der partiellen Differentialgleichung zu erhalten. 

Jacobi, der diesen Satz durch Verallgemeinerung der Hamil- 
ton’schen mechanischen Kutdeckungen fand, wesshalb er selbst sein 
Verfahren die Hamilton’sche Methode nennt, hat denselben in etwas 
veriinderter Form und Beweisfiihrung wiedergegeben in den Vorlesungen 
itiber Dynamik***) und hier besonders ist die Art der Ableitung weit 
einfacher und kiirzer, als bei dem von Cauchy eingeschlagenen 
Wege. Die Jacobi’sche Methode hat iiberdies vor der Cauchy’- 
schen das voraus, dass sie nicht nur zu einer vollstindigen Lésung 
der partiellen Differentialgleichung fiihrt, sondern zu gleicher Zeit 
auch lehrt, wie man aus dieser Lisung durch blosse partielle Differen- 
tiation die siimmtlichen Integralgleichungen des entsprechenden Systems 
gewohnlicher Differentialgleichungen erhalten kann. Allein, wihrend 
sich der Cauchy’schen Methode, wenn dieselbe nur in richtiger 
Weise zur Auffindung einer vollstindigen Léisung benutzt wird, ohne 
Ausnahme alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung fiigen, 
entdeckt man bei genauerer Betrachtung der Jacobi’schen Regel, 
zumal in ihrer spiiteren Fassung, sehr bald Klassen von solchen Glei- 
chungen, die sich der Integration durch dieselbe vollstiindig entziehen. 


eS, 


\S 


~~ = SS 


dd 





*) Exercices d’Analyse et de Physique mathématique, t. II. 
**) Crelle, J. 17. 
***) 19, Vorlesung, sowie namenthch p, 364. 
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Nun hat zwar spiiter Jacobi durch seine grossartige ,,neue 
Methode “‘ (Crelle J. 60) alle friiheren Integrationsmethoden der par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung sehr bedeutend in den 
Schatten gestellt. Nichts destoweniger bleibt jene iiltere Jacobi’sche 
Methode immerhin noch héchst interessant, einmal weil sie in der 
Ableitung die kiirzeste ist, dann aber hauptsiichlich desshalb, weil sie 
den natiirlichsten Ausgangspunkt fiir die ganze Jacobi-Hamilton’- 
sche Theorie bildet. 

Aus diesem Grunde schien es mir wiinschenswerth zu versuchen, 
ob man die genannte Methode nicht so modificiren kénnte, dass sich 
ihr alle partiellen Ditferentialgleichungen erster Ordnung unterordnen 
lassen, und diese Modification fand sich durch directe Anwendung der 
Vorschrift, welche Cauchy zur Ableitung der allgemeinen Lisung 
gegeben hat, auf die einfachere Aufgabe, eine vollstidndige Lisung der 
partiellen Differentialgleichung: 

ge tH (@ ty ter Be Fx) == () 
zu finden. 

Ks ist nur néthig, Gleichungen von dieser Form zu betrachten; 
denn man kann jede partielle Differentialgleichung erster Ordnung, 
welche die unbekannte Function selbst enthilt, zuriickfiihren auf eine 
solche, in welcher die unbekannte Function nicht mehr explicite auftritt. 

Ist niimlich: ‘ 

x ox 
F (2, ote nya woe va,) =9 
die vorgelegte partielle Differentialgleichung, so braucht man zu diesem 
Ende nur, anstatt direct auf die Bestimmung von # auszugehen, zu- 
nichst indirect nach einer Gleichung zu fragen, aus der sich die ge- 
suchte Lisung x algebraisch bestimmt. 

In der That, wenn man sich diese Lisung durch eine Gleichung 

von der Form 
V (a, , --- %_ » &) = Const. 
definirt denkt, so muss die Function V identisch der Gleichung 
geniigen: 








ov av 
Oa, 0X, : 
F yy 0+ ny By — ae — 3H =n 0; 


und wenn man umgekehrt irgend eine Lisung V dieser letzteren Glei- 
chung gefunden hat, so ist der aus der Substitution 


V = Const. 


sich ergebende Werth von « eine Lésung der gegebenen Gleichung. 
Denn fiir denselben ist: 








Us 


ve 
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av 
ae OM *) 
0x; ov. 

Ou 


Angewandt nun auf partielle Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, welche die unbekannte Function selbst nicht enthalten, hat 
Jacobi in den Vorlesungen iiber Dynamik p. 364 seiner Hamil- 
ton’schen Methode die folgende Fassung gegeben: 

Wenn die Aufyabe vorlicgt, eine vollstiindige Lisung der gegebenen 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 








Vig oF ot 
~—— Zz 4 eee x eee = = 
(1) ja tH (a) to a Se Fe 
zu finden, so stelle man zundchst, indem man resp. 
a) fiir eV eee ov 
P Dn On, eu, 


schreibt, das folgende System von 2n gewihnlichen Differentialgleichungen 
erster Ordnung auf 


(2) 


und integrive dasselbe vollstindig. Man fiihre hierauf die Werthe 


dx, @H dp, oH 
da OP, > Wa ~ Ox, 








, Gy vee Ons Oy 00. & 
der Grdssen 

x eee ny VY soe Pn 
fiir den belichig gewihlten Anfangswerth a von x statt der willkiirlichen 
Constanten in die. Integralgleichungen dieses Systems cin and driicke 
endlich vermittelst dieser Gleichangen das Integral 


- 


x 
' oe 
(3) V = fas = pha — H| 
e k=1 OP, 
a 
durch die Grossen aw, 4)... ny A, Gy... d, aus. Man hat dann die 
2n Gleichungen: 
Ox, Pi; 6a, *s 


welche man als die vollstiindigen Integralgleichungen des Systems (2) 
betrachten kann, und zugleich ist der angegebene Ausdruck von V, wenn 
man thm noch eine willkiirliche additive Constante hinzufiigt, cine voll- 
stiindige Lisung der partiellen Differentialgleichung (1). 


*) Jacobi hat merkwiirdiger Weise diese von ihm selbst (Crelle J. 23., p. 18) 
angegebene Zuriickfiihrungsart spiiter wieder verlassen und dieselbe in seiner 
grossen Abhdlg. (Crelle J. 60., p. 1) durch eine andere ersetzt, die zwar fiir 
gewisse Transformationen sehr niitzlich sein kann, aber als directe Reductions- 
methode illusorisch ist. Vgl. hieritiber _ Imschenetsky (Grunert’s Archiv T 50. 
p. 315). 
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Man sieht unmittelbar ein, dass dieser Satz Ausnahmen unter- 
worfen ist. So oft z. B. H in Bezug auf p,... p, eine homogene 
Function erster Ordnung ist — und dieser Fall tritt immer dann ein, 
wenn man die Gleichung (1) auf die oben angegebene Weise aus einer 
partiellen Differentialgleichung erhalten hat, in der die unbekannte 
Function selbst vorkam —, liefert derselbe an Stelle der gesuchten 
Lisung nur den ganz unbrauchbaren Werth V —0, der unmédglich 
auf die vollstindigen Integralgleichungen des Systems (2) fiihren kann. 


Ich will zuniichst den wahren Grund dieser Ausnahmen aufzu- 
decken suchen und zu diesem Ende in § 1. die Jacobi’sche Schluss- 
weise einer niheren Priifung unterwerfen. Daran wird sich in § 2. 
die Auseinandersetzung der neuen, durch keinerlei Ausnahmen mehr 
beschriinkten, Jacobi-Hamilton’schen Integrationsmethode reihen. 
Ich bemerke ausdriicklich, dass diese nur ein specieller Fall, und zwar 
der einfachste, der allgemeineren Cauchy’schen Methode ist. Auch 
Cauchy selbst hat unter allen den vollstiindigen Lésungen, auf die 
man durch sein Verfahren kommen kann, eine besonders hervorgehoben 
als die einfachste, aber eine andere: die Hamilton’sche Loésung. 
Dies ist nicht genau. Die Ableitung der allgemeinen Cauchy’ schen 
Methode durch die Jacobi’schen Principien in § 3. wird zeigen, dass 
die consequente Anwendung dieser Methode niemals zu der Hamil- 
ton’schen Lésung fiihren kann. Einige Siitze iiber die Bestimmung 
der Lésung einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung durch 
eine Grenzbedingung werden schliesslich andeuten, wie man auch 
direct von der Methode des § 2. zu der allgemeineren von Cauchy 
gelangen kann. 


$1. 


Der Jacobi’sche Beweis des angefiihrten Satzes beruht ini Wesent- 
lichen auf Folgendem: 


Indem man die Anfangswerthe a, ...a, b, ...b, variirt und die 
hieraus entspringenden Variationen durch die Charakteristik 0 be- 
zeichnet, gelangt man direct aus der Definitionsgleichung (3) durch 
eine leichte Rechnung, die ich hier iibergehe, weil sie sich ganz iihn- 
lich im folgenden § wiederfindet, zu der Formel: 


i=8 
OoVv= JZ (px 02; — b; 0 a) ° 
& i 


Indirect aber erhilt man, wenn man V zuniichst als Function der 


Grissen 2, ... Zp, , ... @ betrachtet: 


&=8 ov ov .e 
OoV= z+ (— da + — Oa, ) - 
On, on, 


=i 





de 
UL 
Di 
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Man hat folglich fiir alle beliebigen Werthe der Variationen 


Oa, ... Ody OD, ... Ob, 
die Identitiit: 


k=n ‘ mn 
beet EX re Ou, 

Aus dieser Formel folgert nun Jacobi ohne Weiteres die Gleichungen 
(4). Allein dieser Schluss ist nur dann richtig, wenn die Variationen 


Oz, ...0%,, Ga, ... 0, 

ebenso unabhiingig von einander sind, wie die urspriinglichen 
Od, ...0d,, Ob,...0b,, 

und da, wenn man siimmtliche da = 0 setzt: 


CX), OX), 
Ja, = 7B, Ob,+ ++: ib, Ob, 
wird, so besteht diese Unabhiingigkeit nur dann, wenn die Deter- 
minante 
1 1 O&, 0%, OX, 
PAG ae 
nicht Null ist, d. h. wenn sich die » Constanten b, ... b, aus den 
n Lisungen #, ... Z, siimmtlich bestimmen lassen, oder m. a. W., wenn 
sich die 2n willkiirlichen Constanten der vollstiindigen Integralglei- 
chungen des Systems (2) ausdriicken lassen durch die Anfangs- und 
Endwerthe der Variabeln x a, ... 2, allein. 
Dies findet nun zwar immer statt, wenn die Function H die 
Kigenschaft besitzt, dass die Determinante 
F s4_@H @H oF 
—~ OPACP, CP2 CP OPnOPn 
nicht Null ist. Denn dann bestimmen die 2» Gleichungen: 
OH dx, 
Op, a& 
die siimmtlichen » Gréssen p, ... p, als Functionen von 
; da, dz, 
H, Ly we Uny az oe dz 
und daher liisst sich in diesem Falle das System von 2% Differential- 
gleichungen erster Ordnung (2) stets zuriickfiihren auf ein System von 
n Differentialgleichungen zweiter Ordnung zwischen a, ... #, wnd # 
allein, dessen vollstindige Integration nothwendig 2n willkiirliche 
Constanten mit sich bringen muss. 

Wenn dagegen jene Determinante Null ist, so lassen sich aus 
den obigen » Gleichungen die Gréssen p, ... p, vollstiindig eliminiren 
und es besteht also zwischen den Variabeln z, ... #, und ihren ersten 
Differentialquotienten eine von willkiirlichen Constanten freie Relation, 

29* 
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daher im Allgemeinen die vollstindigen Lésungen «, ... 2, gar nicht 
mehr 2n willkiirliche Constanten enthalten werden. Wenn z. B. H 
linear ist in Bezug auf p, ...p,, so kommen in diesen Liésungen nur 
n willkiirliche Constanten vor. 
Sobald man aber kein Recht mehr hat, die Gleichungen: 
oF = pr 
Ox, 
anzusetzen, so fillt damit auch die Berechtigung zu der Folgerung 
cv +H=0 
Cox 
weg. Denn diese Gleichung ergiebt sich aus der doppelten Ausdrucks- 
weise des Differentialquotienten der Function V: 


k=n da, 
ene | pe ae —H und 





dx oa = 1 
mE es eV dx, * cv 
de ,—, 0%, dz Ou 


eben nur in Folge jener Gleichungen. 

Man sieht also, die Jacobi’sche Beweisfiihrung implicirt  still- 
schweigend eine Voraussetzung, die nicht fiir jede beliebige Function 
H erfiillt ist, und daher ist es von vornherein klar, dass die Jacobi’- 
sche Regel nicht eine allgemein giiltige Integrationsmethode fiir die 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung liefern kann. ° 


§ 2. 

Nachdem somit die Unzulinglichkeit der Jacobi-Hamilton’- 
schen Methode und der Grund ihrer Miingel dargelegt worden ist, 
will ich jetzt zeigen, wie man durch eine sehr geringe Abiinderung 
der Jacobi’schen Schlussweise zu einer ganz allgemeinen Integrations- 
methode der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung gelangen 
kann. Der Deutlichkeit halber werde ich hierbei etwas ausfiihrlicher 
zu Werke gehen als vorhin. 

Es sei: 

HI w= H (a, 2%... ny Py +++ Pn) 
eine beliebig gegebene Function der 2x + 1 Variabeln @ a, ... 2, 
~P; --- Pn und zwischen diesen Variabeln die folgenden 2” gewdhnlichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung gegeben: 
(1) du, 0H mm. 
. dx op, *? dz 0x, 
Man habe diese Gleichungen vollstindig integrirt und, nachdem man 
die 2” Integrationsconstanten ausgedriickt durch die Werthe 


@,...@, 5,...0,, 
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welche die Variabeln 
SynstMe Pye 


fiir den beliebig gewihlten Anfangswerth @ von # annehmen, gefunden: 


(2) ty =([%) » Pe=Lral, 
wo also die [a] und |p,| bestimmte Functionen von x a a, ... a, 
b, ... b, sind, die sich fiir =a resp. auf a, und / reduciren. 
Des bessern Verstiindnisses wegen werde die Substitution der 
Lésungen (2) durch Kinschliessung in eckige Klammern angedeutet. | 
Die Determinante: 
ye 4 Aled Alaa) 71%] 


a P) } 
Ca, Cy Ca, 


kann nie Null sein; denn fiir « = @ erhialt sie den Werth 1. Hieraus 
folgt, dass sich die n Gleichungen 


(5 i [xx] = Uy | 
immer auflésen lassen miissen nach den n Gréssen a, ... dy. 

Dies vorausgeschickt berechne man durch einfache Quadratur den 
Ausdruck : | 


ka 
(4) sient” = = abe +J es = pr ® 


OP, 


Hal da 


als Function von x a a, ... dy b, ... Dn. 

Durch Differentiation dieses Ausdruckes nach ¢, worunter irgend 
eine beliebige der Constanten a, oder }, verstanden wird, erhilt man 
zuniichst : 


oV -0 i= 


g *= ce @ [aH eH] 0 [*:| 
vad Sah +fav de =" tp n} ; AL om [| OUalt 
In Folge der Gleichungen (1) ist aber identisch: 


EA = — “ld und 


) 2 an 
OX, dx 


é [eH] — id 


éc Lép,| oc dx ~ dx Ce 


Der Ausdruck unter dem Integralzeichen wird hiernach: 


-= Lol de [* we d(x] Vel} 


dx ¢6¢ daz dc 
d ‘ 0 [x] 
- G2, a |  0e 


und man findet daher amt Ausfiihrung der Integration: 
en) 


oc 


‘ =n k=nr oO oD. 
Yao ST abt = {pl [| __ 5, 
1 k=1 o¢ 


dc 0c, 
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Indem man hierin erst ¢ = a; und dann c = b; setzt, ergiebt sich: 
av a S 2" Ip 2 
oa; 
av x 6 E e. 
ob; = a; + = _ Ll 
Andererseits, wenn man in der “senc V fiir die Gréssen a, ... @, 
ihre Werthe aus den Gleichungen (3) einsetzt, so verwandelt sich 
dieselbe in eine Function von x a, ... %, b,...b,, die durch (V) be- 
zeichnet werden mag und aus der man riickwiirts wieder die urspriing- 
liche Function V erhilt, wenn man fiir z, ... 2, die Werthe (5) setzt. 
Man hat daher auch: 
é Vv ae a V) C [x] 
aa; = 4-, LOm J Oa, 


oV (Vv) k=" Ta(V)] @[%] 

ab; = |¢ ob, | a Raod [ae 0b, ? 
hieraus folgt durch Vergleichung mit den friiheren Werthen, dass 
identisch 





~ k=n p) (V) | 3 [x] 
(5) =, [ Ox, 7 Ga, = 0) 
k=n ¢ (V) ) [| C (4) - 
(6) = ES ps“ ob; + [ ob; — a; = 0 


sell muss. 
Die Gleichung (5) repriisentirt fiir i= 1, 2,... ein System von 
n Gleichungen, die linear und homogen sind in Bezug auf die » (iréssen: 


a(V) 
[ Cx, wa p | ‘ 


Die Determinante dieses Systems ist nach dem Friiheren nicht Null. 
Das System kann daher nicht anders bestehen, als indem einzeln 


av 
Ex = | atin 


ist, woraus dann nach (6) folgt, dass ebenso auch: 


k 5 | hedpien® 
; ‘ db; 
sein muss. 


Man sieht somit, dass die vollstiindigen Liésungen (2) des Sy- 
stems (1) den 2 Gleichungen identisch geniigen miissen: 


(7) — = DP: 
bape 

(8) ath aon ay, . 
) Oy. 


Diese Gleichungen sind an sich nicht identisch; denn die Grissen py, 
und « kommen linker Hand gar nicl.t vor; sie sind folglich Integral- 
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gleichungen des Systems (1). Weiter ist ihre Anzahl 2m und sie ent- 
halten 2n willkiirliche Constante, niimlich die 2 Anfangswerthe 
, ++» G» b,...b,. Endlich kann nicht irgend eine der Gleichungen 
(7) und (8) eine Folge der iibrigen sein; denn in jeder kommt eine 
Grésse p, oder a, vor, die in allen iibrigen fehlt. 

Die Gleichungen (7) und (8) bilden daher ein System vollstindiger 
Integraigleichungen der Differentialgleichungen (1). 

In derselben doppelten Weise, in der wir die partiellen Differen- 
tialquotienten von V nach «a; und 0; bildeten, kénnen wir nun auch 
den Differentialquotienten dieser Function nach w bilden. Aus der Defi- 
nition (4) ergiebt sich direct: 

4 4 = iF De oF a H| . 

ax k=1 CP, 
Andrerseits erhiilt man indirect aus der Function (V), wenn man sich 
darin fiir x, ... x, die Werthe (3) substituirt denkt: 


av [av)) , *= [2] a[x,] 
dx a“ =| Cx | + mad Ox; da ? 
oder nach (1) und (7) 


av f (F}.. "a g2 | 
= , <i = . 
; + k=1 Pe OD, 


dx Ox 





Die Subtraction dieser beiden Formeln zeigt, dass die vollstiindigen 
Lésungen des Systems (1) auch noch die Gleichung identisch erfiillen 
miissen: 


oe id. ri H. 
Hierfiir kann man nach (7) odin 
’ o(V) i 
(9) 0= er + H («, Hy +++ Uny , ms 7) . 


Von dieser Gleichung, in der die Variabeln » gar nicht mehr vor- 
kommen, wissen wir zuniichst nur, dass sie durch Substitution der 
Werthe (3) von a, ... #, identisch erfiillt werden muss. Indem man 
aber in die solcher Art entstehende Identitiit, die fiir alle beliebigen 
Werthe der a, und b, Statt hat, den » Gréssen a, ...a, die aus den 
Gleichungen (3) folgenden Werthe zuertheilt, wird diese Substitution 
wiederum aufgehoben, woraus erhellt, dass die Gleichung (9) an sich 
identisch sein muss. 

Die Function (V) geniigt demuach der partiellen Differential- 
gleichung (9) und zwar ist dieselbe, wenn man ihr noch eine will- 
kiirliche Constante durch Addition zufiigt, eine vollstiindige Lésung 
dieser Gleichung. Denn sie enthilt  willkiirliche Constanten b, ... b, 
und diese lassen sich aus den partiellen Differentialquotienten : 

eV) aV) | av) 


Oa? O87 0x, 
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nicht eliminiren, weil sonst eine der » Gleichungen (7) eine Folge der 
iibrigen sein miisste. 

Fasst man die erhaltenen Resultate zusammen, so ergiebt sich 
der folgende, allgemein giiltige Satz: 

Il. Wenn es sich darum handelt, die gegebene partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung: 


av / av av 
ee H (x, x... Bay x °° = == () 
( ) Ox + ( 7 ny ax, 3a.) 
vollstiindig zu lisen, so schreibe man in der Function H allgemein: 
av 
pr statt ~— 
t a, 
und bilde mit dieser Function von x %, ... %_ Py... Pn das System von 
2n gewdhnlichen Differentialgleichingen: 
(6) dx, 0H ap eH 
dx CP, ? dx Ox, 


Hat man dies System vollstiindig integrirt und die 2n Integrationscon- 
stanten seiner Lisungen ausgedriickt durch die Werthe: 

By ove Oe |, 0 
der Grossen 

By os Bn Py -- Be 
fiir den belicbig gewdhlten Werth a von x, so substituire man diese 
Lisungen in den Ausdruck: 


k=n 2 
@ H — 
k 


und berechne durch einfache Quadratur 
k n 


Vex = 


* pkae an 
ay by + | dx | p> |. aie H| 
1 v k=1 CP; 


als Function von « a, ... dn b,...b,. Eliminirt man schliesslich aus 
dieser Function mittelst der gefundenen Werthe von x, ... &, die Grossen 
@, ... d, und bezeichnet die resultirende Function von & &, ... &_ b, ... Dn 
durch (V), so liefert die Formel: 

V =(V) + Const. 
eine vollstiindige Lisung der partiellen Differentialgleichung (e) und zu- 
gleich hat man in den 2n Gleichungen 


o(V) o(V) 
== 9) =—dt 
Pro; Cb, i 





Ox, 
die volistiindigen Integralgleichungen der gewbhnlichen Differentialgle:- 
chungen (B). 
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Wendet man diesen Satz auf eine partielle Differentialgleichung 
von der Form an 


AE 7 02 02 
—— + F(a, u, % °°* Sus a 9? = () 
Ox + ? Ts n) Ox, Ox, ? 


nachdem man dieselbe zuvor auf die oben angegebene Weise zuriick- 
gefiihrt hat auf eine Gleichung, in welcher die unbekannte Function 
nicht mehr vorkommt, so wird man auf den folgenden allgemeinen 
Satz gefiihrt, durch den das nur in beschriinktem Masse giiltige Theorem 
V von p. 366 der Jacobi’schen Vorlesungen zu ersetzen ist, und 
den man leichter direct auf dem dort eingehaltenen Wege beweist: 
Il. Es sei: 
FP, 2, %...%, Rs: Be 

cine belicbig gegebene Function der 2 + 2 Gréssen 2, %, % ..~. En; 
DP, «++ Pn und zwischen denselben folgendes System von 2n +- 1 gewohn- 
lichen Differentialgleichungen gegeben: 


dx, _ OF apy a or or 
dz Op, ’ de dam Dk Ge 
as *=* oF 


F. 


oO. on te op, 





Man habe dieses System vollstiindig integrirt und in den 2n + 1 In- 
tegralgleichungen statt der willkiirlichen Constanten die Werthe 
G,...@ 6,...6, und e 
cingefiihrt, welche resp. dic Grissen 
Ly... yn Py eee Pn und &— (a, py + +++ npn) 
fiir den beliebig gewthlten Anfangswerth a von x erhalten. Driickt man 
dann vermittelst der Integralgleichungen die Grosse 2 durch %, %, ... Lny 
, 0, ... On, © allein aus, so ist der erhaltene Ausdruck: 
san Z 
cine vollstiindige Lisung der particllen Differentialgleichung erster Ord- 
namng 


a 


02 ’ . Of Cz 
Ax + I (:, Ly Ly ov. Bus — “2) == 0, 


CxLy 


und zugleich sind die 2n +- 1 Gleithungen: 


a 0Z 64 , 
da, 2* ? db de “ 
e=Z 


die vollstiindigen Integralgleichungen der obigen gewodhnlichen Differen- 
tialgleichungen. 

Endlich, wenn man diesen Satz auf eine partielle Differential- 
gleichung in der unaufgelésten Form 







| 
| 
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~ stil 62 as\ _ 
p .% os Say ? Oa, °°° Oz, — 


anwendet, so gelangt man zu dem folgenden Satze, welcher der ersten 
Fassung der Jacobi-Hamilton’schen Methode (Crelle’s J. 17) zu 
substituiren ist: 

Ill. Es sei: 

@ (%, --. Tay 8, Py --+ Dad 

eine beliebig gegebene Function der 2n +- 1 Variabeln x, ... &n2 Py +++ Pn 
und zwischen diesen Variabeln das folgende System von 2n gewohnlichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung gegeben: 








dx, dx, ra dx, 
CT a ~ O@ 
a OPr CP» 
i dp, “= dp, 
~, og o> 2 op op 
a, + Pi os ea, + Pn: 
4 dz 
ba c@ op’ 
VY OP, + Dn Op, 


von dem ein Integral » = Const. ist. Hat man die 2n — 1 iibrigen 
Integrale dieses Systems gefunden und, nachdem man p, mittelst der 
Gleichung p = 0 eliminirt hat, thre 2n — 1 willkiirlichen Constanten 
ausgedriickt durch die Werthe 

lp «n+ Bey Gb ... 4, 
der Grodssen 

Hy «++ Uny By Po +++ Dn 
fiir den beliebig gewtihlten Werth a, von a, so setze man: 

e=b + a,b, +... duh 
und climinire aus den 2n— 1 Integralen die 2n— 2 Grissen 

Ts 2 Sit. 

Man erhiilt hierdurch cine Gleichung zwischen 2%, ... Hn, 2, U,, by... Ons 
die nach z aufgelist cine vollstindige Lisung mit den n willkiirlichen 
Constanten b,, by ... bn der partiellen Differentialgleichung erster Ord- 
nung liefert: 


im sc. ey Ber + he. 
CX Ox " 


§. 3. 


Die vorhergehenden Betrachtungen hatten vor Allem den week, 
die Jacobi- Hamilton’sche Methode zu ersetzen durch eine még- 
lichst einfache andere, die mit dieser die Kiirze und Klarheit der Ab- 
leitung theilt, aber keinen Ausnahmen mehr unterworfen ist. Man 





— 


‘a le) 
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erkennt jedoch leicht, dass jene Betrachtungen gleichzeitig auch die 
Mittel enthalten, die allgemeinere Cauchy’sche Regel zu beweisen, 
d. h. die Aufgabe zu lésen, diejenige Lésung der partiellen Differential- 


gleichung ae ae = 
oe 0 € 


zu finden, die sich fiir «=a auf eine gegebene Function von z,, 
Dy». & Yeducirt, 

Man braucht in der That zu diesem Ende nur im vorigen § an 
‘Stelle der Anfangswerthe b, ... b, irgend » andere willkiirliche Con- 
stanten @, ... @, durch » Gleichungen von der Form 





of 1 of 
ME a ge by ==; 
b, oa,’ . 6: Ca, 
einzufiihren, in denen / eine beliebig gegebene Function der Anfangs- 
werthe a, ...«, und der neuen Constanten «, ... @, ist, und, an 
Stelle der Formel (4), zur Definition von V als Function von «a, ... dy 
@, ... @, die Formel zu setzen: 


x 
"Tease ‘ 
. oH 
v=(+f [ = ma — H| da. 
tai OP 
a 
Bezeichnet man durch 
tye =(%i], De = [pa] 
die vollstiindigen Lésungen, ausgedriickt in # und den 2 » Constanten 
My ses Any Oy... Gy, der 2n gewodhnlichen Differentialgleichungen 
erster Ordnung, welche der obigen partiellen Differentialgleichung 
iiquivalent sind, so ist auch jetzt noch, und zwar aus demselben Grunde 


wie friiher, die Determinante der Functionen |#,| ... [%,] in Bezug 
auf die Anfangswerthe a, ... «a, verschieden von Null. Indem man 


die Differentialquotienten der Function V nach a;, @; und # nun 
wiederum auf doppelte Weise bildet, wird man hiernach durch fast 
wortlich dieselben Schliisse wie vorhin zu dem folgenden Satze ge- 
fiihrt, der die Cauchy’sche Liésung der genannten Aufgabe und zu- 
gleich als speciellen Fall den Satz I. des vorigen § enthiilt: 

IV. Es sei: 


CC ae eee 
cine beliebig gegebene Function der 2% Grissen a, ... Gny Gy «+. ny 
deren particlle Differentialquotienten 
< rae! 
omy Ca, 


von einander unabhingig sind in Bezug auf o,...@,. Es set ferner 


Bia, Ss... Sey Bs +o a) 











448 A. Mayen. 
eine beliebig gegebene Function von « x, ... Xn Py ~ ++ Pn und zwischen 
diesen Variabeln das System von 2n gewihnlichen Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung gegeben: 
(1) dx, @H dp, so @H 

aa . Op, ' ds £&&, 
Man habe dies System vollstiindig integrirt und die 2n Tntegrations- 
constanten durch die Werthe 


er? ee See 
i 
der Grissen 


Y 2aee a eee 

fiir x =a ausgedriickt. Indem man dann: 

(2) a oe 
oa, oa, 


setat, erhilt man die vollstiindigen Lisungen des Systems (1): 
(3) x, = [rr], (4) Px = [pal 
und vermige dieser durch einfache Quadratur: 


‘ 

’ *rk—n oH 
(5) v=f+f[2 = | ax 

&=1 CP, 
a 
als Functionen von %, dy... Gn, @... Gy. Eliminirt man nun vermige 
der n Gleichungen (3) aus V die Grissen a, ...a,, und bildet mit 
der so erhaltenen Function V von 2%, ... %, @, ... @ die 2n Glei- 
chungen 
eV ovV__of 


‘ i } 5 Oe 
CX. C Oty Oe, 


. . i . , - . . 
so sind dieselben dic volistindigen Integralgleichungen des Systems (1) 
und zugleich ist diese Function V selbst diejenige vollstiindige Lisung 
der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung: 

. ov cV oV 

6 pans “x re oe 
(6) Cu +H (x, x, wa Om, 02, ad 
welche fiir x =a den gegebenen Werth 

V am f (a, ... Bay & .- > Ga) 
annimmt. 

Letzteres folgt unmittelbar aus der Formel (5), wenn man hinzu- 
nimmt, dass die Gleichungen (3), aus denen die Anfangswerthe 
a, .-~- @ za bestimmen sind, fiir «=a sich auf: 

Ly = Oy 
reduciren. 

Ich habe den Satz speciell fiir die vollstiindige Lésung der Glei- 
chung (6) ausgesprochen, um gleichzeitig anzugeben, wie sich durch 
diese die vollstiindigen Integralgleichungen des Systems (1) darstellen. 
Es ist aber ohne Weiteres ersichtlich, dass derjenige Theil des Satzes, 
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der sich auf die Lésung der partiellen Differentialgleichung (6) be- 
zieht, im Allgemeinen auch dann noch gilt, wenn man den Gréssen 
a, ... @, bestimmte constante Werthe beilegt, d. h. fiir f eine ganz 
beliebige Function von a,... a, nimmt, wie denn auch in der Her- 
leitung des Satzes diese Annahme nur die Aenderung hervorbringt, 
dass die Differentiation von V nach den @ wegfillt. Doch darf nicht 
iibersehen werden, dass im letzteren Falle besondere Ausnahmen ein- 
treten kénnen, wenn nimlich fiir die gerade gewiihlte Function f die 
volistiindigen Lésungen des Systems (1) durch die Substitutionen (2) 
unendliche oder unbestimmte Werthe erhalten. 

Man kann iibrigens diesen Satz auch aus dem friiheren ableiten 
mit Hiilfe des folgenden Satzes, welcher lehrt, aus irgend einer ge- 
gebenen vollstiindigen Lisung der Gleichung (6) diejenige Lésung 
derselben Gleichung zu finden, die fiir 7 =a einer beliebig gegebenen 
Function von 2, ... “, gleich wird: 

V. Es. sei zwischen V und den unabhidngigen Variabeln x, 2... Xp 
eine beliebige partielle Differentialgleichung erster Ordnung gegeben, in 
der V selbst nicht vorkommt, und: 

Vorqg(x, 2... Ln, Cy ~-- Cn) + Const. 
eine vollstiindige Lisung derselben. Setzt man dann: 
(4) V=9— Gat fa; 


WO Pa aus p entstcht, wenn man “2, &, ... Ln resp. mit a, Ay... An 


vertauscht und 
fa =f (a, ... Gn) 


eine belichig gegebene Function von a, ... Gy ist, und eliminirt hieraus 
die Grissen 


Se eee 
mit Hiilfe der 2 Gleichungen: 
(8) OF in Ge (9) fe __ 9% 
OG, «0G , 0M, 0m,’ 


so hat die resultirende Function V von a, «,...%, die beiden Eigen- 
schaften: Sie geniigt der gegebenen partiellen Differentialgleichung und 
sie erhilt fiir «=a den Werth: 

V af (a, ... Xn). 

Betrachtet man niimlich in (7) die Gréssen a, ... Gn C ..~ €n 
als Functionen der unabhiingigen Variabeln, so ergiebt die Differen- 
tiation dieser Formel nach 7;: 

@V_ aq - “-s (js — a OC, 4 y (% ae ~ a { 
0x, 0; yo1\CG% 0G) Cu, ' goy\Oq, Oa,/ Ox, 


Kiir diejenigen Functionen a, ...@,, ¢, ..- €n, welche den Gleichun- 
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gen (8) und (9) geniigen, wird daher wie fiir die urspriingliche voll- 
stindige Lisung 
oF... cg 


Ox, =a, 





Der angegebene Werth von V ist demnach eine Lisung der gege- 
benen partiellen Differentialgleichung; und derselbe reducirt sich auf 
f (a, ... 4a), Wenn man «=a setzt; denn fiir « = a werden die 
Gleichungen (8) erfiillt durch: 

GZ » «+s y Ona. 

Mit Hiilfe dieses Satzes kann man aus einer bekannten vollstiin- 
digen Lisung unendlich viele andere Lésungen derselben partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung ableiten. Aber nicht jede belie- 
bige Lésung kann auf diese Weise erhalten werden. So ist nament- 
lich hervorzuheben, dass der obige Satz ebenso wenig wie die Cauchy’- 
sche Methode jemals zu der Hamilton’schen Lésung fiihren kann, 
deren willkiirliche Constanten die Anfangswerthe a, ... a, sind und 
die fiir «=a sich auf Null oder eine Constante reducirt. Man erhiilt 
die Hamilton’sche Lisung vielmehr, wann sie itiberhaupt existirt, 
dadurch, dass man mittelst der » Gleichungen 





Op __ CPa 
CC, 0, 
die Constanten ¢,, ¢ ... ¢, aus V = gm — g, eliminirt. 
Wenn verlangt wird, dass die gesuchte Lésung V nicht fiir « == «, 


sondern fiir eine beliebig gegebene Gleichung 
H(z, % ... 2) =O 


Va f(z, 2% .... Fn) 
erhalten soll, so kann man diese Aufgabe auf die friihere zuriickfiihren 
dadurch, dass man sich in der partiellen Differentialgleichung sowohl, 
wie in ihrer vollstiindigen Lésung und der gegebenen Function f an 
Stelle von « eine neue Variable w durch die Gleichung y = w ein- 
gefiihrt denkt. Man gelangt auf diese Weise zu dem folgenden Satze: 


den gegebenen Werth 


VI. Um aus der vollstiindigen Lisung 
V == (2, 2, ..- Gay % ~~. Cn) + Const. 
einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x a, ... ap 
und V diejenige Lisung derselben Gleichung abzuleiten, welche den ge- 
gebenen Werth 
V =e f (a, 2, ... En) 


erhilt, sobald zwischen den unabhiingigen Variabeln die gegebene Be- 
dingungsgleichung 

w(x, 2... ty) =O 
hergestellt wird, stelle man die 2n 4-3 Gleichungen auf: 
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V=Qgo—Qatfa, Wa = 0 
Op __ OP. Of, OP, Ft 0%, 


dq, 0 ° Ga, a ~ Ga,” 
in denen k=1,2,...”, @, =, G, ... Gy ist, und eliminire aus 
denselben die 2n + 2 Grdssen 
Gig Me, . «> Gn Se sce Gent 

Der resultirende Werth von V ist die gesuchte Lisung. 

Hier wie im Folgenden wird immer allgemein unter J’, derjenige 
Ausdruck verstanden, der aus der gegebenen Function J’ von « 
durch die Substitutionen 


 * 
LA, =H, ... tn On 
hervorgeht. — 

Da man endlich jede partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung, welche die unbekannte Function selbst enthilt, zuriickfiihren 
kann auf eine andere partielle Differentialgleichung, in welcher die 
neue unbekannte Function nicht mehr explicite vorkommt und von 
welcher jede Lésung, einer Constanten gleich gesetzt, eine Lésung 
der urspriinglichen Gleichung liefert, wihrend umgekehrt jede Lisung 
der gegebenen Gleichung, die eine willkiirliche Constante enthiilt, 
durch Auflésung nach dieser willkiirlichen Constanten zu einer Lésung 
der transformirten Gleichung fiihrt, eine Lésung, die man noch durch 
Multiplication mit einer willkiirlichen Constante vervollstiindigen kann, 
so lehrt der Satz V1. auch die Aufgabe lésen: 

Die Lésung einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen %, %, ... %, so zu bestimmen, dass bei einer beliebig gege- 


benen Gleichung ees )=0 
(2, Ly... te) = 


eine andere, ebenfalls gegebene Gleichung 


M09 = ) 
stattfindet. [(@) @y +++ Hn) = l 


Diese allgemeinste Aufgabe wird durch die 2” +5 Formeln gelist: 
F-ex=Q, F,=0, fa = 0, Wg =O 


aF oe 

(10) OC; Oe 
oF, Of + v CW ro 0 
C4, OM, OM, ? 


aus denen die 2” + 4 Grdssen: 

By Gy - +. ny Cy ++ Cny Ay By V 
zu eliminiren sind. Dabei ist angenommen, dass durch die Gleichung 
J’ = 0 zwischen w, 2, ... %, und den » willkiirlichen Constanten 
(, +++ & eine vollstiindige Lésung der gegebenen partiellen Differen- 
tialyleichung definirt wird. 
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Ich hebe hier noch die beiden specielleren Siitze hervor, welche 
die friiheren V. und VI. als specielle Fille enthalten, und leicht in 
iihnlicher Weise direct verificirt werden kénnen: 

Vil. Wenn: 

wen Bile, ... May G+ +9 Cal 
die vollstindige Lisung einer partiellen Differentialgleichung erster Ord- 
nung zwischen «2, ... X_ ist, so erhdlt man diejenige Lisung dersel- 
ben Gleichung, welche fiir x, = a, der gegebenen Function f (a, ...%,—1) 
gleich wird, indem man aus den 2n + 1 Gleichungen: 

tum X, X, = fa 

ox ron 32% 0X, we Oa 

OC, dc, ? 04, ea,’ 





im uenen k= 1,2,...n, h=1, 2,... m—1 ist, die 2n Grossen 
My ++ An—1 Cy «~~ Cy A eliminirt. 

VILL. Aus der vollstiindigen Lisung 

Sam Bley. si My G -. 0 % 
einer particllen Differentialgleichung 1. O. zwischen x 2, ...% erhiilt 
man diejenige Lisung « derselben Gleichung, welche den gegebenen Werth 
tom f(x, ... Xn) 
annimmt, sobald zwischen den unabhingigen Variabeln dic gegebene 
Bedingungsgleichung : 
v(x, % ... tr) =O 

stattfindet, indem man aus den 2n + 3 Gleichungen: 

w=X, Xa=—fa, ta=9 
aX _ , 0X @X, Oiy «Oy 


? 





0G 20(COOy Cm, Oa, Ca, 
die 2n + 2 Gréissen eliminirt: 
@, ..- Guy C --- Cp, A, B. 

Der Satz VII. ist deshalb von Interesse, weil er den Uebergang 
vermittelt von der im Satze II]. angegebenen Integrationsmethode der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zu der allgemeineren 
Methode von Cauchy. 

Man kénnte den Siitzen V.—VIII. eine kiirzere Fassung geben mit Hiilfe der 
Bemerkung, dass, wie die betretfender Formeln zeigen, die durch diese Siitze ge- 
lieferte Lisung immer einem gewissin Maximum oder Minimum der gegebenen 
entspricht. 

Fiir den speciellen Fall der linearen partiellen Differentialgleichungen ver- 
einfachen sich dieselben betrichtlich und fiihren zu ¢mem symmetrischen Ausdruck 
der bekannten Jaco bi’schen Regeln iiber die Bestimmung der Lisung einer solchen 
Gleichung durch eine Grenzbedingung (Crelle’s J. 23, p. 26). 

Leipzig, October 1870. 








(2) 


Integration der linearen Differentialgleichung 
' y = Aa?y"+ Bay + Cy, 
in welcher m eine ganze positive Zahl und A, B, C constante Zahlen 
bezeichnen, mittelst bestimmter Integrale. 


Von Simon Spirzer in Wien. 


Durch meine Arbeiten iiber die Integration linearer Differential- 
gleichungen bin ich zur Einsicht gelangt, dass man Gleichungen der 
genannten Form 
(1) y = Axy’+ Bay + Cy 
Geniige leisten kann durch Ausdriicke folgender Form: 


ao 


We. Sa | 
y= e s ute (CO, t'* +O, dt*...-- + C, e’"**| du dv, 


0 0 
in welchen a + 1 und 6 + 1 bestimmte, positive und constante Zah- 
jen, ferner 4,,-A,, 45, ..... A, die » Wurzeln der Gleichung 4* = A 
sind, und endlich C,, C,, C,,...... C, willkiirliche Constanten be- 
zeichnen. 


Um dies zu beweisen, fasse ich ein particulares Integral besonders 
ins Auge und setze: 


<< 
(3) y= e mut’ A”?* dude. 
0 


v0 
Durch Differenziren dieses Ausdruckes erhilt man: 


aD D2 
u” + y” 
, . = 1 1 duve 
y =A Ji mt tty tt Avot dy dv, 
0 0 
co] a2 
u” + y” 
‘ vik 2 2 Auve 
y =2 € mo yt FP yh +? hue dy dy, 
0 


0 


@ oe 
uw tet 
y= dn e my tr of t* AH? du dv. 
0 0 
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Behandelt man nun dieses fiir y™) erhaltene Integral zweimal nach 
einander mittelst der Methode des theilweisen Integrirens, so erhiilt 
man successive : 


7 gt +o u” vo 
- n yt tr yite duce gy ay e Myth Stl durra, n 


u” + v” e tte ’ 
——" n yt te bt! wor e n ut t* 9 (yp? +! gue) 
e 


u” +” u” + »” 
a n g@tt* re +1 F hte’ +- e n @*r* oe PF hihted (Auva + B - 1) dv, 


e 


folglich, wenn man zu den Grenzen 0 und oo iibergeht: 


na 


QD 
u” + v” u” + v” 
e Mt t™ htm Sure dy — ff e mt t oF ”"* (Auva+tpt ld, 
0 


: und also schliesslich: 


wu” + v” 
yy) — of fi mo ttm oF d™"* (Auva + B+ 1) dudv. 
0 0 


Behandelt man das hier sich darbietende Integral 


Le + yp” 
e  %  yttee h" "= Quy et B+ 1) du 


wiederum in gleicher Weise, so sieht man, dass man dasselbe vorerst 
auf nachstehende Weise schreiben kann: 


a yp” a au 
—fe Wife (duoc + B+til)ae ”; 
und dies giebt nach der Methode des theilweisen Integrirens: 


_ +o" 
—e mutt Me? Queer t B+ 1) 


= u” + v” 
afi nm ealuttt é"’* (Auve + B+ dD], 
und ist, wenn der Ausdruck 
(e+ 1)(G+i)+4(+643)uvea+ Reve? 
zur augenblicklichen Abkiirzung mit F' bezeichnet wird, gleich 
_ +e ‘ _ wv +e" 
—e mat PE Auer + B+1)4+/] e no toh fM?® Fdu. 








)dv, 


1) dv, 


Fdu. 
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Geht man nun auch bei diesem Integrale zu dem bestimmten Integrale 
mit dem Grenzen 0 und oo iiber, so verschwindet das ausser dem 
Integralzeichen stehende, und man erhiilt: 


nm nr 
“+ o* 
(4) y™) = A” e Nyt yh PM?? Wdundy. 
. e 
0 0 


Substituirt man nun die vorher aufgestellten Werthe von y, y' und y’, 
sowie den eben jetzt erhaltenen Werth von y™ in die Gleichung (1), 


so erhilt man: 
_ + v n 
ff ut of fA""* Fdudv 


nD 


u™ a 
= Ax?)? ptt? Bt? Auer ay dy 


eo 
a" + y” 
— +1 1 duce 
+ Baa e My Fh eH Auer du dy 
Yo 


n Rn 


u” + vy” 
: = a 
+C e mute A”’* du dv; 
$ e 
) 


U 
und diese Gleichung, in welcher /' die vorhin angegebene Bedeutung 
besitzt, wird identisch, wenn: ae A 
a (a +B+3)—B, 
a am (@-+1)(B+1)=C 
gesetzt wird. 


Es ist demnach der in (2) stehende Werth von y das Integral 
der Differentialgleichung: 


yO) = ae faty’+ («+B +3) cy+ (@ +1) (6+1)y). 


Dass sich auf aihnliche Weise auch die Gleichung: 
y om Ay, a y™ a Ay 1? - tg -t rere + Any + Avy 
behandeln liisst, versteht sich wohl von selbst. 


Wien, November 1870. 
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Ueber die Doppelpunkte von Curven im Raume, deren 
Geschlecht Null ist. 


Von A. Brint in Darmsraprt. 


Die algebraischen Curven im Raume von einer gegebenen Ordnung 
lassen sich, wie Herr Clebsch gezeigt hat, nach der Classe von 
Abel’schen Functionen, welcher sie zugehéren, anordnen. Diejenigen 
Curven, deren ,,Geschlecht‘‘ = 0 ist, haben die Eigenschaft, dass 
ihre Coordinaten sich als rationale Functionen eines Parameters (A) 
darstellen lassen, dass also die homogenen Coordinaten (# y 2 @) ganzen 
Functionen von 4 proportional sind: 


@-2@=a+4a,+a,+----- + Aan 
Q-¥ =bo + 4b,+ d,+4.----- + "bn 
@-2 = q+ 44,4 ¥e,+----- + #e,°*°°° (1) 
eo-a—d,+Ad,+Ad,+----- + And, 


wo @ einen Proportionalititsfactor bedeutet, die a, b, c, d Constante, 
n die Ordnung der Curve. Eine solehe Raumcurve hat im Allgemei- 
nen nur scheinbare Doppelpunkte. Besitzt sie einen wirklichen Doppel- 
punkt, so besteht zwischen den Coefficienten jener Ausdriicke n'e" Grades 
in 4 eine Beziehung. Dieselbe liisst sich in folgender Weise auf- 
stellen. 

Den Coordinaten eines wirklichen Doppelpunktes entsprechen zwei 
verschiedene Werthe des Parameters 4. Seien dieselben 4 und u, 
e und 6 die beiden zugehérigen Proportionalititsfactoren, so hat man 
vier Gleichungen von der Form: 


Ms (6 — @) + 4,(64 — QM) + 4, (54° — 9m*) + - +++ an (GA" — gy") = 0----- 


aus welcher Gleichung die drei entsprechenden durch Vertauschung 
von a mit bez. b, c, d hervorgehen. Um aus diesen 4 Gleichungen 


die Gréssen A, u, : zu eliminiren, fiige ich die folgenden identischen 
Gleichungen hinzu: 











-- (2), 











Doppelpunkte von Raumcurven. 


x (6 — 9) + y(o4 — ou) + 2 (62? — ou’) = 0 
— + y (oa? — en") ‘dita — op’) =0 


(3) : ‘ 
2 (6k"—* — opr 2) + y(oar—t— ou!) + 2 (64" — en) = 0; 
wo zur Abkiirzung: 


<=A.w; 4=—(aA+u) 
gesetzt ist. 

Man bilde nun aus den vier Gleichungen (2) in Verbindung mit 
je » — 3 der Gleichungen (3) ein System von Gleichungen, welches 
linear und homogen ist in Bezug auf die Gréssen oA‘ — ou‘; alsdann 
ist die Determinante der Coefficienten gleich Null. Man erhiilt so 
= drs =) ™—2?) in den Gréssen “£, y,  homogene Gleichungen von der 
(n — 3) Ordnung. Die Zahl der in denselben linear auftretenden 
Potenzen und Produkte von xz, y, z ist nun aber gleichfalls 
PO ta Sl 
Gleichungen gleich Null zu setzen ist. Dies ergiebt die gesuchte Be- 
dingung. Die Determinante ist in den Coefficienten der Gleichungen 


, sodass die Determinante der Coefficienten dieser 


. (1) von der 2 (2 — 1) (m — 2)'" Ordnung. 


: : n—1) (n—2 : . 
Ersetzt man eine jener =D O=9 Gleichungen durch die fol- 


gende identische: 
eptida.y+a?.z=—0, 

nachdem man dieselbe mit einem entsprechenden Produkt aus Potenzen 
von «, y, 2 multiplicirt hat, und setzt nun die Determinante der Coeffi- 
cienten Null, so erhiilt man eine in A quadratische Gleichung, welche 
das dem Doppelpunkt zugehérige Werthepaar 4, uw ergiebt. Hieran 
kniipft sich leicht die Bedingung fiir den Uebergang zu einem Riick- 
kehrpunkt, sowie die fiir een weiteren Doppelpunkt. 

Im Falle einer Raumcurve 4'* Ordnung ist die Zahl der aus den 
Coefficienten der Gleichungen (2) zu bildenden Vertikalreihen gleich 5. 
Bezeichnet man mit (i) die durch Auslassung der i‘ Vertikalreihe 
gebildete 4 gliedrige Determinante, so ist die gesuchte Bedingung: 

a) @) @) 
| (2) (8) (4) |=0. 


(3) (4) (6) 
Fiir 4, w hat man die quadratische Gleichung: 
1 oa al 


(2) (3) (4) |=0. 
(3) (4) @)| 


Fiir » = 5 ist die Zahl der Vertikalreihen der Coefticienten — 6. 








A. Britt. 
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Bezeichnet man mit (ik) die durch Weglassung der 7'*" und ke Ver- 
tikalreihe entstehende 4 gliedrige Determinante, so hat man (nach einer 
kleinen Reduction) als Bedingungsgleichung fiir einen wirklichen 


Doppelpunkt: 
(01) (02) (12) (03) — (12) (13) (23) 
(02) (03)+(12) (13) (O4) (14)-+- (23) (24) 
(12) (13) (23) (14)—(23) (24), 3A) 
(03) —(12) (04) (14)—(23) (05)—(14)+2(23) (15) (25)—(84) _ 
(13) (14)+(23) = (24) (15) (25)—(34) (35) 
(23) (24) (34) (25) —(34) (35) (45) | 


Das zugehérige Parameterpaar ergiebt sich aus der quadratischen 
Gleichung : 
1 A 0 A? 0 0 | 
(O1) (02) (12) (03) — (12) (13) (23) 
(02) (03) + (12) (13) (04) (14) + (23) (24) 
(12) (13) (23) (14) — (23) (24) (34) | 
(13) (14) + (23) (24) (15) (25) — (34) (35) 
(23) (24) (34) (25) — (34) (35) (45) 





0. 














Ueber diejenigen Curven eines Biischels, welche eine 
gegebene Curve zweipunktig beriihren. 


Von A. Britt in Darmsrapt. 


Jeder Aufgabe iiber Beriihrung von Curven eines Biischels (,,Biischel“ 
im weiteren Sinn genommen) mit einer gegebenen Curve entspricht eine 
solche iiber ein lineares Gebilde in einem Raum von héheren Dimen- 
sionen, welches aus jener Curve durch eindeutige Transformation ent- 
standen ist. Die Lésunng fiir beide Probleme ist dieselbe*), So z. B. 
bestimmt sich die Zahl der eine gegebene Curve f= 0 in einem Punkte 
zweipunktig beriihrenden (in drei aufeinander folgenden Punkten treffen- 
-den) Curven eines Biischels, zugleich mit der Zahl der Wendepunkte 
einer Curve von demselben Geschlecht, welche durch eindeutige Trans- 
formation aus f= 0 entstanden ist; die Zahl der dreipunktig beriih- 
renden Curven des Biischels zugleich mit der Zahl der Wendungs- 
beriihrebenen einer Raumeurve ete. 

Man hat mit Hilfe von geometrischen Betrachtungen diese Zahlen 
bereits méhrfach bestimmt. Die algebraische Behandlungsweise fiihrt zur 
_Aufstellung gewisser simultaner Covarianten von f und den Curven des 
Biischels, welche in jenen Punkten verschwinden. Diese Covarianten 
haben um desswillen ein Interesse, weil sie zugleich Covarianteneigen- 
schaften in Bezug auf die aus der Curve f= 0 durch eindeutige 
Transformation entstandene Curve besitzen, welche man von vorn- 
herein angeben kann. Auf diesen Punkt gedenke ich an einem anderen 
Orte zuriick zukommen. 

Im Nachfolgenden werde ich auf dem angedeuteten Weg den 
Ausdruck fiir die Zahl derjenigen Curven eines Biischels mit zwei will- 
kiirlichen Parametern ableiten, welche eine gegebene Curve zwel- 
punktig beriihren. Man hat in diesem Falle eine Covariante aufzu- 
stellen, welche, in den Coordinaten der transformirten Curve geschrieben, 
die Eigenschaft der Hesse’schen Curve besitzt, dieselbe in ihren 
Wendepunkten zu schneiden. 


* Vegl. eine Notiz des Verf. in den Géttinger Nachrichten vom Dez. 1870. 
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§ 1. 
Aufstellung der Covariante L. 


Die Gleichung einer Curve m'‘* Ordnung sei gegeben: 
f (&,%_%3) = f(a) = 0. 

Ihr Geschlecht sei p, d die Zahl der Doppel-, 6 die Zahl der Riick- 
kehrpunkte. Unter den Basispunkten des Biischels von Curven s**t 
Ordnung: 
(1) a. 9(%) +B. ¥(%)+y7-x1(@) =0 
mégen 6 mit einfachen, t mit Doppelpunkten der Curve f=0 zu- 
sammenfallen. 

Wenn eine Curve dieses Biischels (1) die Curve f = 0 zweipunktig 
beriihrt (in 3 aufeinanderfolgenden Punkten trifft), so verschwindet 
die Determinante : 

y (x) (2) x(2) 
(3) R= 9(«+dz) v(x +dz) x(x +2) | 
p(at2dz+dx) v(x +2de+@2x) xy(e+2dex+@z)| 
wo durch die Argumente (xz), (c+ dz), (71+ 2dx%-+ d*x) drei un- 
endlich benachbarte Punkte auf f = 0 bezeichnet werden sollen. 
Statt der Gleichung (3) wollen wir kiirzer schreiben: 
| p(x) 
R=| 9(@ + da) 
| p(a + 2dx + @x) | 
indem wir, wie dies in der Folge éfter geschehen soll, die Reihen der 
w und x weglassen. Gleichzeitig bestehen die Gleichungen: 
f(x) =090 f(«+ dz) =0 f(x«@+2dz+ #2) =0 
von denen die beiden letzteren in der Form geschrieben werden kinnen: 
(4) Lfidx=0; Bfida, + (n—1) TT fi, dujdx, = 0 
4, «== 1, 2, 3, 
wo: Ss A en a « 
. @ 0a, > "*"“a(w—1) 02,02, 
Wir fiihren noch die analogen Bezeichnungen ein: 
1 @ 1 a 
~~ 3 z 1 Pix = 5-1) ind, 3 


u. S. W. 








und nehmen die beliebige lineare Gleichung zwischen den homogenen 
Coordinaten x hinzu: 


hy, + kya, + kx, =k. 
Alsdann berechnen sich die da; aus der durch Differentiation dieser 
Gleichung entstehenden Gleichung und aus (4) wie folgt: 








o°./ 
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dx, = (haf, — fakes) 
di, = (ks f, — fh) 
dx, = o(k, fp — fk) , 
wo @ ein Proportionalititsfactor ist. 
Man erhilt hieraus: 


LAL, — x, ,dx%,=—k.f,, 


u. 8. W. 
Mit Hilfe dieser Bezichungen beweist man die folgende Gleichung: H 
2," %_2 25? H 
(5) 2,d2%, %dr, 2d%, =. . fi ffs. 


2 2 2 
dx, di, dx, 
Fiihrt man nun in R die angefiihrten Bezeichnungen ein, so erhilt 
man: 


| @ | 
R=s. | Sqida; I 
| Sqida; + (s —1). SL gin dx; daz | 
oder auch: 


R=s*(s—1).P+3s°.Q, 


wo 
| DL Mix Kix, | SP; 
P= | ZZ VYix UAL, ; tn] = | LHPid4; 
ZZ Vix dud, | Zid? x; | 


ist. In diese beiden Ausdriicke sind die dx, d’x aus den Gleichungen 
(4) einzufiihren. Was zunichst die Determinante P betrifft, so kann 
man dieselbe durch die folgende 6gliedrige Determinante darstellen: 


Pit Por Pss Pox Psi Pre | 
Yi Yoo Ys3 Yes Yar Vie 
ae 3 ps Mt Moz Mss Mes a1 Mae 
whet ie ae ee a oe a 
02, 0 ff O f, | 
0 0 2h fh fh Oo 
Dies erhellt sofort aus der Multiplication dieser Determinante mit der 


| 
' 
/ 
| 





folgenden: 
?- 2 - 22 X5 2 32, 22,2, 
LAL, LAL, X,Ax, LAX +2 dx, X,d2,4+2,dx, L,dxX,+2, dz,| 
az,? dz? dz,? dx, dx. 2dz,dx, 2dx,dx, 


3 3 are 
?.B.fht= 0 1 0 0 


0 0 
0 0 0 0 1 0 
0 ‘0 0 0 0 1 
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Ferner lisst sich QY in Form eines Productes anschreiben : 





| yw hh | | @ Ly Ls, | 
v= GP. Yo 42} - dx, dz, dx, , 
iPs Ys Xs) Cz, a, #2, 


dessen letzter Factor bekanntlich*) bis auf eine Constante gleich der 
Hesse’schen Determinante von f ist, wenn man f= 0 voraussetzt. 
Der constante Factor bestimmt sich leicht = — (n — 1) k* . 9°, so dass 
man hat: 
Pir Por P33 Pos Psi Pie 
Yi Yoo Vs3 Ye3 U3 Yin 
R s—1/ Min ez X33 Mes Msi die 
s?. k3- 9 2 2f, 0 O 0 hs h 
0 2, 9 f O fF 
0 0 2 h f 29 
hy MW hh | ‘fin fie hs 
P. % |: ify fe fs | 
9s Ys ds ifs foe hss | 
Dies ist die gesuchte Covariante. Dieselbe ist in den Variabeln x von 
der Ordnung 3s + 3n — 9: 


ies «| 
| 


§ 2. 


Verhalten von Z in denjenigen Basispunkten des Curvenbiischels, 
welche in einfache Punkte von /= 0 fallen. 


Ich werde zunichst den Ausdruck Z in eine fiir die Untersuchungen 
zweckmissigere Form bringen, indem ich denselben mit: 


a? ' a2 2, 2 Lo Xs 2252; 22, %2 
Ye Is” 2Y2Ys 24341 2Y,Y2 
- «£ * 2225 2252, 24, 2. % 
the, Yr% Ys%s Yo!s+42Ys Msi +2s% Mer beYe : . 


ZH, ByWy yy gy H_2, A yHy-p Hghy 2 %_P Hy 2, 
HY, LaYo Uys Las XsYy L3Y HF HYs AY Y x, 
multiplicire**). 


*) Hesse, tiber die Wendepunkte u. s. w. u. s.w. Journ. Crelle-Borchardt, 
Bd. 41. - 

**) Man beweist die Identitiit dieser beiden Formen von A, indem man die 
sechsgliedrige Determinante multiplicirt mit der Determinante: 





(7) 





(7) 
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Zuvor moge fiir die 1., 2., ... Polare von f(x) in Bezug auf die 

Punkte y, z u. s. w. die Bezeichnung eingefiihrt werden: 
2fiyi = ty} Zhi = f5 
ZLHLixYiYx = fyy3 Df xYitx = fyz} ZL/ixkize = fr23 
u. Ss. W. 

so dass also /, = frx = /; fiir die Polaren von g, ¥, 4, sowie von L 
in Bezug auf y und z mégen analoge Bezeichnungen gelten. Alsdann 
hat man, unter Beriicksichtigung der Gleichung f = 0: 


Pre O 
Puy 2H -f, | | a 
s—1 a 24, -f Pe | 0 fey fe: 
be tee flee P| lf fry fe 
very Be inion lp.| \fee fey fis 
sa ty. f; 
Puy vy fy 


Auf der rechten Seite dieser Gl eichung ist statt der ganzen sechs- 
gliedrigen Determinante blos deren 1. und 4, Verticalreihe ‘angeechricben 
worden; die 2. und 3. Reihe lisst sich aus der ersten durch Ver- 
tauschung von g mit resp. w und 4; die 5. und 6. aus der 4. durch 
Vertauschung der Indexzahl 1 mit resp. 2 und 3 ableiten. Ebenso 
werden die 2 dreigliedrigen Determinanten nur durch ihre ersten 
Verticalreihen repriisentirt. 

Diese oben aufgestellte Form ist bequem zur Untersuchung des 
Verhaltens,der Curve Z = 0 in denjenigen Punkten von f= 0, durch 
welche die Curven 9 = 0, wy =0, 4 =O hindurch gehn. 

Ich Werde zuniichst zeigen, dass in den 6 einfachen Punkten von 
{ = 0, fiir welche o, v, 4, verschwinden, die Curve L = 0 eine Beriihruny 
2. Ordnung (3 zusammenfallende Punkte) mit f= 0 gemeinsam hat. 

In einem solchen Punkte ist nimlich: 

1.L=0 
2. X Ly; proportional mit 2 /;y; 
3. PL Px + (rv — 1) LLLj.dx;dx, proportional walt 
Lia, + (n—1) SLi, dudu, 
(wenn y den Grad von Z in den x bedeutet). 


1 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 
ite" - 
2(yz), oO 0 0 (y2)s  (Y2)s : 
0 2(yZz)p 0 (y2)3 0 (yZ), 
0 0 2(y2)s (yZ)e (yz) 0 


WO (YZ), = Yoz3 — 243, U. 8. W. ist. 


| Ly 


in 


4 


2, | 
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Man beweist diese drei Behauptungen fiir L.A statt fir L, 
indem man am geeigneten Orte annimmt, dass die y;, 2; in der Deter- 
minante A sich resp. wie dxz;, dx; verhalten. ‘ 

Aus der Gleichung (7) geht unmittelbar hervor, dass LA = 0 ist, 
wenn fiir einen Punkt x /, g, ¥, x verschwinden. 

Zum Beweis der zweiten Behauptung bilden wir die erste Polare: 


$.Qry O 
Pyy 24, -fy 
om Q:3 22, .f, 
8) rA-DL.y—*—- 
8) ’ " Py: ah +b: 
P:2 Uf; 
Pry Xfy 
Prx 0 
— (n— 1)(s—1)- Py fys 
P23i | fee 


Pzx 9 
Pyy 24, -fy 
23 2 y:; 22,.f: 
2 Py: Ly +h: 
P:x %.f 
S$. Pyy (n—1)2x,.fyy 
fey fes| | %| 
fyy fos - Wi +E 
fey fez a | 


wo K eine Anzahl von Gliedern umfasst, welche nebst ihren ersten 


Polaren fiir die fraglichen Punkte verschwinden. 


Auch das Product 


der dreigliedrigen Determinanten verschwindet, und L, wird somit /, 


proportional. 


Nehmen wir die y der dz proportional an, so ver- 


schwindet Z, in den betreffenden Punkten, weil alsdann 7, = 0 ist. 
Dies soll beim Beweis der dritten Behauptung angenommen werden. 
Alsdann ist, mit Weglassung der verschwindenden Glieder: 


| Px: 
| Pyy 


} 


(hi Eine ti g|*" 


a Py: 
| Pix 
| Pry 





| Pry | 
= — s(s—1).| Pyy'-| 


| Pz 


0 
2y, 
Oa 


ld | . 


x 


y, 


2, | 


fy 


a-ftnt|) 
x, -f: 
1+fy 
| Ly | 


-f3. 


Andererseits erhilt man durch abermalige Polarenbildung aus Glei- 
chung (8) mit Weglassung der verschwindenden Glieder: 


r(r— 1). A. SILL yiy. = (s — 1) s 


Puy 
| Pyy 
Pz: 
Pys 
Pre 
0 





(wm — 1) % - fyy 





ifs 


ty 


ty 


fy 


r- 


si - 
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| Pay | 0 O fes| | | 


a 
== 1)(6—1)8| 9+ fy fel -|h | = 
Ge: | | few fey fos | | 2, 








| Pey| | 2 
=— (8—1)8-| Oy || f- hyy- 
Prz| | % 





Setzt man in diesem und in dem vorher erhaltenen Ausdruck die 2; 
den d*xz; proportional, so folgt aus der Addition beider der Beweis der 
Behauptung 3. Somit ist aber auch der obige Satz bewiesen. 


§ 3. 
Verhalten von Z in den Doppel- und Riickkehrpunkten von f = 0. 


In den t Doppelpunkten von f = 0, durch welche alle Punkte des 
Biischels (1) hindurchgehn, hat dic Curve L = 0 einen vierfachen Punkt. 
Von den vier Zweigen der Curve, welche demselben entsprechen, haben 
zwei mit je einem Zweige der Curve f = 0 eine zweipunktige Beriihrung 
gemeinsam, so dass in jeden der rt Punkte 4.2 + 2.2 = 12 Schnitt- 
punkte von ZL =O und f= 0 fallen. 

Man kann nimlich zeigen: 

1. dass fiir einen solchen Punkt die 3. Polare von LZ in Bezug 
auf einen beliebigen Punkt y verschwindet; 
2. dass die 4. Polare mit /,, proportional ist; 
3. dass der durch 5malige Differentiation von L entstehende 
“Ausdruck: 
r (r — 1) (* — 2) (ry — 8) (ry — 4) Ly + 10. Ly), 
wo zur Abkiirzung y; fiir dz;, 2; fir @x; (i =1, 2, 3) gesetzt ist 
und die verschwindenden Glieder weggelassen sind, mit dem durch 
3malige Differentiation von f entstehenden: 
n(n — 1) ((m —2) fp +3. fy) 
proportional ist. : 

Weil fiir die fraglichen Punkte sowohl /, g, y, 4, als auch /,, f. 
verschwinden, so werden gewisse Glieder der zu bildenden Polaren 
verschwinden, und zwar jedenfalls alle aus der sechsgliedrigen Deter- 
minante (P) entstehenden, fiir welche weniger als 4 Horizontalreihen 
in die Differentiation hereingezogen sind, sowie alle die aus dem 
Product (Q) von dreigliedrigen Determinanten entstehenden Glieder, 
welche nicht zwei Differentiationen auf die beiden ersten (und nur 


diese) Reihen der Functionaldeterminante von g, ¥, 4% angewendet, 
enthalten. 
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Aus dieser Bemerkung erhellt sofort, dass die 3. Polare sowohl 
von P wie von Q, also auch von L, verschwindet. 

Es erweist sich fiir die Bildung der Zahlencoefficienten als zweck- 
miissig, die Polaren erst in Bezug auf einen beliebigen Punkt « zu 
bilden, und erst zum Schluss « = y zu setzen. Man erhilt in dieser 
Weise (mit Weglassung der verschwindenden Glieder) die 4. Polare 
wie folgt: 

S-Qy O 
(s—2) gr 2—1)%- fy 


BP naan 32, 2( se 2° = 
i ii-Se-ptyntae— ny) OF OO hs 


Py: 0 
Q:2 O 
(s—1) Gyy (*— 1) %- fy | 
S-g, O 
(s—2)g» 2(n—1)% fy 
+ 12(s — 1) cal 4 
(s — 2) pys (m— 1) (&% fey + % Ley) 
9:2 O 
(S—1) Pyy (M— 1) % fyy 
sg, 0 
Pyy O 
as (s—2) py 2(n—1) 4 f,: 
FRED (6 —2) oO 1) 6 hoy + fer) 
Q:2 O 
(s—1) Gy, (W—1) 4% fy 
| Pry! Pry | | 0 (n—1) fry (n—1) fy: | vy 
—24(n—1) } | Pyy | +4] Pry (n—1) fry (M—2) fp (—2) firs | +) | 
| Pz: | Px: 0 - fey f:: | 1% | 








Man erkennt, dass die rechte Seite Glied fiir Glied mit /,, propor- 
tional ist. Somit ist die zweite Behauptung oder, geometrisch ausge- 
driickt, der Satz bewiesen, dass 2 Zweige der Curve L = (0 in dem 
fraglichen Punkte die 2 Zweige von f= 0 beriihren. 

Die dritte Behauptung sagt eine Beriihrung 2. Ordnung dieser 
Zweige aus. Um dieselbe zu erweisen, nehmen wir von nun an die 
y den dz proportional an, d. h. wir nehmen an, dass die Gleichung: 


fyy = 9 
erfiillt sei. Man erhalt unter dieser Voraussetzung, mit Weglassung 
der verschwindenden Glieder : 





r(r- 


y (r 
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S* Pry 0 
Pyy 0 
Wee ees (8—2) gey 2(n—1)efy 
r (r—1)(r—2)(r —3)(r —4) Ls =30(s —1) (s—2) gy. (8—Dvihy : 
QP: x 0 
(s—1)(s—2) pp (n—1)(n—2) a fy | 
Pry | 
r (vr — 1) (r — 2) (r — 3) - Ly, = — 18(n — f)*- s(s — 1) + | Qyy | - in | » Lys’ 
Px z | 2 | 








Diesen letzten Ausdruck erhilt man aus dem oben fiir L, entwickelten, 
indem man je ein y durch z ersetzt und alsdann zusammeuzieht. 
Durch Combination der obigen Formeln ergiebt sich: 
r(r — 1) (ry — 2) (xy — 8) [10.. La, + (ry — 4). Ly] = 


| 


| Pry | % | 
= — 60(m — 1) 8(s — 1). | yy | +! | fy? [hye + (nm — 2) fl, 
| Px | ay 


durch welche Gleichung die 3. Behauptung erwiesen ist. 

Ks eriibrigt noch das Verhalten der Curve L =0 in den d—t 
“Doppelpunkten und den B Riickkehrpunkten zu untersuchen, durch welche 
die Curven des Biischels nicht hindurchgehn. Dieser Fall lisst sich in 
wenigen Worten erledigen, weil das Verhalten der beiden Theile 
(P und Q), aus welchen Z sich zusammensetzt, dasselbe ist, wie das 
von LZ. Die Hesse’sche Determinante von /, welche Factor von Q 
ist, verschwindet bekanntlich in einem Doppelpunkte von f = 0 6fach, 
in einem Riickkehrpunkte 8fach*). Dies gilt demnach auch von Q. 

Man beweist leicht das Gleiche fiir die sechsgliedrige Determinante 
P. Die zweite Polare P,, verschwindet fiir einen Doppelpunkt von 
f= 0, daher verschwindet P selbst 2.3 —6fach in einem solchen. 
Fiir einen Riickkehrpunkt findet noch eine Beriihrung von 2 Zweigen 
des dreifachen Punktes von P=0O mit denjenigen von f= 0 statt, 
denn die dritte Polare P,, deren Glieder theils mit f,,, theils mit 
fy: proportional sind, wird fiir einen Riickkehrpunkt, fiir welchen die 
Gleichung f,. = f,, -f:- erfillt wird, proportional mit /,,. Was von 
P und Q einzeln bewiesen wurde, gilt auch von L. 

Man erhilt nun die Zahl derjenigen Punkte von f= 0, in welchen 
eine Curve des Biischels (1) diese Curve zweipunktig beriihrt, wenn 
man von der Zahl simmtlicher Schnittpunkte von L =O mit f/=0 
diejenigen in Abzug bringt, welche in die Basispunkte des Biischels 


*) Vgl. Cayley, recherches sur l'élimination u. s. w. - Journ. Crelle-Bor- 
chardt, Bd. 34. 
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auf der Curve f= 0 oder welche in singulére Punkte dieser Curve 
fallen. 
Es ergiebt sich somit fiir diese Zahl: 


n(3n + 3s — 9) — 36 — 124 — 6(d — t) — 868 = 
= 3|[ns — 6 — 2t + 2(p — 1)| — 26 
= 3(M + 2p — 2) — 28. 
Die Zahl M bedeutet hierbei den Grad der durch Transformation 
mittelst der Gleichungen: , 


0-4, = 92) 
@ - Yo = ¥(x) 
@ . %, = 4(2) 


aus der Gleichung {= 0 hervorgehenden Curve*). 

Weil einer linearen Combination der y, y, y, also einer Curve 
des Biischels (1), eine Gerade in der Ebene der transformirten Curve 
entspricht, so reprisentirt obige Zahl zugleich die Zahl der Wende- 
punkte der Letzteren. 


*) Clebsch nnd Gordan, Abel’sche Functionen, 3. Abschnitt. 
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On the transformation of unicursal surfaces. 
By A. Cay.ey. 


I consider the question of the transformation (Abbildung auf einer 
Ebene) of unicursal surfaces. Taking (7, y, 2, w) for the coordinates 
of a point on the surface, (z’, y’, 2) for those of the corresponding 
point on the plane; then if X’, Y’ Z’, W’ denote each of them a 
function (a, y’, 2)" the equations of transformation are 

w:y:8:w=—=X’: Y’:Z': W’: 
and assuming that each of the curves 


X’=0, Y’=0, Z’=0, W’=0 


-(or what is the same thing the general curve 


aX’+ bY’+c¢Z’+ dW’ = 0) 

passes once thro’ each of a, points, twice thro’ each of @, points, ... 
yr times thro’ each of a, points (for convenience I write a, instead of 
«;,); and writing also 

n=n?— Sra, 

O=tn(n + 3)—-3—O— Lir(r+ 1) a, 
(where © is = 0 or positive except in the case of special relations 
between the positions of the fixed points a,, a, ... a), Which equations 


give —n=3n' — 6 — 20 — Lra,; 
then the order of the surface is =m, and the order of the nodal 


curve is b = $(n — 2) (n —3)+ 0. I assume that the nodal curve 
has h apparent double points and ¢ actual triple points, but no statio- 
nary points, so that q being the class, we have q = b? — b — 2h — 6t; 
and I endeavour to find these numbers q, ¢, h. 

For this purpose, imagine thro’ the nodal curve a surface of the 
order k, besides meeting the surface in a curve of the order nk — 2b; 
this curve I call the k-thic residue of the nodal curve, or simply the 
» residue“. The projection (Abbildung) of the complete intersection 
kn is a curve of the order kn’ passing kr times thro’ each of the 
points «,: this is made up of the projection of the nodal curve once, 
and of the projection of the residue. But as shown by Dr. Clebsch 
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the projection of the nodal curve is of the order (n — 4) n’ + 3, and 
it passes (xn — 4) r-+ 1 times thro’ each of the points «,; hence the 
projection of the residue is of the order (k — n+ 4) » —3 and it 
passes (k —- »-+ 4) r — 1 times thro’ each of the points a,. 1 assume 
that the projection of the residue is the general curve which satisfies 
the foregoing conditions, viz. that the residue, and its projection as 
defined by the foregoing conditions, depend each of them on the same 
number of constants. The necessity for this is I confess by no means 
obvious: but take as an illustration Steiner’s quartic surface as trans- 
formed by the equations z:y:2:w=@?:y?:2?:(@#+y+2): 
the nodal curve consists of three lines meeting in a point, the quadric 
residue is the remaining intersection of the surface by a quadric cone 
passing thro’ the three lines; and the projection thereof is a line; 
the quadric cone, and therefore the conic, each depend upon 2 con- 
stants; and the line which is the projection of the conic depends upon 
the same number (2) of constants: at all events I make the assumption 
provisionally. 

Now in the projection of the residue, we have twice the number 
of constants 
=|[(k—n-+-4) n’—3] (k—n + 4) n—2Z [(kK—n+-4)r—1] (kK—n+4)ra,, 
viz. this is 

= (k — n+ 4)? (n’?— Lra,) + (k — n+ 4) (— 3n’+ Lra,), 
or what is the same thing it is 
=(k—n+4Pn-+ (k —n-+ 4) (n —6— 20), 
viz. reducing, and replacing 9 by its value = — $(n — 2) (n — 3)+ b, 
the number in question is 
= Kk?n + k(— n®? + 4n— 2b) + 2(n — 4) db. 
Now k being = or > n — 3, the curve of intersection of a given sur- 
face n by a surface k depends on 
4k + I) (K+ 2) (2 + 3) — 4k — n+1) (kK—n+2) (kK -—n+3)—-1 
constants; and making the surface k to pass thro’ the curve b we 
have to subtract herefrom (k + 1) b — 4g — 2¢; that is, for the 
residue, twice the number of constants is 
=}b+1)G+42)6+43)—fk—n+1)b—n42)(k—n43)—2 
—2k+Ib+q+4e, 

viz. this is 
=hk?n+k(— n?+ 4b — 2b) + 4 (n —1)(n —2)(n—3) —20+9+4+-4t. 
Hence comparing the two expressions in question we have 


2(n — 4) b = 4(n — 1) (nm — 2) (n — 3) — 20+ 44 48, 








or¢ 
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that is 


(O=4(n — 1) (n— 2) (n — 38) —2(n—3)O+¢q+ 4, 
or, as I prefer to write it, 
O = t(n — 1) (n — 2) (n — 3) — (n— 3)O+49¢4 26; 
which agrees with a more general formula in my ,,Memoir on the 
theory of Reciprocal surfaces“ Phil. Trans. vol. 159 (1869) see p. 227. 
I consider any two residues, a k-thic residue and a /-thic residue; 
to each intersection of these there corresponds an intersection of their 
projections: or the number of intersections of the two residues must 
be equal to that of the two projections. Now the projections being 
(as above) 
order (k — n + 4) n’— 3 passing (k — nm + 4) r — 1 times thro’ each point a,, 
” (@ —n+ 4)n'—3 ” ¢~—a+Gr~—1 ” ” ” ” 
the number of the intersections in question is 
=|(k—n+4)n’—3][(l—n+ 4) n’— 3] -—2[(k—-n+ 4) r—1] [(l—n + 4) r— 1], + 
where for a reason which will be afterwards explained I have added 
the term @: this is 


=(k—n-+4)(l—n+-4)(n'?@— Zr?a,) + (k+-1—2n+8)(—3n'+ Lr a,)+9—(La,—o), 


viz. it is 
= (k —n+4)(1—n+4)n+ (K+1—2n+ 8)(n— 6 — 20) + 9— (Le, — o), 
viz. substituting for © its value, = — 4(n — 2) (n—3)+), and 


reducing, the number is 
=kin—2(k+ 1) b—n' + 8n? — 16n+9+4(n —4) b—(La,— ao). 
But the surfaces n, k, 1, having in common the curve b which is a 
nodal curve on », besides intersect in 
kin — b(n+ 2k + 21—4)+2q¢+ qt 
points (Salmon’s Geom. of three Dimensions 2"* Ed. p. 283, except 
that in the formula as there given the singularity ¢ is not taken account 
of); that is, the number of intersections of the two residues is 
=kin—2(k+)1)b—-—(wn—4)b+2¢+4 9, 
which is equal to the number of intersections of the two projections*): 
or comparing the numbers in question we have 
— n+ 8 n®—16n+9-+ 4(n— 4)b—(La,—@) = — (n—4)b+29498, 
that is 
2q + 9t = 5(n — 4) b — ni + 8n?—- 16n + 9 — (La, — o). 


*) I remark that n-+ 1 being positive or not less than n — 3, two (n-+ 4)- 
thic residues meet in » (4 + 4) (4 + 6) — 124 — 39 —4 (4-4) — (2a, — @) points: 
in particular two (x — 3)-thic residues meet in 3n- 3 — 40 — (2a, — a) points; 
and two (x — 2)-thic residues meet in 8n — 15 — 80 — (Za, — w) points. 
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But we have already found 
2¢ + 8t=—4(n — 3) b— fn? + 4n?— Vn+4 
and we have therefore 
t = (n — 8) b — ft n3+ 4n?— 28 n+5— (Le, —o), 
q= — 2(n — 13) b + n— 14n?+ Bln — 18 4+ 4(2La, — @). 
I obtain these results in a different manner by investigating ex- 
pressions for the deficiency (Geschlecht) of the nodal residue nk — 2b 
and for that of its projection. 
First for the projection, we have 
Twice Defy. = [(k — nw + 4) n’ — 4] [((k — n+ 4) nv’ — 5] 
— 2[(kK—n+ 4)r—1] [kK —n+ 4) r— 2] a,+ 20 
where I have added the term 2a, as afterwards explained: this is 
= (k —n-+ 4)? (n’? — Lr? a,) + (k — n+4)(—9n’+3 Lra,)+20—2(2a,— ao), 
viz. it is 
= (k —n + 4)?n+ (k—n- 4) (8n — 18 — 60) + 20 — 2 (La, — o) 
or substituting for © its value — $(n — 2) (n — 3) + b and reducing, 
it is 
=?*n-+-k (n?—4n—6 b)—2 n+-16n? —32 n+-20-+-6 (n — 4) b—2(Le,—o). 
Next as regards the residue, the number h’ of its apparent double 
points is obtained in terms of ) and ¢ by the formula 
Sh + 6t — 2h’ = (kn — 4b) (k — 1) (nw — 1) -— 20(k — 1). 
(Salmon p. 284, except that the singularity ¢ is not there taken 
account of) and we thence have 
Twice Defy. = (kn — 1) (kn — 2) — 2W”’ 
= kn(k-+n—4)+4b?+ b(—4n—6k- 12)4+-2—8h—6t, 
or introducing gq instead of h by the formula 4b?— 8h =4q + 4b -+ 24¢, 
this is 
=kn(k + n— 4)+ b(— 4n — 6h + 12) + 4¢+4+ 4b+4 2+ 18¢ 
viz. it is 
= k?n + k (n? — 4n — 6b) — 4(n — 4) + 4q 4+ 18¢. 
So that comparing with the deficiency of the projection we have 
—2n'+- 16n?—32n+ 20+ 6 (n —4)b— 2( La, — @) = —4(n—4)b+4q+4+2+ 181 
that is 
2q + 9¢ = 5 (n — 4) b — n®+ 8n? — 16n + 9 — (La, — @) 
the same result as before. 


and 


The necessity for the term @ appears by the consideration that 
if we apply to the plane figure a Cremona-transformation, thus obtaining 
a new transformation of the surface, the value of Y«, will in general 
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On the transformation of unicursal Surfaces. 


be altered; whereas the expressions for g, ¢ should it is clear remain 
unaltered; and it arises as follows, viz. for certain transformations of 
the surface the curve of the order (k—n-+ 4) n’—3 passing (k—--4) r—1 
times thro’ each point «, and which was assumed to be the projection 
of the residue is not an indecomposable curve but contains a certain 
number w of factors (each belonging to a unicursal curve definable 
by means of the number of its passages thro’ the several points «,) 
which factors are to be rejected in order to obtain the equation of 
the proper residue. ‘Thus reverting to the transformation 
Sry: 2:WH— Le? sy? ee: (7 +y¥+2~P 

of Steiner’s surface, the projection of the quadric residue was (as 
already remarked) a line; applying to the plane figure the ordinary 
quadric (or inverse) transformation we introduce three fixed points, 
(a, = 3), say these are A, B, C; viz. in the new transformation of 
the surface the projection of any plane section is .a quartic curve 
having a node at each of the fixed points: the projection of the re- 
sidue ought clearly to be a conic thro’ the three points; but according 
to the general formula it is a quintic having at each of these points 
a triple point: the quintic is in fact made up of the lines BC, CA, 
AB and of the conic which is the proper residue; viz. in the case 


in question there are 3 factors thrown out, or we have a =3. To 


apply this to the second investigation of 2q¢ + 9¢, by comparison of 
the two deficiencies, observe that in general if a curve is made up of 
@ -+ 1 indecomposable curves, the deficiency of the compound curve 
is equal to the sum of the deficiencies of the component curves — @; 
hence if @ of the curves are unicursal, the deficiency of the compound 
curve is equal to that of the remaining curve — @; or what is the 
same thing, the deficiency of the remaining curve is = that of the 
compound curve -+ @; and the addition of the term + @ to the ex- 
pression for the deficiency is thus accounted for. It is easy to see 
that a like explanation applies to the first investigation of 2q¢ + 9¢. 
I further remark, reverting to the equations 
Ziy:s:omm X’: Y':Z': W’ 

of the transformation, that the product of the @ factors is given as 
the common factor (if any) of the Jacobians 

J(Y’,Z', W’), J(Z, W’, X’), J(W’, X’, Y’) and J (X’, Y’, Z’). 
Such common factor exists whenever we can by a Cremona-trans- 
formation of the plane figure reduce the number of the points «, upon 
which the transformation of the surface depends; viz. for any given 
transformation of the surface w is equal to the excess of La, above 
the minimum value of 2Ya,, or what is the same thing Za, -— @ is 
equal to the minimum value of 2@,, and is thus independent of the 
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particular transformation. And of course if @, has this minimum 
value, viz. if the transformation is such that the number of the points’ 
a, cannot be reduced by any Cremona-transformation of the plane 
figure, then we have @ — 0. I presume that for the most simple 
transformation, that is when m’ has its least value, Ya, has also its 


least value, and consequently that @ is = 0. « . 
Recapitulating, the results obtained are 

q = — 2(n — 13) b + vn — 14n? + 3in — 18 + 4 (Le, — @) 

t= (n— 8)b—4n'+ 4n?—2An+ 5— (La,— ao). 


where it will be recollected that 
b=} (n — 2) (n —3)4+ 9; 


the formula are verified in the several cases 





a. 


n’ | ee 2 | m | 0 | a! lq t 

2 2 | 0/2 0 1,0) 0) 0) Quadric surface 

2{/ 1/0/38 1/0,;1/0 0 | Cubic scroll 

2!) 0|0|4 2'0 3) 0/1 | Steiner’s quartic surface 

3/ 6/0/83 0 0.0 0/0) Cubic surface 

3 5 4 7181 &19 | 0 | Quartic with nodal conic 

2' 8/1)4 0 0} 10) 0) Do with nodal line 

| Tiss 1 0/4 > 8) 0) Quintic with nodal quadriquadric 

2/11) 0/)5 0 0} 3| 4/0) Do with nodal skew cubic 

2, 12};2/5 —1/0/!2)!0/ 0) Do with two non-intersecting nodal lines 








which are the transformations chiefly as yet examined: but the first- 
mentioned case (quadric surface, generalised stereographic projection) 
altho’ as stated the formula are verified with the value @ —1, does 
noth really come under the foregoing theory. It is interesting to see 
that they are verified in the last-mentioned case, belonging to a- 
negative value of 0, that is to a special system of fixed points. 


Cambridge Dec". 5". 1870, 














Zur Theorie der Bessel’schen Funetionen. 


Von E. Lommet in ERLANGEN. 


1. In meinen ,,Studien iiber die Bessel’schen Functionen ‘*) 
sind folgende drei lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
ay 1 @y (1 ”) 
a ae ae se Y= 
oe + 2 62 + a) 0 
Sxe tan +rty=¢ 
ey gk 
integrirt worden durch Ausdriicke, welche fiir alle drei Gleichungen 
in der Form 
y = od (p28) 
enthalten sind. Es erscheint daher die Frage nach der Differential- 
gleichung, welcher diese allgemeinere Integralform entspricht, und von 
der demnach die obigen nur specielle Fille sein miissten, nicht ohne 
Interesse. 
Um diese Frage zu beantworten, gehen wir aus von der Gleichung 
0 (2d oy) 
(2) > ito. 
(1) 0g om # J(:) ? 
in welcher ein Grundgesetz der Bessel’schen Functionen seinen Aus- 
druck findet. 
Differentiirt man diese Gleichung, indem man dabei das in ihr 
ausgesprochene Gesetz anwendet, so erhilt man 





ae( 2’ J? _- vt 
(2) (2. oo) wa * - gr—t ) 1 


—es 


Nach einem zweiten Grundgesetz der Bessel’schen Functionen hat man 


v 2(» — 1) o—1 vy—2 
Ja=—{— Jo — Ie 


oder auch 
(3) ad) =? (v — 1) g- 1d) * pee ada? Z 


*) Leipzig, Teubner, 1868. 
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Addirt man jetzt diese drei Gleichungen, nachdem die (1) mit “, die 
(3) mit b multiplicirt worden, so kommt ‘ 
a(a de a oO(2 
(Fe) = a 2 Ty) 4. ber dey 
=(1—b)2Ft,*?*+(i+a ‘ 2b(v—1)) 2-1 Jp, *. 
Macht man nun b = 1 und 1+ a+ 2(vy—1)=0, d. i. a=—(2v—1), 
so verschwindet der Ausdruck zur Rechten, und man erkennt, dass 


_ . , == 2 di; 
der Differentialgleichung “ 
se s8e—% oy ( 
——* == () 
2 3 iit 


als particulires Integral geniigt. 
2. Durch Combination der Grundgesetze (1) und (5) gelangt man 
leicht zu der Gleichung: 
a( se "Se. 
( to) ao Jat" . 


02 
oder, wenn man darin — v statt v setzt: 
@(2J5") 
@)_ ow F—--10) 
(4) i 8% ; 
Verfihrt man mit dieser Gleichung ebenso wie vorhin mit Gleichung 
(1), und beriicksichtigt man, dass 
— et ——— 
adi "= —? (v —_— 1) 2” we ITS FO es a BP 7 
ist, so erhalt man: 


a(2I5 ya a O(255 ) 


yg + Se oe” 
C4 # Cz 
=(1—b)edg°-®—(14+a4+2b(y—1))2-1F5°-”. 
Wird nun wieder 6 = 1 und a = — (2v — 1) genommen, so leuchtet 


ein, dass auch 


ein particuliires Integral der nimlichen Gleichung 


<a 2v—1 oy y= 0 

02 z Cz 

ist. Dieses Integral fallt jedoch mit dem vorigen zusammen, so oft v 

eine (positive oder negative) ganze Zahl ist, weil fiir ein ganzes » stets 
Jia" = (— Idi 

ist. Dann tritt aber, wie in “ge oben erwihnten Schriftchen gezeigt 

ist, die Bessel’sche Function zweiter Art Y/(, an die Stelle der jetzt 

unverwendbar gewordenen Function erster Art mit negativem Index, 

und liefert das zweite particuliire Integral: 


y= eV. 
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Die Integration unserer Differentialgleichung kann sonach fiir jedes 
reelle v durchgefiihrt werden, und wir kommen zu dem Schluss: 


Der linearen Differentialgleichung 


1) wy fet Yt y= 0 


02 z 

geniigt als vollstindiges Integral: 

(Ia) y= «2 (ATi, + BIG’), 

so lange v nicht positiv oder negativ ganz ist. 

Ist dagegen v positiv oder negativ ganz, = -+- n, so geniigt thr: 

y=2t"(AJi + BY}) 

als — ges Integral. 

. Wir transformiren jetzt vorstehende Differentialgleichung, indem 
wir iii setzen: 


a= yn’. 
Dann ist: 





oy 1 np. OY | 
2 By ou 
ry Oy . 1—B 423, OY 
Oz pty? ° Ga? + By” ad a7. 
Fiihren wir diese Werthe in unsere Gleichung ein, so verwandelt sie 
sich in nails 

ae. 2 — (2pv—1)0 OY + pry? aby = 0, 


aa 


welcher durch 


y= v7" (AT) + BIG) 
volistindig geniigt wird. *) 
In diese Gleichung substituiren wir weiter: 


| 
| 
| 
y = ay, | 
wo y, eine Function von x vorstellt. Alsdann hat man: 
yy 
oy Phd é a ce —1 
; = . i] 
ja + ax a 
ey » Oy 1 ¢ =e ous 2 
a8 a Se tise eo + a@(a— 1) 


Nach Einsetzung dieser Werthe aa die obige seit aiiiiails 
(wenn man den Index bei y, wieder weglisst), folgende Gestalt an: 


(11) a4 4 Qa —2pv +1) aS + (a(@—2Bv) + By 242A) y = 0. 


Dieselbe wird durch das vollstiindige Integral 


*) Der Kiirze wegen wird hier und im Folgenden nur diese Form des Inte- 
grals aufgefiiirt, und dabei als selbstverstiindlich angenommen, dass im Falle eines 
ganzzahligen v statt der Bessel’schen Function mit negativem Index jedesmal 
dic Bessel’sche Function zweiter Art einzutreten hat. 
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(II,) y= a" TAT, fy + BIC Is 


befriedigt, welchem die Eingangs erwihnte allgemeine Form wirklich 
zukommt. 

Dieses Integral zieht sich jedoch, wenn 6 = 0 ist, auf das blos 
particulire 

9-2 
zuriick. Man findet aber in diesem Falle leicht durch bekannte Me- 
thoden als zweites particuliires Integral: 
y = x- log x. 

Der Differentialgleichung 


aX 4 Qat lat aty=0 


' Ca? 
entspricht sonach 
y = «-*(A+ B log z) 
als vollstiindiges Integral. 

4. Bevor wir uns zur Betrachtung dieser allgemeinen Differential- 
gleichung wenden, diirfte es angemessen sein, einige speciellere Resul- 
tate und zwar namentlich auch die oben vorausgestellten Differential- 
gleichungen daraus abzuleiten. 


Setzt man « = Br, so we man die Differentialgleichung: 


ar OY + 0 SY + B (pat? — v2)y = 0 
nebst ihrem vollstindigen Shans: 


y= AI, £) + BIG ys). 


Fir 6B = 1 und y = 1 geht daraus die Bessel’sche Differential- 
gleichung 

ay 1 oy v 

ae te gat (l— g)y=0 


und ihr Integral 
y = AT) + BI’ 
hervor. Zu derselben Classe gehért (6 = 2, y = 1): 
mit dem Integrale 
y = Adie, + BU. 
Ebenso (fiir B = 4, : = “ 
oo¥4 V4 s(1— =)y=0 
nebst dem Integral: 
y = Adlyz + BUy>) u s. w. 


Eine weitere Classe von Differentialgleichungen ergiebt sich, wenn 























Zur Theorie der Bessel’schen Functionen. 


479 


man in (II) entweder « = 0 oder « —2 fy setzt; beide Substitutionen 
fiihren zu derselben Gleichung, nimlich: 


ey 4 2h OH 4 pypate—ty m0 


0x 


mit dem Integral: 
y = a" [AI 24) + BIA) | . 


Unter diese Classe stellt sich sowohl die oben schon integrirte 
Differentialgleichung (I) (fiir 6B = 1, y = 1), als auch die zweite der 
Eingangs aufgefiihrten. Setzt man niimlich B =}, y—1, so ent- 
spricht der Differentialgleichung 


ooh 4 (1—v) HY 4 ty—0 
das vollstiindige Integral: 

y=«' [Adivyy + BIy>|, 
wihrend fiir B = 4 und y = Y— 1=i die Gleichung 


0 
w¥ + (1—) %_ ty 
-nebst ihrem Integral: 


y=x (AS, vz + BUD) 


role 


hervorgeht. — 
Machen wir endlich in (Il) 2«@—2Bv+1=0 und a(a—2fpv)=—0, 
woraus 
- e=pv—4 po=4+} 
folgt, so gelangen wir zuniichst zu der Gleichung: 
ara 9.9 aes 
oY 4 pytate—ty =o, 
welche die sogenannte Riccati’sche ist. Je nachdem wir nun 
By? = + 1 oder = — 1 setzen, erhalten wir die Riccati’sche Diffe- 
rentialgleichung: 
p2 
ht erty —0 


nebst ihrem vollstiindigen Integral: 


en diy + ade 5| 


oder die Gleichung: 
ay 2p—2 0 
—— x y= 


und ihr vollstindiges Integral: 





| 
| 





# 
4 
i 
3 

{ 
| 
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y=YV2| Ase? +BJ, LP 
(= (s 
ganz so, wie dieselben in dem oben initiates Schriftchen bereits 
aufgestellt worden sind. Es bleibt bei dieser Herleitung gleichgiltig, 
ob wir By = + 4 oder By = — } nehmen, das Resultat ist in beiden 
Fallen das nimliche. , 

Unter dem oben schon gemachten stillschweigenden Vorbehalte, 
dass eine Bessel’sche Function mit negativ ganzem Index jedesmal 
durch die entsprechende Bessel’sche Function zweiter Art zu ersetzen 
ist, gelten die hier gegebenen Integrale in allen Fillen, mit Ausnahme 
des einen, wenn 6 = 0 ist. 

Dann aber ergiebt sich fiir die Gleichung: 


2 
ie ty—0 





auf directem Wege (indem man y = 2? setzt und 6 in geeigneter 
Weise bestimmt) das vollstiindige Integral: 
y= Ah tints, pa—iNnFe 
oder, wenn man die beiden hierin enthaltenen Fiille trennen will: 
y= Vx (A cos (4 /3 log x) + B sin (} /3 log «)) 
fiir 2 a i s+ y= 0 


und ] 
y= Vz (as Vs + Ba” 1V5) 


2 Hy —y=0. 


” Bat 


fiir 


Der hier zur Integration der Riccati’schen Gleichung einge- 
schlagene Weg liisst gewiss an Einfachheit und Klarheit wenig zu 
wiinschen iibrig. Man geht von der Differentialgleichung (I) oder auch 
von der Bessel’schen Gleichung, welche beide unmittelbare Con- 
sequenzen der Grundgesetze der Bessel’schen Functionen sind, aus, 
verwandelt diese: durch zwei Transformationen in die allgemeinere 
Gleichung (II), und reducirt letztere durch geeignete Bestimmung der 
Coefficienten auf die verlangte Riccati’sche Form. Die hier der 
Riecati’schen Gleichung gegebene Gestalt 


Fat PP ty —0 


diirfte im Hinblick auf die Form des Integrals die naturgemisseste 
und bequemste sein. 
5. Kehren wir jetzt zu der allgemeineren Gleichung (11), niimlich 


a SX 4 (2a —2Bv + lye 4 + (@ (a — 2B) + BPy?a*?) y —0 















e, 
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zuriick, und setzen: 


2a—2pByv+1l—a 
a (a —2Bv)=—b 
By’? =. 
Dann lautet die Gleichung: 


(iT) at OY + ae OY (b+ cx?®)y=0 


und ihr geniigt (wenn # nicht Null ist) noch immer das vollstiindige 


Integral : 
y=u"* [AF(, 2%) + BI) |) 


wenn darin 


py —a——S—* 


ake) 


aioe ° 
genommen wird. Das doppelte Vorzeichen, welches den in den Aus- 
driicken fiir »v und y vorkommenden Wurzeln anhaftet, braucht nicht 


beriicksichtigt zu werden, da es auf die Form des Integrales keinen 


Einfluss iibt. 

Der vorstehende Werth von v wird imaginiir, sobald b positiv und 
groésser als — wird. Es fragt sich nun, ob die Giiltigkeit des 
obigen Integrals an dieser Schranke aufhért, oder ob die Bessel’sche 
Function auch fiir imaginire Indices ihre Bedeutung beibehilt. Die 
vorliegende Differentialgleichung weist uns somit auf die Nothwendig- 
keit hin, die Theorie der Bessel’schen Functionen auch auf com- 
plexe Indices auszudehnen, was nun im Folgenden geschehen soll. 

6. Die von uns in dem angefiihrten Werkchen an die Spitze ge- 
stellte Definition der Bessel’schen Function (erster Art) lautet: 





ma 
y 1 ad » , 
(D) J) = so cos (2 cos @) sin?” @.da, 
vee 
0 
wo der Index vy reell und grésser als -—— $ gedacht ist. 


Fiir einen complexen Index v + wi behalten wir diese Definition 
bei und setzen fest: 


Die Bessel’sche Function Just *' sei definirt durch die Glei- 
chung: 
wt 
i oe 1 %Z : rv, cei ae o 
Ji) bias m7 : gy teir (Ke + iS) ); 
os (v+uit4) 
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worin 
a 
+ 
Ki" -| cos (2 cos w) sin?” @ cos (2 u log sin @).da, 
0 
3 e 
Si3" = cos (2 cos w) sin?” @ sin (2 u log sin @).da, 
5 
und -e ad 
V+ nit4) a ll athi~hdg 
0 


e) 


=e" a” —* cos (u log «) da + ife a’ * sin (uw log x) dx 
0 


ist. Dabei ist w beliebig reell, v aber reell und grésser als — $ zu 
denken. 


Es kommt nun darauf an, zu zeigen, dass die hier definirte 
Bessel’sche Function mit complexem Index beiden in dieser 
Abhandlung ewihnten Grundgesetzen gehorcht; dann werden nicht 
bloss die hier aus jenen Gesetzen gefolgerten Resultate, sondern die 
ganze auf diesen Grundpfeilern aufgebaute Theorie fiir sie gelten. 


Um den verlangten Nachweis zu fiihren, differentiiren wir zu- 
nichst die Functionen K und S zweimal nach z, und erhalten: 


0 K?3" ; a . : 
— = K’= — | sin (¢ cos @) . cos @ . sin®’@ . cos (2u log sin) .da 
0 
nm 
or Ki" : . 
a K”’= — | cos (2 cos@) ..cos*@. sin?’ @. cos (2u log sin ). da 
0 
a 
a St; ae 
—_ = Ss’ = — fin (2 cos @). COS @ . sin?” @ . sin (2u log sin @). da 
0 
5 4 
a5" ’ , 
ia a = — | c0s (2 e080) . cos? @ . sin?’ @ . sin(2u log sin@). da. 
0 


Nun schreiben wir K’ in folgender Weise: 
4 
K’=— _f sin (2 cos @) sin?” +! @ . cos (2 uw log sin @) d (log sin w) 
0 


und integriren theilweise, indem wir 
cos (2 uw log sin o) d (log sin @) 


als integrirten Factor betrachten. Wir erhalten dann: 
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° a 
a ‘ ‘ sin (2 uw log sin w 
K’= — [ sin (2 cos @) sin?” +1 @ - See 
2u 
v0 
2 eae . 4 
ort sin 2 C08 @). cos @. sin?” @. sin (2u log sin ) .. da 
& log 


e 
0 


a 
’ . 
Z — eo : 
— Aj cos (¢ cos m) . sin®” +? @ . sin (2 log sin ) . da. 
Da v > — 4 vorausgesetzt ist, so verschwindet der vom Integral- 
zeichen befreite Theil an den Grenzen, und man hat nach einer leicht 


ersichtlichen Umformung: 


-_ Qy 1 eis a ‘ o 
K'=-> = fin (¢ cos @) cos @ . sin?’ wm. sin (2 u log sin @) . da 


— ip Joos (2 cos @) sin?” @ . sin (2 log sin @) . d@ 
e 





7 
P " , 
+ re fae (2 cos @) cos? @ . sin?” @ . sin (24 log sin@). da, 


0 


* oder, was dasselbe ist: 


K’ =m — 2241 gr 6 ~S— +8”. 
Behandelt man S’ in ganz iitileie moll so findet man: 


sat e+ EK +z =~ K". 
Wird diese Gleichung mit 7 multiplicirt und zur vorigen addirt, 
ergiebt sich nach geeigneter Zusammenfassung folgende Beziehung: 


a K +i8S+ K+ 68’ — 22 te9t! (4 58°, 
7] 


-Setzen wir ferner in dem Ausdruck fiir K v +1 statt v, so erhal- 


ten wir: 


4 
ye = f cos (2 cos a). sin””** @ . cos (2 u log sin @) . dw 
0 


cos (z cos w) . sin” @ . cos (2 w log sin w) . da 
0 


‘ - 2y . 
—f cos (2 cos w) . cos? @ . sin’” wm. cos (2 u log sin a) .da, 
0 


oder: 


K’t'— K+ K”". 


| 
H 
H 
i 
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Ebenso findet sich: 

gr+* =S+ 7 
und wenn man die letztere Gleichung mit ¢ multiplicirt zur ersteren 
addirt: 


(b) K+i8S+ K"+is’= K’t'+is’*’, 
eine zweite wichtige Relation. 

7. Indem man die Gleichungen (a) und (b) mit einander com- 
binirt, erhilt man zuniichst: 


, Cv a se , : ryt -ov+i1 i 

K’'+iS’= ET CE She + is’t?) 
Nun ist aber nach der Definition: 

; a(g~@ teary tei 

K'+iS’=pxu.2te'. Fy 4+ wit4) ore) 


C2 
und 


Ket iBP tt me et Ts eggs) 8 
Setzt man diese Werthe ein und bedenkt, dass 
(2(» + ui)+ 1) F(t witd) =2(v + wi $) Ut wid) =? Ft wit44t) 
ist, so hat man sofort: 


af .- (w+ ei) y+ mee , : y 
(A) é(: re (2) rm) es ioe! ed. ate 


perry err 


d. i. das erste Grundgesetz der Bessel’schen Functionen, welches 
sonach auch fiir complexe Indices giiltig bleibt. 

Differentiiren wir diese Gleichung nochmals, indem wir dabei von 
der durch sie vorgeschriebenen Regel Gebrauch machen, so erhal- 
ten wir: 

‘ o—(v+ui yr i 
Ce (2 At Jute’) ma” (v + ui) Jas* wi+te2 — (e+ eit+ * yet 1 P 
Andrerseits aber ist vermége der Definition: 
ae (o— wt yy + mi 
a (2 eds) ") ~ = 1 (K+ is” 
o2 Vu tei (K+ 78"), 
= (»+eit+4) 
oder, wenn wir von der [elation (b) Gebrauch machen: 
Be OH set ee) 1 1 
(z) 2 a . ryt 1 ,ortl = 
ae ™ 9—* ptelg (K’t'+8 K iS). 
(P+ nit4) 

Fiihren wir hier zur Rechten statt der K und S die J ein, so lautet 

unsere Gleichung: 
a2 (ote) yr i 2 : 
@ (2 vp ee Jit **) a Ft eit 441) g @taity yetpit+t ep +e) jute 

oz = r ; _- 2 (2) = = F(z) ’ 
Fe (v+mi+4) 


oder endlich, weil 








‘S 


et 


ve 
i) ’ 


a(e (y+ me) Jit ‘) 
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PM tuit 1+) 
Vo tui+4) 


=2(v+ ui) +1 
ist: 
a . —(v+ui+tl) yo+ui+l —(v+teui) zotpi 

aa ~~ =(2(v+mi)+1)z Js) was Jy”. 

Setzen wir jetzt den oben durch Differentiation gewonnenen und diesen 
a (2 silt at 

soeben abgeleiteten Werth von —— FY © _/ einander gleich, so 
erhalten wir nach gehériger Reduction die Gleichung: 


cs 2 } 1 ; ; 
(B) Tet eit? oe FORD Foewtty gets, 


welche das zweite Grundgesetz der Bessel’schen Functionen auch fiir 
complexe Indices ausspricht. 


Nachdem diese beiden Grundformeln (A) und (B) erwiesen sind, 
gelten selbstverstiindlich auch alle anderen Relationen, welche blosse 
Consequenzen von (A) und (B) sind; also beispielsweise nicht blos 

a(.- (yb ei) ee 
C\e a -s . : 
(A) = dz * _ — g vtre er, 
sondern auch 
al eVtei zest mi 
’ C (2” Ti) ) vy+ui potui—i 
(A ) =F ‘ J?) - . 


Ferner: 


( e v+ui ) 
ah gz 2 Jyke _ vf mitm 
(C) \ (Ve). = ( 4)". 2 2 Jipyir™ 
os" 
(3 
a Z 2 sre) v+ui—m 
i (Vz) - Lee vt ei — me 

cy) © fi ae a 


Freilich wiirden, der obigen Definition zu Folge, diese siimmtlichen 
Gleichungen nur so lange gelten, als der reelle Theil der vorkommen- 
den Indices grésser als — } ist. Durch die Gleichungen (C) und (C’) 
sind wir aber in den Stand gesetzt, die Definition der Bessel’schen 
Function zu ergiinzen fiir den Fall, dass der reelle Theil des Index 
negativ und kleiner ist als — $, indem wir hierzu den Weg betreten, 
welcher § 4. des schon mehrmals citirten Schriftchens gezeigt ist. 
Aus (C’) folgt nimlich, wenn v + m statt v gesetzt wird: 


y+uitm 
vt mi on. 2 sitwitm) 
(4)" ie = Jip' = (Vz) 
2 lias ( Vz) — ©) wit 
Ce 
oder 
3 z v+uitm 
vei am( er teito Zz 2 yrtuitmn) 
(4)" .2 2 Jif! = (Vz) * 
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Wenden wir nun zur Rechten den Satz 


FPO _ Me 4 m?/—1 ar P re Q 
p! C 2? ez “m—p 





os” p=0 
an, indem wir beriicksichtigen, dass 
are” ite hitm 





=: — = (y+ wi+ m)”- . ot SPT e- p 
Oa? 
und nach (C): 
- v+ei+m 
qm —p\ » 2 rrtuitm) y+ mi--2m—p 
. ae Vz) al (— 4)" —_—. 2 J7 +et+in—p 
ag™ —p 7s 2 — “(V2) 
ist, so erhalten wir zunichst: 
vy+ui p/—1 : —_—t y+ui-—p 
a = , m—p mM (v-+ ui+ m) 2 vt ui+lu—yp 
Qy.2! Fite zZ(—p"-’- 2 2 ¥ dh , 


oder end wenn man 2° statt 2 schreibt, und dann beiderseits mit 


2” g-@ +") multiplicirt: 


(D) Testa (— 1 (ay et ibe ge aejrettins 
Die Bessel’sche Function J¢;‘“' liisst sich somit ausdriicken durch 
eine endliche, nach Bessel’schen Functionen geordnete Reihe, welche, 
wie man sich leicht iiberzeugt, den Grundgesetzen (A) und (B) ge- 
horcht. In dieser Reihe kommen selbst dann, wenn v beliebig negativ 
ist, nur soleche Bessel’sche Functionen vor, welche die Bedingungen 
der Definition (D,) erfiillen, falls man nur das positiv ganze m so 
wihlt, dass v + m > — } wird. 

Wir betrachten daher die Gleichung (D,) als Definition der Bes- 
sel’schen Function fiir den Fall, dass v < — } ist. 
Man wiirde nach (D,) beispielsweise erhalten: 





—i+pi Itui » Mt zi 
Jag 8 =— Ja" + > I 

—2-+pi 2tui , 4mt pitei , 4ut(ut—1) ui 
» = SS +e +—3 Js 

—3+pi 3+ mi Gut 724i 12wi(ut—1) pi+ni Sut (wi—1)(wi—2) zui 
J =— Ge +e -——s Se t Ji; 


Hiermit ist also die Bedeutung der Bessel’schen Functionen fiir 
jeden beliebigen Index festgestellt, und wir kénnen von nun an J() 
als Function zweier complexer Variabeln, des Arguments z und des 
Index v, betrachten. 

9. Das vollstiindige iningpal der Differentialgleichung: 


(111) ary 4 ax xy E+ (b+ c# Py y= 0 

















2u—p 


~ ; 
‘) Jf . 


fiir 


des 
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kann jetzt in allen liillen angegeben werden, welche reelle, imaginiire 
oder complexe Werthe die in ihr vorkommenden Constanten auch haben 
moégen. Das Integral lautet stets: 


a—1 


Ill, =x“ * | Ad BI”. Pt 
( : y=1 | (ve2%) t AN, “| 
worm _ 1y( 3 a ; 


ist. 
Nur wenn B =O oder ¢c =O ist, verliert dieses Integral seine 


Brauchbarkeit. In beiden Fallen nimmt obige Gleichung die Form an: 


x 


Die Supposition y = «* liefert sofort: 


inn — 2 e.g 


und wir erhalten als vollstindiges Integral: 


_e=3 / a—l1 ae ms a—i ss 
(i) y=a 2 (aat/( ims WS) ) 


welches iibrigens auch wieder auf ein blos particuliires zusammen- 





a—1\. _ ° : 
schrumpft, wenn b = ( = ) ist. Dann aber hat man fiir die Glei- 


chung (siehe oben § 3.): 


(111) at + an iY 4 (“SS y=0 
das vollstiindige Integral : 

- a—1 
(I<) y=a * (A+ Blogz). 

Es versteht sich von selbst, dass mit dieser Differentialgleichung 
(III) auch alle in dieser Abhandlung erwihnten speciellen Gleichungen 
ebenso erschépfend integrirt sind. Der sogenannten Bessel’schen 
Differentialgleichung z. B., nimlich: 


ay 1 oy a i 
a? = vs — S)y=09, 


~ 
welche bisher blos fiir ein positives a integrirt worden war, geniigt 
stets das vollstiindige Integral : 


Va mp r—Va 
y¥=Aday + BJ“, 


welchen Werth die Grésse a auch annehmen mag. 





Erlangen, December 1870. 





Zur Theorie der Kriimmungslinien 
und der dreifachen Orthogonalsysteme. 


Von H. Srant in Berwin. 


§ 1. 


Eine Verallgemeinerung der elliptischen Coordinaten. 


Bei den Problemen, die sich auf Linien einer Fliche bezichen, 
handelt es sich zumeist um Einfiihrung eines die Differentialgleichun- 
gen vereinfachenden, den Kigenschaften der Fliche angepassten Coor- 
dinatensystems. Im Folgenden ist von einem allgemeinen Coordinaten- 
system die Rede, von dem die elliptischen Coordinaten ein specieller 
Fall sind und dessen Kinfiihrung sich besonders bei algebraischen 
Flichen empfehlen diirfte. Ich gebe eine Anwendung desselben auf 
die Kriimmungslinien der allgemeinen Fliiche zweiter Ordnung und 
auf das dreifache Orthogonalsystem eines sehr einfachen Fliichen- 
systems dritter Ordnung. 

Ist w= 0 die Gleighung einer Fliiche, sind u; die ersten, u;, die 
zweiten Differentialquotienten von u nach x, y, 2; ist ferner (2, y, 2) 
ein Punkt der Fliiche, (€, 9, €) ein Punkt der Normale, so hat man 

A.u=a—§F A.w=—y-—yn A.u=—2z—. (1) 
Schneiden sich zwei aufeinanderfolgende Normalen, so ist: 
u,da + Adu, = dx 
u,da + Adu, = dy (2) 
u,da + Adu, = dz. 
Die Elimination von 4 und dd giebt die Differentialgleichung der 
Kriimmungslinien von « = 0: 
| #, du, dx | 
| u, du, dy |=0. (3) 
| ws du, dz 
Die Entwickelung aber von (2) nach dz, dy, dz giebt die Glei- 
chungen: 





w= «=O 
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(u, — +) dz + um,dy + u,dz = — uy, - = 
Uy, dx + (vis, — +) dy + ty, dz = — Uy + > (4) 
U3 1X + Uy, dy + (us, — +) dz = — t, - 2, 


aus denen man sehr einfach die Orthogonalitiit der Kriimmungslinien 
beweist. Verbindet man mit (4) die Gleichung 


u, dz + u,dy + u,dz=0, (5) 
di : 
; zur Bestimmung 
von 4 als Function von xyz die quadratische Gleichung: 

1 


so erhiilt man durch Elimination von da, dy, dz, 


| Uyy— TZ Uo Uns Wy 
1 
Wh9 Woo ome 7 Uo Us _ 0). (6) 
M13 U3 =F & | 
Uy Uy Us, 0 | 
Bezeichnet man durch U;, die Unterdeterminanten von 
und setzt ZH ty Moe Uyg 
( 
P (Uy Uy Ug) = LD Uy Ui Ux ; 
(¢ und k = 1, 2, 3), (7) 


D (u, Uy Us) = VU, UW; 
so stellt sich (6) nach 4 entwickelt dar in der Form 
APD (tty Uy Us) A LH (thy My Uy) — (yy HE Mag HE Myg) (ty? + tt? + ey”) 
+ (u,? + u,? + u,?) = 0, (8) 
A (wu, 4) = 0 


oder auch kurz durch A = 0 bezeichnen will. 

Versteht man nun unter 4,, 4, zwei Parameter und bestimmt 
x“, y, 2 als Functionen derselben aus den 3 Gleichungen 

u=0 A (uw, 4;) = 9 A (wu, 4.) =9, 

so hat man in 4,, A, das oben bezeichnete Coordinatensystem. Um 
die Coordinaten 4,, 4, einzufiihren, kann man A (uw, 4) =0 beliebig 
mit Hiilfe von « — 0 veriindern; die so reducirte Gleichung bezeichne 
ich durch 


die ich dureh 


D (uw, 4) = 0. 

Man bemerkt leicht, was fiir algebraische Flichen wichtig ist, 
dass A(w, 4) desgleichen die Functionen g (wu, wu, u,), (uy u% Us), 
Uy + Uyy + Uy3, U2 + u,? + u,? Covarianten von w fiir orthogonale 
Transformation sind. Denn bezeichnet man die Determinante einer 
solchen Transformation durch 


2+ 1, m, ns 








Zz 


a Uy 
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und geht w durch die Transformation iiber in v, so hat man: 
uy, =u, + mu, + 1; Us 
Vin = UU yy FE Mm; ME Ugg + ; My Uys 

Ht (be mg + Ue mj) yo (mj re my Nj) Uy, + (1; Le + 1% 1) Uy, - 
Mit Beriicksichtigung dieser Gleichungen und der sechs Relationen 
zwischen den Coefficienten 1, m, ym orthogonalen Substitution, 
geht aber die fiir « gebildete Determinante (6), wenn sie zweimal 
mit der Transformationsdeterminante multiplicirt wird, gerade in die- 
selbe Determinante fiir v iiber. 

Um die Coordinaten 4,, 4, in die Differentialgleichung (3) der 
Kriimmungslinien von « = 0 einzufiihren, empfiehlt es sich, dieselhe 
erst, da A (w, 4) eine homogene Function zweiten Grades in u,, u, Uy 
ist, zu multipliciren mit der Determinante 


04, eA , , 
% s— x u, pu, Ou, 
Ou Ou 
0A, 0A, , / 
hye a— a— =A,.A,(A4,—A,).: & t, Du, . (10 
2 Btls Oty A, A, (A, aye Uy PU, Ou, (10) 
od, @A, 
SH — — ; ss 
3 Ou, dus us Pu; Pu, 


Benutzt man die Form der linken Seite, so erhilt man, mit Unter- 
driickung des Factors u,? + u,?-+ u,? als Differentialgleichung der 
Kriimmungslinien von wu = 0: 

oa oA, 0A, C Ae . de 
nant ie oo - du, Du dx aa “dy +; dz i" 
ad, | ae 4 A eis, 
2. du, 5 oa - du, +o > + dus -* -di+ 5 Dat, dy + Ta dz 
die durch die Gleichungen (9) in die Coordinaten 4,, 4, iiberzufiih- 
ren ist. Ich gehe sogleich zu den Anwendungen iiber. 


§ 2. 
Die Kriimmungslinien der allgemeinen Fliche zweiter Ordnung. 


Bildet man fiir das anf den Mittelpunkt und die Hauptachsen 
bezogene Ellipsoid die Gleichung (6), so hat man sofort durch Reduc- 
tion in D(u, 4) = 0 die Gleichung des confocalen Ellipsoids, woraus 
die Identitaét der Coordinaten 4, 4, mit den elliptischen Coordinaten 
hervorgeht. 

Die allgemeine Fliche zweiter Ordnung sei 

= }$(u7+ wy+ uz + u,)=0 wo 12 
U; = 4; ,% + any + ine + Gi, (¢=1,2,3, 4). (12) 

Setzt man: 
A ZH Ay Ay Ay My (13) 


(11) 





Alu 


Ou, 
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und bezeichnet die Unterdeterminanten von A durch A;,, so ergiebt sich 
O'u, = 2 (Ay, % — Aj,) 


Pu, = 2 (Ay, y — Ay,) (14) 
O'u, = 2 (Ay, 2 — Ag) 
® (4, Uy Uys) = — A. 


Ferner findet man, indem man den Coefficienten von 2 in A(w, 4) = 0 
aus der Determinantenform (6) bildet: 
A (u,d)=—Aa?+ ALA, (0? 2") — 2( A, e+ Any + Ap 2) + (Ay + Ago+A3) } 
+ (uy? + tty? ++ ts”) = 0. (15) 
Hier ist also der Coefficient von 4 gleich A (A, + 4,); das letzte Glied 
gleich — A.A,.4,. Man hat demnach: 
pu, dx + pu, dy + g’u, dz = d(u,? + u,? + uy?) (16) 
= — A(d, dd, + A, da,) 
Du, da + O'u,dy + P'u,dz = Ay, d(x? + y*® + 2*) —2(A,,dx-+- A,,dy + Ay, dz) 


folglich : + 2 ae ab 
aa,7, , oa ad, >, 
du, da + Duly dy + oo dz 


= 4? (Muda + Vu,dy + P'u,dz) + a, (gu, da + g’u,dy + g’u,dz) 
=A.A,(A, —A4,) da, 
oA oA aN ; 
oy dx + a dy + ng dz= A.A, (dy —A,) da,. (18) 
Endlich ist, da u;, constant: 


A oa 





11 ah aA } 
(11) PA du, + 22 du, + 22 du, + da =0 (19) 
und aus (15): 
oA oA " 
#1 A(a,—2,) 24 = AQ, — 2). (20) 


Setzt man die Werthe (18) und (20) in die allgemeine Differential- 
gleichung (11) der Kriimmungslinien ein, so erhiilt man: 

A? . (A, — d,)®. da, da, = 0, 

A, == Const. A, = Const. (21) 
als die Gleichungen der Kriimmungslinien der allgemeinen Fliiche 
zweiter Ordnung. 


mithin: 


Ueber dreifache Orthogonalsysteme. 


Wie die Differentialgleichung der Kriimmungslinien kann man auch 
die Differentialgleichung der kiirzesten Linien von w = 0 direct in die 
Coordinaten 4,4, transformiren, wieder nach Multiplication mit der 
Determinante (10). Fiir die allgemeine Fliiche zweiter Ordnung wiirde 
es sich dahei um die Bildung der drei Ausdriicke 
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(dx)* + (dy)? + (dz)? 
du, .dzx + du,.dy + du, . dz 
(du,)? + (du)? + (du,)? 


in 4, A, handeln, wozu eine geschickt angelegte Rechnung ndthig ist. 
Man kann die Gleichungen der kiirzesten Linie der allgemeinen Fliiche 
zweiter Ordnung iibrigens, da A (uw, 4) eine Covariante von wu fiir ortho- 
gonale Transformation ist, aus den Jacobi’schen Gleichungen der 
kiirzesten Linien des Ellipsoids unmittelbar ableiten. Ich gebe statt 
dessen noch eine Anwendung der Coordinaten 4,4, zur Auffindung 
dreifach orthogonaler Flichensysteme. 

Ist %# 0 ein Flichensystem mit dem Parameter «, so bringe 
man mit Hiilfe von 4,4, die Gleichungen der Kriimmungslinien von 
ue = 0 auf die Form: 


= T,(AA) = T,(d,4,), (22) 
wo ¢,¢, die Integrationsconstanten sind. Bildet man aus diesen Glei- 
chungen die quadratische Gleichung in C: 

@— C(T, + T,) + T,T, = 9, (23) 
deren Wurzeln c, und ¢, sind und triigt in dieselbe aus A (wu, 4,) = 0 
und A (u, 4.) = 0 4, und A, als Functionen von (z, y, z) ein, so erhiilt 
man eine Gleichung, die ich bezeichne durch 

D (ta, C) = 0. 
Die drei Gleichungen : 
te=0 D(tte,¢,)=90 Due, ce.) =O (24) 
geben «, y, 2 als Functionen von ¢,¢, und man erhiilt die Coordi- 
naten der einen und der anderen Kriimmungslinie von uw. = 0, wenn 
man ¢, resp. ¢, constant setzt. Hierbei kann wieder D(u,., C) = 0 
mit Hiilfe von uw. 0 umgeformt werden. 

Erfiillt nun das Fliichensystem uw =O mit dem Parameter @ die 
Bedingungen *), ein dreifach orthogonales System zu erzeugen mit 
den Parametern @, y,, 72: 

t=0 y,=v ¥,=—, (25) 
so muss sich, da die durch die zwei letzten Gleichungen (24) dar- 
gestellten Fliichen sich auf «, 0 schon orthogonal schneiden, eine 
Function y von « und C bestimmen lassen: 

y = F (a, C) (26) 
derart, dass auch die Orthogonalitét der Fliichensysteme « und y ein- 
tritt. Die Gleichungen: 

1=F(@,4) % =F (a, &) (27) 





*) s. Serret. Liouville’s Journal t. XII, 1847, p. 241 ff. 





Ueber Kriimmungslinien und Orthogonalsysteme. ° 493 


stellen dann, wenn man aus (24) a@, ¢,, ¢ durch (x, y, 2) ersetzt, 
mit %¢ =O zusammen das dreifache Orthogonalsystem (25) dar. 
Die Bedingung der Orthogonalitiit zweier Flichensysteme mit den 


-_ . Ou 
Parametern @ und y ist nun, wenn man Ag a WU 8. W. setzt: 


¥1% P20, + Ye, = 0. 
Aus ihr erhiilt man fiir die Function y = F' (a, C) die partielle Diffe- 
rentialgleichung : 
0 9 9 D 0 Y Oo 
=e » (ay? + a? + a”) + ah * (a, C, + a, 0, + a@;C,)=0. (28) 
Zur Bestimmung von «; und C; aus den die Parameter « und C im- 
plicite enthaltenden Gleichungen w= 0 und D (uw, C) = 0 hat man: 


wee 
aa +t pO Atge m=O 


OU OU 





iy = @ 


nebst den entsprechenden Gleichungen fiir y und z; es ergiebt sich 
der Ausdruck: 
Ou, aD Ou , aD Ou, aD eu aD 
a, C, + «0, + a5 C, i Oe 0x Ox oy Ody * 08 02 Ow 


a + a? + a? oD Ou, \® du, \2 du,\? oD 
ec oa) + Vay) + ae ac 


Diese Function von az, y, z, «, C muss sich, wenn ein dreifach ortho- 
gonales System modglich ist, durch w= 0 und D (ue, C) = 0 in eine 
Function 4(«, C) von e@ und C allein iiberfiihren lassen und man hat 
dann fiir y die partielle Differentialgleichung : 


é 7 9 
1 4 4(@,0)- 74 —0, (30) 


fiir deren eine Lisung y auch jede Function von y gesetzt werden kann. 


§ 4. 





Anwendung auf das Fliichensystem «yz = a. 


Als Beispiel zu dem Vorstehenden nehme ich das von Serret 


‘a. a. O. in anderer Weise behandelte einfache Flichensystem dritter 
Ordnung: 

Ba = 2.yY.8—a=O0. (31) 
Setzt man 

Y+y+e=—a 

ey +ye+ 22d, (32) 


so hat man sofort nach § 1.: 


D (Ue, 4) = 3 Va? + 2iaatbd, 








(29) 
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also - 
a= —~ (A, + 4,) b=3a?.4,4, (34) 
und ?, y’, 2* sind die Wurzeln der cubischen Gleichung in ¢: 
204+ 3fa(a, +4,) + 6ta®.d, 4, —2a2=0, 
die die Coordinaten x, y, 2 als Functionen von 4, A, liefert. 
Zuniichst ist die Differentialgleichung der Kriimmungslinien auf 


4,, 4, zu transformiren und zu integriren. Die Determinante (10) § 1. 
geht mit Vernachliissigung eines gleichgiiltigen Factors tiber in 


3 


ere 

|e y 2} 
i 9 1 | 
; © ey 2 | 


Multiplicirt man mit dieser Determinante die Differentialgleichung (3) 
und benutzt ausser (31) und (34) die aus ihnen hergeleiteten Glei- 


chungen: 
+ + #0 
nidd-pyt ing edzg—=— “(da + da, 
y q (ey, 2 
Oe + SY + S = — gyda, + A,da,) 


dx iH y' dy - ade =F 13a, — ay) da, + (34, — 4) day}, 
so erhilt man als Differentialgleichung der Kriimmungslinien von (31): 
dd,? (24,2? — a, a,) + da,? (2 a,? — A, a.) + 2d, dd, (3 a, A, — A? — 4,7) = 9, 

die in die Factoren zerfiallt: 

A, di, + (24, — 4,) dda, = 0 

(24, — 4,) da, + 4, da, =0, 
deren Integrale nach bekannter Methode: 

€, = 42 (3 a, — Ay) 1 (34, — 44). (35) 

Dies sind die Gleichungen der Kriimmungslinien von # yz = z 
den Constanten c, und ¢,. Aus (34) und (35) erhiilt man: 


f 4a (2a? — 9b) 40? (4b — a?) 
—tq~—“"ge Oy - Cg oT 























Mithin sind ¢, und ¢, die Wurzeln der quadratischen Gleichung in C: 
D (Ua, C) = 27 a6 C?— 4aa3 (2a? — 9b).C+4b?(4b—a*)=0, (36) 
die man benutzen wiirde, um x, y, 2 als Functionen von ¢,, ¢, dar- 
zustellen. Setzt man nun: 


M = 27 «C+ 18 ab — 40°, 
so findet sich: 
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oD , 
“=60C0.M e? 20M 

0a oc 

a Cu B ou B Ou 

aD. Me aD | Ma OD at w= Sab M. 
On Ou dy ey = 


Bildet man hiermit den Ausdruck (29), so wird die Differential- 
gleichung fiir y: 
Oy  4+4+3aC Oy 


Ou a? Or 
deren einfachste Lisung: 
y=a?.(aC+ 2). (37) 


Setzt man hieraus C in (36) ein und fiir @ allenthalben «yz, so hat 
man eine quadratische Gleichung in y, deren Wurzeln die Functionen 
v und w der Gleichungen (25) § 3. sind: 

In der That geht die von Serret angegebene Gleichung: 

y = (202 — yt — 22) (2y? — & — 2?) 22? — ty?) 
+2 (at + y! + 2t — a2y? — y2e? — 2at)t, 
die quadrirt und in unserer Bezeichnung die Form annimmt: 
y? — 2 y (27 «? — 9ab + 24a’) 

+ 27 (27 at — 18 e°ab + 40°a® — ab? + 4)°) = 0, (38) 
durch die Substitution (37) unmittelbar in die Gleichung (36) iiber, 
wenn man die rechte Seite in (37) zuvor mit 2 multiplicirt. Hat man 
es nur mit den Kriimmungslinien von z.y.z—=« zu thun, so ist 
die Gleichung (36) einfacher als (38). 

Derselbe Weg fiihrt zu dem durch das System von Paraboloiden 
Ue = yz — ax =O erzeugten dreifachen Orthogonalsystem, das Serret 
ebenfalls angiebt*; man hat fiir dasselbe c, = 4,; ¢, = 4, und 
D (a, 4) = Ao? + 2dax— (oe? + y? + 2) =0 
yao? —1), 


die den Gleichungen (36) und (37) des vorigen Beispiels entsprechen. 


*) s. auch Salmon Anal. Geom, d. R. iibers. v. Fiedler. IL. Thl. p. 564. 


Berlin, November 1870. 








Die Abbildung einer Fliche vierter Ordnung mit zwei 
sich schneidenden Doppelpaaren. 


Von G. Kornpoérrer in Neumiinster. 


I. 


Die Fliche enthilt keine besonderen Knotenpunkte mehr. 


In 


1. 


Im Anschluss an meine friihere Abhandlung (Annalen I, 8. 592 
und II, 8. 41) untersuche ich jetzt diejenigen Fiille der Fliiche, bei 
welchen ein Aufbrechen der Doppelcurve stattfindet. Eine solche Fliche, 
die sonst keine weiteren Besonderheiten besitzt, wird durch die Glei- 
chung dargestellt 

(qr — ps? = 4 p’y. 

Die Doppelecurve zerfallt in ein Linienpaar, den Schnitt des Ebenen- 
paares gr mit der Ebene p; deren Schnittpunkte mit der Fliche ~ 
sind die 4 Riickkehrpunkte der Fliche 4' Ordnung. Jede Ebene der 
Biischel ¢g = op oder r = oq schneidet einen Kegelschnitt aus der 
Fliche. Mit Hiilfe von g= 6p zerfallt ihre Gleichung in die Facto- 
ren p?=0O und (or +s)? —4y~=0. Die Verbindung von g = op 
mit (or + s)»—4w%=0 giebt die eine Kegelschnittschaar, die von 
r= 6p mit (6g +s)? —4y=0 die andern. 

Es wire zuniichst zu untersuchen, wie viel Geradenpaare in jeder 


dieser Schaaren auftreten kénnen. Bezieht man daher die Fliche auf 


ein Coordinatentetraeder, dessen 3 Ecken die Nebenecken des aus den 
4 Riickkehrpunkten gebildeten vollstindigen Vierecks sind, und dessen 
4'e Keke einer der Schnittpunkte der Durchschnittslinie der Ebenen q 
und x mit der Fliche y ist, so lisst sich die Fliichengleichung in der 
Form darstellen 


40 [ayy x? + Ay y? + agg 2? + 204, Ut + 2a, yt + 2 ay, at] 
= [(aa + by) (ax — by) + t (ax + By + v2 + O6)P 
und die eine Kegelschnittschaar ist durch den Complex der Glei- 
chungen 





oe oe, | 





St 
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[o (ax — by) + ax + py + y2 + Ot} 
— 4 fa, 2? + ayy? + dy," + 2 dy Zt + 2agyyt + 2 az, eth = 0 
ax + by— ct=0 
bestimmt. 
So oft beide einander beriihren, zerfillt der Kegelschnitt in ein 
Geradenpaar, was durch die in 6 biquadratische Gleichung 


(oa+a)*—4a,,, (Ga+a) (B—ob), y(Ga+a), (6a+a)d—4a,, , 


(cu+«)(B—6b) (B—b—4ay y(B—ob) (B—b)d—4a,,, 

(Ga+ a)y y (B — ob) vy’? — 4a;, 70 — 4a, ’ 

(Ga+a)d—4a,, (B—o6b)d—4a,, yd — 4a,, 0? : 
a b 0 —6 


? 
angezeigt wird. 

Ks kommen in jedem Kegelschnittbiischel 4 Geradenpaare vor; 
so erhilt man die 16 Geraden der Fliiche, die in 2 Gruppen zu je 8 
zerfallen, dass jede Gruppe einer der Doppelgeraden zugeordnet ist. 

Die doppelt beriihrenden Kegel der Fliche erhilt man, wenn in 
der Gleichung (gp + 2 Ap’)? = 4p? (Wy + Am + A*p’) fiir 2 ein solcher 
Werth substituirt wird, dass die Determinante der Gleichung 2'" Grades 
y+ Ag+ atp? =O erschwindet. Dieses fiihrt zu der in 4 biqua- 
dratischen Gleichung: 

‘ a Aa)? (a 16)? a ay)? 
eta eties eee e 
Ks existiren 4 Kegel, welche die Fliche doppelt einhiillen und deren 
Tangentenebenen Kegelschnittschaaren aus derselben schneiden. Die 
Coordinaten der Spitzen geniigen den Gleichungen 
& (a, + Aa*) + t(a,, + 4a) =0 
Y (da. — AD?) + t (ay, + 48) = 0 
&. Ass + t (ay, + Ay) =0. 

Dieses sind die Gleichungen einer Raumcurve 3'* Ordnung, welche 
durch die Kegelspitzen und die 3 Nebenecken des vollstiindigen Vier- 
ecks geht. 

Ist A + 20 B + o?C=0 die Gleichung der Tangentenebene eines 
der 4 doppelt beriihrenden Kegel, so ist dessen Gleichung K = LB? — AC 
und fiir den Schnitt dieser Ebene mit der Fliiche ist K = (B+ oC). 
Die Flichengleichung zerfallt mit Benutzung des Ausdrucks fiir K in 
die beiden Factoren: 


- +p.st2pat2p(B+ so 
qa+t+p.s+t2ps4—2p(B+ ef) =0 


und jeder Factor in Verbindung mit A + 2e B+ e’?C=0 gibt eine 
Kegelschnittschaar von K. 


— 6} 
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§ 2. 
Um die Fliiche auf eine Ebene eindeutig abzubilden, bediene ich 


mich des Kegels K in Verbindung mit dem Ebenenbiischel g¢ = ¢p. 
Die Flichengleichung zerfillt dann in die Factoren 


ort+s+2ap+2(B+ 00) =0 
6r+s+2ip—2(B+ 00) =0. 
p=0. 
welch beide ersteren 2 projectivische Ebenenbiischel darstellen. Einer 
dieser in Verbindung mit 


4+2eB+ e°C=0 
q—s6p=0 
stellt die Coordinaten eines variablen Punktes der Fliiche als rationale 
Functionen 4'" Grades in 9, 6 dar. Ist Xu;x%;— 0 die Gleichung eines 
veriinderlichen Punktes der Fliiche, so erhilt man durch Elimination 
der x die Gleichung 
O=[u, A+20B+ 0°C, q— Gp, 6r+s+2dp—2(B+ oO) 
oder 
O=+ 2A(u, A+20B+ 0°C, q—Gp, p)—2(u, A+ oB, q—ep, B+ eC) 
+(u, A+ 20B+ 0e°C, ¢—Gp, or+s). 
Aus dieser Form geht wieder hervor, dass die héchsten Potenzen von — 
go, 6 den 2'" Grad nicht tibersteigen. 
Fiihre ich noch eine 3 Veriinderliche t ein, so nehmen die bei der 
Abbildung benutzten 3 Gleichungen die homogene Form an: 
s.t+or+2Arp+ 2(Br+ eC) =0 
tq — Gp=0 
Ar?+2Bor+ Coe’?=0. 
Sind alsdann @, 6, t die Dreieckscoordinaten eines Punktes der Ebene, 
so entspricht jedem Punkt der Ebene ein Punkt der Fliche und um- 
gekehrt. Es entstehen auf diese Weise 16 Arten von Abbildungen, 
nimlich 2 Gruppen nach Wahl des Ebenenbiischels und jede Gruppe 
enthilt wieder 8 Classen, der benutzten Kegelschnittschaar eines der 
4 doppelt beriihrenden Kegel entsprechend. Setzt man in obigen Glei- 
chungen t = 0, so reduciren sich dieselben auf 
6r+20C=—0 
op=0 
Co? = 0 
und diese sind erfiillt, wenn 
1) o=0, C=0 
2) e=0, p=0, r=0 
3) p=0, C=0, r=0. 











y 


- @C) 
- 8). 
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Ilieraus folgt, der Punkt t= 0, 6 = 0, der ausserdem einen Doppel- 
punkt der Abbildung jedes ebenen Schnittes giebt, ist das Bild des 
in C = 0 liegenden Kegelschnitts. Der Punkt r=—0, 9 =O, der 
ebenfalls ein Doppelpunkt der Abbildung ist, stellt alle Punkte der 
Linie p=0, r =O dar. Die ganze Linie t= 0 repriisentirt einen 
Punkt dieser Geraden p =O, r =O, niimlich den, in welchem sie 
von C = 0 geschnitten wird. 

Kommen in der Kegelschnittschaar des Biischels gq = op die Ge- 
radenpaare a,b, a,b, a,b, a,b, in der Kegelschnittschar von i die 
Paare 

ay My Cy Bylo, 
so tritt 4mal der Fall ein, dass 2 untereinander stehende Paare eine 
gemeinsame Gerade besitzen, welche dann iu bekannter Weise die 4 
festen Punkte der Abbildung ergeben. 

Die Abbildung der einen Doppelgeraden ist der Doppelpunkt 
t =(, 9 =0 in Verbindung mit der Geraden t; die der andern muss 
dann nothwendiger Weise eine Curve dritter Ordnung sein, welche in 
t= 0, @ =0 einen Doppelpunkt besitzt und den Punkt t = 0, 6 = 0 
einfach trifft. Die Tangentenrichtung derselben in diesem Punkte ent- 
spricht dem Schnitt der Doppelgeraden mit dem Kegelschnitt C und 
die Richtungen der Tangenten im Doppelpunkt entsprechen den Abbil- 
dungen des Punktes, in welchem sich die beiden Doppelgeraden treffen. 

Jeder ebene Schnitt der Fliiche bildet sich als Curve 4' Ordnung 
mit 2 Doppelpunkten in den Punkten tr = 0, ge = 0 und r=0, 6 =0 
und einfachen Punkten in den 4 andern Fundamentalpunkten ab. Der 
Kegelschnitt C wird von demselben 2mal getroffen, den beiden Tan- 
gentenrichtungen in jenem Doppelpunkt entsprechend; die erste Doppel- 
gerade wird einmal geschnitten, was aber in der Abbildung doppelt, 
nimlich durch die beiden Tangentenrichtungen im anderen Doppel- 
punkt angedeutet wird. Die Abbildungscurve trifft dann noch das 
Bild der 2'" Doppelgeraden in einem Punktepaar, dem andern Doppel- 
punkt des Schnittes entsprechend. 

Die 8 Geraden, welche die erste Doppelgerade treffen, bilden sich 
aber, als Kegelschnitte durch die beiden Doppelpunkte und je 3 der 
einfachen in Verbindung mit den 4 Geraden, welche die 4 Funda- 
mentalpunkte mit dem ersten Doppelpunkt verbinden. Die 8,-der an- 
dern Doppelgeraden angehérig, sind jene 4 Punkte selbst nebst den 
4 sie mit dem andern Doppelpunkt verbindenden Geraden. 

Die beiden Kegelschnittschaaren, welche den Doppelgeraden an- 
gehéren, bilden sich als Strahlbiischel, dessen Scheitel ein Doppelpunkt, 
und als Curvenbiischel 3'** Ordnung ab, dessen Gebilde durch alle Fun- 
damentalpunkte gehen und einen Doppelpunkt im 2'" Doppelpunkt be- 
sitzen. Curven derselben Schaar schneiden sich gar nicht, Curven verschie- 
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dener Schaaren in 2 Punkten, und jedes Gebilde trifft die ihm zuge- 
hérige Doppelgerade in 2 Punkten. 2 weitere Kegelschnittschaaren 
sind der Strahlbiischel und Curvenbiischel 3' Ordnung, die den beiden 
obigen entgegengesetzt liegen. Die 6 letzten endlich sind die 6 Kegel- 
schnittschaaren, welche durch die beiden Doppelpunkte und je 2 der 
4 einfachen gehen. 

Die Abbildung der einen Doppelgeraden ist eine Curve 3'* Ord- 
nung durch alle Fundamentalpunkte mit einem Doppelpunkt in t = 0, 
go =0. Dieses giebt 8 Bestimmungsstiicke derselben. Um weitere zu 
erhalten, legt man nur in der Gleichung eines ebenen Schnittes der 
Fliche Xu;f; = 0 den wu; die Bedingung auf durch 2 weitere Punkte 
einer Verbindungsgeraden des Punktes t, ¢ mit einem der Funda- 
mentalpunkte zu gehen. Die Gleichung Xw;/f; = 0 zerfillt dann in 
A(f+ Ag) =0 und der letzte Schnittpunkt des Curvenbiischels 3' 
Ordnung f + 4g giebt einen Abbildungspunkt der Doppelgeraden. 
Der ihm zugeordnete wird dann in bekannter Weise gefunden. Die 
Tangenteurichtungen im Doppelpunkte jeder Curve der Schaar deuten 
die Abbildungen ihres Schnittes mit der anderen Doppelgeraden an. 
Geht der Doppelpunkt in einen Riickkehrpunkt iiber, so entsprechen 
die Riickkehrtangenten den Bildern der Riickkehrpunkte. In der Nihe 
des Punktes (rt, @) verwandelt sich die Gleichung des Biischels f+ Ag 
in die der beiden Tangenten des Doppelpunktes: 


(at? + 2bt0 + co’) + A(ar? + 2fpre + yo’) =0. 
So oft beide Tangenten zusammenfallen, entsteht die Riickkehrtangente, 
was durch die in 4 quadratische Gleichung 


(b + 4B)? — (a + 4a) (€ + Ay) = 0 
angezeigt wird. Die beiden Werthe von 4 entsprechen den Curven 
des Biisehels, welche durch die beiden Riickkehrpunkte gehen. Man 
sieht auch leicht, dass die beiden Riickkehrtangenten mit den Linien 
g@ und t harmonisch liegen. 

Legt man in der Gleichung Xu;f; = 0 den u; die Bedingung auf, 
dass diese Curve in einem der Fundamentalpunkte einen Doppelpunkt 
besitzt, so zerfallt der Schnitt in diese Gerade und einen Curven- 
biischel 3'°* Ordnung, welch letzterer sich als Curvenbiischel 4'*" Ord- 
nung mit 3 Doppelpunkten abbildet. Sie schneiden sich dann noch 
in einem weiteren Punkte, welcher dem Bilde der Doppelgeraden an- 
gehért. Unter jener Schaar finden sich wieder 2, die in (t, @) einen 
Riickkehrpunkt besitzen und die Riickkehrtangenten deuten abermals 
die Bilder der 2 Riickkehrpunkte der Doppelgeraden an. 

Legt man in der Gleichung 2u4;f;—=0 den u; die Bedingung auf, 
durch 2 weitere Punkte der Verbindungsgeraden der Ecke (9, rt) mit 
einem der 4 Fundamentalpunkte zu gehen, so zerfillt Xa; f= 0 in 
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A(f+Ag)=0. Der 2% Factor stellt einen Curvenbiischel 3' Ord- 
nung dar, welcher in der Ecke (9, 6) einen allen Gebilden derselben 
gemeinsamen Doppelpunkt besitzt. Die Tangentenrichtung in der an- 
deren nebst der Richtung jener Verbindungslinie gibt die Abbildung 
des Schnittpunktes mit der Doppelgeraden an. Daraus folgt, dass sich 
alle Curven der Schaar in (@, 6) beriihren miissen. Jede schneidet 
noch das Bild der anderen Doppelgeraden in einem Punktepaar, wel- 
ches die Abbildung ihres Doppelpunktes ist. Unter der Schaar finden 
sich 2 vor, welche jenes Bild beriihren und die Beriihrungspunkte 
geben die Abbildungen der beiden Riickkehrpunkte dieser Doppellinie. 
Dass jene Zahl wirklich 2 betriigt, findet man leicht, indem man die 
Bedingungen eines vollstiindigen Schnittpunktsystems entwickelt und 
die Integralsummen 3'" Gattung gleich Null setzt. 

Bildet sich eine Gerade als Kegelschnitt durch die beiden Doppel- 
punkte und 3 der Fundamentalpunkte ab, so wird dieser von dem 
Bild eines ebenen Schnittes in 7 Punkten geschnitten. Legt man 
dann in der Gleichung Zu;/; = 0 den w; die Bedingung auf, durch 
2 weitere Pankte jenes Kegelschnittes zu gehen, so zerfallt Zw; f; in 
A(f+ 4m) =0. Es bedeutet dann f+ Am eine Kegelschnittschaar 
durch die beiden Doppelpunkte und den 4'°° Fundamentalpunkt, die- 
selbe ist die Abbildung des Curvenbiischels 3't Ordnung, in welchem 
die durch jene Gerade gelegte Ebenenschaar die Klaiche schneidet. 
Alle diese Kegelschnitte miissen sich in der Ecke (ro) beriihren und 
die Tangentenrichtung in diesem Punkte nebst der des Erginzungs- 
kegelschnittes stellen die Abbildung des festen Doppelpunktes des 
Schnittes dar. Jeder Kegelschnitt schneidet dann noch das Bild der 
anderen Doppelgeraden in einem Punktepaar, welches die Abbildung 
des beweglichen Doppelpunktes des Schnittes ist. Jene Schaar ent- 
hilt 2 Curven, welche dieses Bild beriihren und die Berithrungspunkte 
sind abermals die Bilder der 2 Riickkehrpunkte dieser Doppellinie. 

Die oben erwiihnten 2 Gruppen von Abbildungen unterscheiden 
sich dadurch von einander, dass sich die beiden Doppellinien in ent- 
gegengesetzter Weise verhalten und die 8 Klassen einer Gruppe dadurch, 
dass immer andere 4 einander nicht schneidende Geraden, die einer 
Doppelgeraden zugeordnet sind, sich als Fundamentalpunkte abbilden. 


§ 3. 
Benutzt man bei der Abbildung 2 der doppelt beriihrenden Kegel, 
so zerfaillt die Flichengleichung in die 4 Factoren: 
=(4— 2) p+ (B+ e0)+ (B+ 00’) 
O= (4 —4) p+ (B+ eC) — (B+ 6C’) 
0=(4— 2) p— (B+ eC) + (B+ 60’) 
O= (A— 1’) p — (B+ of) —- (P+ 60); 


Mathematische Annalen III, 33 
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A und 2 sind Wurzeln der biquadratischen Gleichung in 4, welche 
den 4 doppelt beriihrenden Kegeln entspricht und 
A+2eB+e@eC=0, A+4+26B4+ €C'=0 

sind die Gleichungen der veriinderlichen Tangentenebenen zweier dersel- 
ben. EKiner der 4 Factoren in Verbindung mit den beiden Gleichungen 
der Tangentenebenen stellt die Coordinaten eines veriinderlichen Punk- 
tes der Fiche als rationale Function 4'** Ordnung in g, 6 dar. Solcher 
Abbildungen giebt es 6 Gruppen, je nach den beiden benutzten Kegeln, 
und jede Gruppe enthilt 4 Klassen, den gebrauchten Kegelschnitt- 
schaaren entsprechend. Die 8 Paare, die in den beiden Ebenen- 
biischeln auftreten, will ich mit 


a,b, a,b, agb, a,b, 

c,d, ,d, ed, od, 
bezeichnen. Die Paare, welche in den benutzten Kegelschnittschaaren 
auftreten, sollen sein: 

GC, Galy Gyly 4,6, 

be, ad, be, a,d,. 


Bei der Abbildung erhilt man wieder die beiden festen Doppelpunkte, 
die Bilder der in C und C” liegenden Kegelschnitte; dann tritt 4mal 
der Fall ein, dass der Schnitt zweier unter einander stehender Paare 
eine gemeinsame Gerade liefert und diese ¢,, a@,, ¢,, a@, sind die 4 
festen Punkte der Abbildung. Da keine der Doppelgeraden bei der 
Abbildung bevorzugt ist, beide zusammen eine Curve 4' Ordnung 
mit 2 Doppelpunkten darstellen miissen, so wird das Bild einer jeden 
eine Curve 2" Ordnung durch die beiden Doppelpunkte und 2 der 
einfachen a, a,, ¢,¢, sein. Erstere sei die Doppelgerade 1, letztere 
die Doppelgerade 2. Die zu 1 gehérigen 6 anderen Geraden sind 
die 4 Verbindungslinien der Doppelpunkte mit ¢,, c, und die beiden 
Kegelschnitte, welche durch dieselben durch ¢,, ¢,, a, oder ¢,, ¢,, 4, 
gelegt werden kénnen; die zu 2 gehdrigen sind die 4 Verbindungs- 
linien mit a,, a, und die Kegelschnitte durch a,, a,, ¢, und a,, a, €5. 
Die Bilder der beiden Doppelgeraden schneiden sich dann noch in 
einem Punktepaare, welches die Abbildung ihres Schnittpunktes reprii- 
sentirt. 

Die 24 verschiedenen Arten der Abbildung unterscheiden sich 
dadurch von einander, dass immer 2 einander nicht schneidende Ge- 
raden der einen Doppellinie mit 2 einander nicht schneidenden der 
anderen sich als Fundamentalpunkte abbilden, sodass letztere jede 
Gerade der ersteren Doppellinie treffen, welche mit den beiden ersteren 
Paare bilden und umgekehrt. 

Die Kegelschnittschaaren, welche den beiden Doppelgeraden an- 
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gehéren, bilden sich als Curvenbiischel 2'** Ordnung durch die Doppel- 
punkte a,a, und ¢, ¢, ab. 

Werden endlich zu Ausgangsebenen C, C’ die Ebenen zweier 
Geradenpaare a, ¢,, b,c, benutzt, so werden die beiden Doppelpunkte 
der Abbildung zu einfachen, den Bildern der sich nicht schneidenden 
Geraden a,, b,, die anderen Fundamentalpunkte sind dann a,, a,, ¢;. 
Die Bilder der Doppelgeraden miissen dann in einen Kegelschnitt 
durch a,, a,, a@,, b; und eine Gerade durch c¢, iibergehen. Die 24 
Arten der Abbildung unterscheiden sich von einander dadurch, dass 
sich immer 4 einander nicht schneidende Geraden einer Doppellinie 
in Verbindung mit denjenigen der anderen, welche von den 4 folgen- 
den Geraden der ersteren getroffen werden, als Fundamentalpunkte 
abbilden. 

Die Gerade und der Kegelschnitt tretfen sich in einem Punkte- 
paare, welches dem Schnitte der Doppelgeraden entspricht. Die 4 
Punkte a, a, a, b, lassen sich 6mal zu je 2 verbinden, sodass man in 
Verbindung mit dem alle Fundamentalpunkte treffenden Kegelschnitt 
die 7 anderen Geraden der einen Doppellinie erhilt; die 4 fehlenden 
der 2'" sind noch die Verbindungen von ¢, mit a,, a,, a,, b;. Die 
Kegelschnittschaar der letzteren ist der Strahlbiischel, dessen Scheitel 
c, und die der ersteren der Kegelschnittbiischel durch a, a, a,b,. Durch 
¢, lassen sich 2 Tangenten an den Kegelschnitt durch a, a,a,b, ziehen, 
sie entsprechen den 2 Kegelschnitten des Biischels, welche die zuge- 
hérige Doppelgerade beriihren; ebenso kommen in der Kegelschnitt- 
schaar durch a, a,a,b, 2 Gebilde vor, welche die. durch c, gehende 
Gerade beriihren. Sie sind die Bilder der Kegelschnitte, welche die 
andere Doppelgerade beriihren. 

Dass jede Doppelgerade von 2 Kegelschnitten beriihrt wird, lisst 
sich auch leicht analytisch nachweisen. 

Behalten wir das in § 1. gewihlte Coordinatensystem bei, so driickt 
sich die Doppelgerade g = 0, p = 0 durch 

ax+by=0, t=0 
aus. Um ihren Schnitt mit einem Kegelschnitte der Schaar zu be- 
stimmen, setzen wir also t= 0, =w.b, y= —w.a, und erhalten ~ 
aus der Gleichung: 


0 = [6 (ax — by) + ax + By + ye + Ot} 

— 4 {44,2 + ayy’ + d3,2* + 2,,0t + 2a,,yt + 2as,2t} 
einen Kegelschnitt der Schaar die in 2, w quadratische Gleichung: 
[u-(26ab + ab — pa) + ye]? — 4 {u? (a,b? + a,,0*) + 5,27) = 0. 
Diese hat zwei gleiche Wurzeln, wenn 


4 (a,,0°+ a,,€°) dy, — p? (a,, bP? + a,,a°) — ay,(26ab + ab — payr=0, 
33* 
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und diese Gleichung liefert die beiden Werthe von o, fiir welche eine 
Beriihrung der Kegelschnitte mit der einen Doppelgeraden eintritt. 
Fiir andere Werthe von 6 giebt die obige Gleichung in w und z 
Punktepaare einer Involution, deren Doppelpunkte jene Beriihrungs- 
punkte werden. — 

Um zu weiteren Punkten der Abbildungen der Doppelgeraden zu 
gelangen, legt man in der Gleichung Xu; f; = 0 den u; die Bedingung 
auf, dass jene Curve in einem der Fundamentalpunkte einen Doppel- 
punkt besitzt, z. B. in-a,. Die Gleichung £u;f; = 0 stellt dann einen 
Curvenbiischel 3'" Ordnung dar, der sich noch in einem 9" Punkte 
schneidet und dieser ist dem Bild a, a, a,b, der einen Doppelgeraden 
angehérig. Legt man den w; die Bedingung auf, dass jene Curve 
durch 2 weitere Punkte einer Geraden, z. B. a,b, geht, so zerfallt 
Xu: f; in A(f+ Ag) und der Kegelschnittbiischel f+ 4g schneidet 
sich noch in einem 4'°*° Punkte, welcher auf dem Bilde der durch ¢, 
gehenden Doppelgeraden liegt. Dessen Schnitt mit a,b, ergiinzt sich 
mit. jenem 4'" Punkte zu dem festen Doppelpunkte eines ebenen 
Schnittes, wihrend der bewegliche durch das Schnittpunktepaar einer 
Curve des Systems f+ Ag mit dem Kegelschnitt a, a, a,b, angedeutet 
wird, Unter dieser Schaar finden sich 2 Gebilde, welche denselben 
beriihren und die Beriihrungspunkte sind die Abbildungen der beiden 
Riickkehrpunkte. — 

Legt man den w; die Bedingung auf, dass das ganze System 
Xu;f; durch 2 weitere Punkte des Kegelschnittes a, a, a,¢,b, geht, 
so zerfallt dasselbe in die Gleichung dieses und einen Strahlbiischel 
A-+-AB. Der Scheitel desselben liegt dann auf dem Bilde der durch 
ce, gehenden Doppelgeraden und ergiinzt sich mit dem Schnittpunkte 
dieses und des Kegelschnittes a, a, a, ¢,b, zu dem festen Doppelpunkte 
des ebenen Schnittes.. Jeder Strahl des Biischels schneidet dann das 
Bild der anderen Doppelgeraden in einem Punktepaar, welches die 
Abbildung des beweglichen Doppelpunktes ist. Unter jenen Strahlen 
sind 2, welche in zusammenfallenden Punktepaaren schneiden und 
dieselben sind abermals die Bilder der Riickkehrpunkte auf dieser 
Doppelgeraden. 

Legt man endlich den u; die Bedingung auf, dass das System 
Xu; f; =O durch 2 weitere Punkte einer durch ¢, gehenden Geraden, 
z. B. c,a, geht, so zerfallt dasselbe in A (f+ 4g) und das Biischel 
f+ 4@ schneidet sich noch in einem 4'" Punkte, welcher auf dem 
Kegelschnitt a, a,b, a, liegt. Derselbe ergiinzt sich mit dessen Schnitte 
mit a,c, zu der Abbildung des festen Doppelpunktes des Schnittes, 
wihrend der bewegliche durch das Punktepaar dargestellt wird, in 
welchem eine Curve des Biischels die durch ¢, gehende Gerade trifft. 
Unter jener Schaar finden sich wieder 2, welche diese Gerade beriihren 





al 
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und die Beriihrungspunkte sind die Bilder der Riickkehrpunkte der 
zugehérigen Doppelgeraden. 


II. 
Die Fliche besitzt noch einen besonderen Knotenpunkt. 


Lisst man die Fliiche 2’ Ordnung yy = 0 einen Kegel bedeuten, 
dessen Spitze auf der Fliiche (qr + ps) = 0 liegt, so wird diese zu 
einem Knotenpunkt der Fliche. 

Um die doppelt beriihrenden Kegel der Fliiche zu finden, lege ich 
ein Coordinatentetraeder, dessen 5 Ecken in die Nebenecken des aus 
den 4 Riickkehrpunkten gebildeten vollstiindigen Vierecks fallen und 
dessen 4'° Ecke die Kegelspitze von ~. Die Gleichung der Fliiche 
besitzt dann die Form (vgl. § 1.): 
4B {ay,2? + ayy? 332°} =[(aa + by) (ax—by)+t(ax+By+ y2)|? 
und die doppelt beriihrenden Kegel ergeben sich durch Nullsetzen der 
Determinante der Gleichung: ; 


(4512? + dy, y? + 332°) + VE A(x? — by’) + At(ax+By+yz2)=0, 
was zu der in A quadratischen Gleichung fiihrt: 

os. . vee i ES nd 

M4, + Aa? G.o— AD ' agg ; 
Die Fliiche besitzt daher nur 2 doppelt beriihrende Kegel. Die Coor- 
dinaten der Spitze folgen aus den Gleichungen: 


x (ay, + Aa) + = a = 0 
y (dy — 2b) + Sp =0 
233 a y=0. 


Fiir den Schnitt des Ebenenbiischels ¢ = op (ax + by — 6t =0) 
mit der Fliche zerfillt diese in die Factoren ¢ = 0 und 


4 (ayy22 + dy? + 552%) — (6 (aw — by) + (au + By + ye)? =0. 


Diese Gleichung stellt ein System von Kegeln mit gemeinsamer Spitze 


‘dar, welche siimmtlich den Kegel »y =O in zweien seiner Seiten be- 


riihren. Der Durchschnitt eines solchen Kegels mit gq = op kann nur 
dann in zwei Gerade zerfallen, wenn entweder der Kegel ein Ebenen- 
paar wird, oder die Ebene durch die Spitze des Kegels geht. Das 
erste geschieht, wenn 6 der Gleichung 


(@+oa)?—4a, («+6a)(8—6b) («@+6a)7| 
(@+ 6a) (B—ob) (B —6b)?—4a, (6 — ob)y |=0 
(a+ 6a)y (6 — ob)y vy —4as; 
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geniigt, welche in o quadratisch ist, und also zwei Geradenpaare 
liefert. 

Fiir den Schnitt des Ebenenbiischels g =: 6p mit der F'liche zer- 
fallt diese in die Factoren g? = 0 und (or + «)? —4y =—0 und letz- 
terer in Verbindung mit q = o¢p liefert die eine Kegelschnittschaar. 
So oft die Ebene gop die Fliche (er ~- s) —4y~=—0 tangirt, 
zerfallt der Schnitt in ein Linienpaar und die beziiglichen Werthe von 
6 folgen aus der quadratischen Gleichung: 


(oa + a)? —4ay (8 — ob) 
~ | (oata)y (6 — ob) |" 
Als drittes Geradenpaar muss man den Schnitt der durch den Knoten- 
punkt gehenden Ebene ax + by = 0 mit der Fiiiche hinzufiigen. So 
entstehen die 12 Geraden der Fliiche, die sich in 2 Gruppen zu je 
6 theilen, sodass jede Gruppe einer Doppellinie angehért. 

Ist A+ 2eB+ e?C =O eine veriinderliche Tangentenebene des 
Kegels ~, so ist dessen Gleichung » = B* — AC und mit Hiilfe des- 
selben zerfallt die Flichengleichung in die Factoren: 


ps + qr + 2p(B+ eC) =9 
ps+aqr—2p(B+ 0f)=0. 
Jeder derselben in Verbindung mit A + 20B-+ o?C=0 stellt eine 
Kegelschnittschaar von ~ dar. Mit Hiilfe des Biischels r = op zer- 
fallen diese Factoren noch in 
s+ 6q+2(B+4eC)=0 
s+ o6oq—2(B+ ef) =0 
und jeder derselben in Verbindung mit r = 6p und A+ 29 B+ e’C=—0 
liefert eine eindeutige Abbildung der Flache auf eine feste Ebene. 
Die Doppelcurve bildet sich wieder ganz in derselben Weise ab, 
wie im Fall I. Sind a, b,, a,b,, a,b, die Geradenpaare des Biischels 
q = 6p und ¢,d,, ¢,d,, c,d, die des Biischels r = op, sodass ¢, d,, 
a,b, die durch den Knotenpunkt gehenden Paare darsiellen, ferner 


0 


a, d,, bedi, ae, Cb, 

ads, bydy, a26, Cb, 
die Paare der Schaaren des Kegels ~, und kommen 

Cd, Cd,, Cds 

ads, bed), Ae, Cb, 
in den benutzten Schaaren vor, so sind die 4 Fundamentalpunkte die 
Bilder von ¢,, @,, ¢, d,. Ist 6 constant, dem durch den Knotenpunkt 
gehenden Paare entsprechend, g dagegen veriinderlich, so entsteht die 
unendlich vieldeutige geradlinige Abbildung des Knotenpunktes, auf 
welcher die Punkte ¢,, d,, sowie der Doppelpunkt tr = 0, 6 = 0 liegen. 
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Die beiden anderen Geraden der Doppellinie (p, r) sind die Verbin- 
dungen des Doppelpunktes (rt, 6) mit den Punkten ¢, und d,. Die 
4 Verbindungslinien des anderen (rt, 9) mit den 4 Fundamentalpunk- 
ten, nebst den beiden Kegelschnitten durch die beiden Doppelpunkte, 
durch ¢,, d, und ¢, oder d, geben die 6 Geraden der anderen Doppel- 
linie. Die Kegelschnittschaaren des einfach beriihrenden Kegels sind 
der Strahlbiischel, dessen Scheitel in (g, r) und der Kegelschnitt- 
biischel durch die beiden Doppelpunkte, durch c¢, und d;. 

Solcher Abbildungen giebt es 2 Gruppen, nach Wahl des benutz- 
ten Ebenenbiischels, und jede enthilt 2 Classen, den Kegelschnitt- 
schaaren von ~ entsprechend. Die beiden Gruppen unterscheiden sich 
von einander dadurch, dass sich die Doppelgeraden und mit ihnen die 
bevorzugten beiden Geradenpaare c,d,, a,b, in entgegengesetzter Weise 
verhalten; und die 2 Classen einer Gruppe dadurch, dass immer andere 
2 einander nicht schneidende der 4 anderen Geraden der bevorzugten 
Doppellinie, welche mit den Geraden a, und b, Paare bilden, sich als 
Fundamentalpunkte abbilden. 

Wird bei der Abbildung eine Kegelschnittschaar eines der doppelt 
beriihrenden Kegel K benutzt, so zerfillt die Fliichengleichung in die 
Factoren 

st oq+2Ap+2(B+ 00)=0 

s+ oq+2dap—2(B+ 07) =), 
von welchen einer in Verbindung mit 4+ 2eB+e?C=0 und 
r== 6p die eindeutige Abbildung der Fliche liefert. Die Geraden- 
paare, welche in den Schaaren von K vorkommen, seien 


‘ Az Cy, C3 My, a dy 
be, bds, dd, 
von denen die erstere bei der Abbildung benutzt worden sei. 


Die beiden Doppellinien bilden sich wie friiher ab; als einfache 
Fundamentalpunkte erhilt man die Geraden ¢,, ¢,, als zusammen- 
fallende den Knotenpunkt, sodass jeder derselben ein Bild der Geraden 
d, liefert. Die 3 anderen den Knotenpunkt treffenden Geraden sind 
die Verbindungslinien von ¢, mit den Doppelpunkten und der Kegel- 
schnitt durch siimmtliche Fundamentalpunkte. Die 4 Verbindungs- 
linien der Punkte c, und c, mit den Doppelpunkten und die beiden 
Kegelschnitte, die durch alle Ausnahmspunkte, beziehungsweise c, 
oder ¢, ausgenommen, hindurchgehen, geben die 6 letzten Geraden 
der Fliiche. 

Solcher Abbildungen giebt es 2 Gruppen nach Wahl des benutz- 
ten Ebenenbiischels und jede Gruppe enthilt 4 Classen den Kegel- 
schnittschaaren der doppelt beriihrenden Kegel entsprechend. Die 
beiden Gruppen unterscheiden sich von einander durch das entgegen- 
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gesetute Verhalten der Doppellinien und die 4 Classen einer Gruppe, 
dass immer einer der zusammenfallenden Punkte die Gerade ¢, oder 
d, ist und die beiden anderen solche 2 Geraden dieser Doppellinie 
reprisentiren, welche entweder beide mit a, oder b, Paare bilden. 

Bedient man sich bei der Abbildung der beiden doppelt beriih- 
renden Kegel, so entstehen 4 Classen von Abbildungen. Sind 

b,c, bc, a, ¢, 

A3C, 3M, a, d, 
die benutzten Geradenpaare, so werden sich c, und ¢, als einfache 
Fundamentalpunkte, a, doppelt abbilden, welches dem Knotenpunkte 
entspricht. Die beiden Doppellinien werden sich als Kegelschnitte 
abbilden, von denen der eine durch das zusammenfallende Punktepaar, 
der andere durch ¢,, ¢, geht. Die 4 Classen der Abbildung unter- 
scheiden sich dadurch von einander, dass sich immer eine andere der 
durch den Knotenpunkt gehenden Geraden doppelt abbildet. Die 
beiden einfachen Fundamentalpunkte gehéren dann zweien Geraden 
der anderen Doppellinie an, welche von derjenigen der ersteren ge- 
troffen werden, die noch durch den Knotenpunkt geht. 

Nimmt man die Ebenen zweier Geradenpaare, z. B. b,c, und 
@;€, zu Ausgangsebenen C und C’, so erhiilt man 5 einfache Fun- 
damentalpunkte in b,, a@,, ¢, und doppelt gerechnet a,; die eine 
Doppelgerade ist der Kegelschnitt durch b,, a, und die beiden Punkte 
a,, die andere eine Gerade durch ¢, u. s. w. 

Werden endlich zur Abbildung der einfach beriihrende Kegel » 
und einer der doppelt beriihrenden benutzt und sind 

Dy Cy Dyes aye 

a,d, bed, aye, Cy by 
die dabei verwendeten Paare, so erhailt man eine unendlich vieldeutige 
geradlinige Abbildung des Knotenpunktes, wenn die Tangentenebene 
a,¢, des einen Kegels fest, die des anderen variabel gedacht wird. 
In einer Geraden liegen der eine Doppelpunkt und die Punkte a, ¢,. 
Die beiden Doppellinien werden durch 2 Kegelschnitte dargestellt, 
welche durch die beiden Doppelpunkte c,, ¢, oder a,, b, hindurch- 
gehen. Die beiden anderen, den Knotenpunkt treffenden Geraden sind 
die Verbindungslinien des einen Doppelpunktes mit b,, ¢,. 

Solcher Abbildungen giebt es 4 Gruppen zu 2 Klassen nach Wahl 
der Kegelschnittschaar eines der doppelt und einfach beriihrenden 
Kegel. Die 4 Gruppen unterscheiden sich dadurch von einander, dass 
immer 2 den Knotenpunkt treffenden aber nicht zu einer Doppellinie 
gehérigen Geraden sich als Fundamentalpunkte abbilden; und die beiden 
Klassen einer Gruppe, dass die beiden andern Fundamentalpunkte die 
Bilder solcher 2 Geraden der beiden Doppellinien sein werden, welche 
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keine jener bereits abgebildeten treffen. Nimmt man zu Ausgangs- 
ebenen C und C’ die Ebenen zweier Geradenpaare, die eine gemein- 
same Gerade besitzen, z. B. b,c, und b,d,, so erhalt man wieder 5 
einfache Fundamentalpunkte c¢,, ¢,, ¢;, @,, d,, von welchen ¢,, a,, d, 
in einer Geraden liegen. Die eine Doppellinie ist eine Gerade durch 
a,, die andere ein Kegelschuitt durch ¢,, ¢,, ¢,, d, u. 8. W. 


III. 


Die Fliche besitzt noch 2 besondere Knotenpunkte, von denen 
jeder die Spitze eines einfach beriihrenden Kegels ist. 


Eine solche Fliche wird durch die Gleichung dargestellt (a. a. O. 
p- 617) (p? + » — x)? = 4p’, wo y= 0 ein Kegel, dessen Spitze 
auf p? — y = 0, und y = 0 ein Kegel, dessen Spitge auf p* — »y = 0 
liegt. Damit die Doppelcurve in ein Linienpaar zerfillt, muss die 
Ebene p die Fliiche » — yx tangiren. Nach den friiheren Bezeich- 
nungen liisst sich » — xy = 0 in der Form darstellen 


# (1—b,,)+ y? (L—b,))+- 2? (1— 33) —P—2),, ct —2b,,yt —2b,,2t=0 


und die Bedingung des Beriihrens ist erfiillt, wenn 


(1 a by) (Ll — boy) (1 — b53) = 0. 
Dieses kann sonach auf 3 verschiedene Weisen geschehen, je nachdem 


bi;, Bo, bs, gleich 1 wird. Ich nehme an b,, = 1, dann lisst sich 
die Flichengleichung in die Form setzen: 


{y?(1—Dy»)-+ 2 (1 —b,3)—20,, 2t —2),,yt—2 b, et? —=4 O(a? y?+2%). 
Die Ebene ¢ beriihrt die Fliiche wy — x in dem Punkte y, z, t=0; 
hiitte man b,, = 1 oder b,, == 1 gewiihlt, so ligen die Beriihrungs- 
punkte beziehungsweise in w, 2, t=O oder az, y, t= 0. 
Die Gleichungen der beiden Doppellinien in der Ebene ¢ sind 
yV1 —by + #Vb3, —1L =0 
YV1 by — 2V ds, —1 = 0. 
Diese kénnen in eine bessere Form gebracht werden, indem man die 
Bedingungsgleichungen beriicksichtigt (vgl. a. a. O. p. 621): 


Das® Ds! 


1 = 6b,’ + Doo + bos 
Do4? Ds4? 
1=b,? + bt + i? : 
Aus beiden folgt die Gleichung: 
bn .7— bu 4/7—7 
Tee V1— by ade tn Vbs3— 1 


und mit deren Hiilfe werden die beiden Doppellinien 
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Bezeichnet man diese Ausdriicke der Kiirze wegen mit ¢g = 0, r = 0, 
so wird die Flichengleichung {qr — 2¢ (b,,2-+ b,, y + b,,2)}? = 4@v, 
und wenn ausserdem noch der lineare Ausdruck b,, « + b,, y+ b,,2=s 
gesetzt wird, so ist die endliche Gleichung unserer Fliche 
(qr — 2ts)/? = 4 y. 

Die Ebenen g und yr schneiden Geradenpaare aus der Fliche aus, 
letztere ist speciell die singulire Tangentenebene, welche die Fliche 
lings der Verbindungsgeraden der beiden Knotenpunkte beriihrt. Die 
beiden Kegel, welche in den Knotenpunkten die Fliiche 4’ Ordnung 
ringsum beriihren, beriihren sich ausserdem und die Fiche lings einer 
Geraden, welchesder Doppellinie r angehért. Die 4 Schnittpunkte 
derselben mit der andern Doppelgeraden mit den zugehérigen Spitzen 
verbunden, geben 4 weitere in der Fliiche liegende Gerade, welche 
die beiden Paare des Kegelbiischels sind, welche der Ebenenbiischel 
q = 6t aus der Fliiche schneidet. Die 4 andern Geraden der Fiche 
entstehen dann noch durch den Schnitt der 4 Tangentenebenen, die 
durch die beiden Geraden eines dieser Paare an den zugehérigen ein- 
fach beriihrenden Kegel y oder zy gelegt werden, mit der Fiiiche. Sie 
bilden ebenfalls zwei Paare, die der conjugirten Kegelschnittschaar 
angehéren. Man findet die Gebilde der Schaar selbst aus dem Complex 
der Gleichungen (oq — 2s)? = 4y 


r=c6t. 
Da erstere Gleichung immer einen Kegel darstellt, dessen Spitze in 
Z, y, =O, so findet man analytisch die Geradenpaare der Schaar fiir 
solehe Werthe von o, fiir welche der Kegel in ein Ebenenpaar zer- 
fallt. Wenn man die Bedingungen dafiir entwickelt, so erhilt man 
eine quadratische Gleichung fiir 6, deren Lésungen den beiden Geraden- 
paare der Schaar entsprechen. 

Um die Fliche eindeutig auf einer Ebene abzubilden, bediene ich 
mich des Ebenenbiischels y = 6¢ in Verbindung mit einer veriinder- 
lichen Tangentenebene des Kegels y. 

Die Flichengleichung zerfallt in die Factoren: 

6q —2s+2(B+ 0C)=0 
. — 2s — 2(B+ 00) = a} 
und einer derselben in Verbindung mit 
yr -—6t=0 
A+ 20B + @C=0 
stellt die x als rationale Functionen 4'" Grades der 0, 6 dar. 
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Seien a,b,, a,b, die Paare des Biischels ¢ = ot; ¢,d,, c,d, die 
des Biischels r = ot, zu welchen als drittes Geradenpaar AA, die 
doppelt gerechnete Verbindungslinie A, der beiden Knotenpunkte mit- 
zuziihlen ist. Kommen ferner in der benutzten Kegelschnittschaar von 
y die Paare A,b,, c,a,, d,b, vor; so werden sich die Geraden d,, ¢, 
als einfache Fundamentalpunkte, A, doppelt abbilden, so dass diese 
zusammenfallenden Punkte mit dem Doppelpunkt C in einer Geraden 
liegen. Diese stellt zugleich die Kegelspitze y, jenes zusammenfallende 
Punktepaar die Kegelspitze 4 dar. Die Doppelgerade r, ¢ ist wieder 
eine Curve 3' Ordnung durch alle Ausnahmspunkte mit einem Doppel- 
punkt in dem zweiten Doppelpunkt ¢ und die andere q, ¢ wird durch 
den letzteren in Verbindung mit der dritten Dreiecksseite dargestellt. 
Die 4 Geraden, welche zu der Doppellinie q, ¢ gehéren, sind die Ver- 
bindungslinien des Doppelpunktes ¢ mit d,, ¢,, A, und der Kegel- 
schnitt durch alle Fundamentalpunkte mit Ausnahme eines der zu- 
sammenfallenden; die 4 der andern angehdérigen sind d,, c, und deren 
Verbindungslinien mit dem ersten Doppelpunkt. Die Kegelschnitt- 
schaaren der beiden Ebenenbiischel werden durch den Strahlbiischel, 
dessen Scheitel in C und den Curvenbiischel 3'" Orduung durch alle 
Fundamentalpunkte und mit Doppelpunkt in ¢ dargestellt. 

Je nach Wahl der Kegelschnittschaar hat man 4 verschiedene 
Abbildungen, die sich dadurch von einander unterscheiden, dass sich 
immer 2 andere einander nicht schneidende Geraden der bevorzugten 
Doppellinie als Fundamentalpunkte abbilden. Je nachdem man den 
Kegel w oder x bei der Abbildung gebraucht hat, werden sich noch die 
beiden Knotenpunkte in entgegengesetzter Weise abbilden. 

Benntzt man zur Abbildung die beiden einfach beriihrenden Kegel, 
und sind 

A,b,, Ga,, add, 

Ah, C24,, ed, 
die Geradenpaare, welche in den verwendeten Kegelschnittschaaren 
auftreten, so werden sich die Geraden A,, b,, b,, ¢, als einfache Fun- 
damentalpunkte abbilden, so dass A,, b, mit dem einen; A,, b, mit 
dem andern Doppelpunkt in einer Geraden liegen. Diese beiden Ge- 
raden geben die 2 Knotenpunkte der Fliiche. Die beiden Doppellinien 
werden sich in gleicher Weise auf die Bildebene iibertragen lassen, 
nimlich als Kegelschnitte durch die beiden Doppelpunkte, durch },, 
b, oder A,, c, Je nach Wahl der benutzten Kegelschnittschaaren 
hat man 4 Classen von Abbildungen, welche sich dadurch von ein- 
ander unterscheiden, dass sich immer 2 einander nicht schneidende 
Geraden der Knotenpunkte in Verbindung mit denjenigen Geraden der 
andern Doppellinie als Fundamentalpunkte abbilden, welche keine 
jener beiden ersten trifft. Nimmt man zu Ausgangsebenen C und C’ 
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die Ebenen zweier Geradenpaare, die eine gemeinsame Gerade besitzen, 
bei welchen aber nicht A, auftritt, so bilden sich die 5 die Knoten- 
punkte schneidenden Geraden als einfache Fundamentalpunkte ab. Dabei 
liegen a,, b,, A, und a,, b,, A, in einer Geraden, so dass jede der- 
selben einen Knotenpunkt darstellt. Die eine Doppellinie wird ein 
Kegelschnitt durch a,, b,, a,, b,; die andere eine Gerade durch A, sein. 

Ich erwahne noch einer Art Abbildung, zu der man gelangt, 
wenn man die Ebenen zweier Geradenpaare benutzt, in welchen die 
Gerade A, auftritt, z. B. die Paare A,b, und b,c,. Es wird sich 
dann A, doppelt, b,, ¢, ¢, einfach abbilden, so dass b, mit dem 
doppelt gerechneten A, in einer Geraden liegt. Diese stellt den einen, 
A, den andern Knotenpunkt dar. Die eine Doppellinie ist ein Kegek 
schnitt durch ¢,, c, und das zusammenfallende Punktepaar A,, die 
andere eine Gerade durch b,. Solcher Abbildungen giebt es 4 Classen, 
welche sich dadurch von einander unterscheiden, dass sich immer eine 
andere der durch die Knotenpunkte gehenden 4 Geraden in Verbin- 
dung mit den 2 der andern Doppellinie angehérigen Geraden, die von 
ersterer nicht getroffen werden, als einfache Fundamentalpunkte abbilden. 


IV. 


Die Fliche besitzt noch 2 besondere Knotenpunkte, die nicht 
die Spitzen einfach beriihrender Kegel sind. 


Eine solche Fliche wird durch die Gleichung dargestellt 


(qr + pl)? = 4p’ss’. 
Die beiden Doppellinien sind die Schnitte der Ebene p mit den Ebenen 
q und r, die beiden Knotenpunkte sind die Durchdringungspunkte der 
Schnittlinie von s und s’ mit der Fliche gr + pl =O. Die Ebenen 
s und s’ beriihren die Fliche lings Kegelschnitten ihrer Schnitte r 
mit der Fliche gr + pl 0. Die 8 Geraden der Fiche theilen sich 
in 2 Gruppen zu 4, so dass jede Gruppe einer der. Doppelgeraden zu- 
geordnet ist. Die 4 Ebenen, welche durch jede derselben und die 
beiden Knotenpunkte gelegt werden kénnen, schneiden 4 Geraden- 
paare aus der Fliche aus und je 2 kommen in den Kegelschnittschaaren 
der Ebenenbiischel r = op und g = 6p vor. 

Ich lege ein Coordinatentetraeder so, dass 3 seiner Eeken in die 
Nebenecken des aus den 4 Riickkehrpunkten der Doppelcurve gebildeten 
volistiindigen Vierecks fallen, und die vierte auf die Schnittlinie von 
s = 0, s’ = 0 und zwar harmonisch zu den beiden Knotenpunkten und 
dem Schnitte mit p= 0. Die Gleichung (qr + pl)? = 4p?ss’ nimmt 
dann die Form an: 


[(ay + b2) (ay — be) +t (ex + ye + OOP = 40? (a,2a? — b,222) 
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und die in dem System ss’+ A (qr + pl) + A*p? =O enthaltenen 
Kegel findet man, indem man die Determinante des Ausdrucks 
a,?a* — b,?2? + A (a?y? — b?2”) + At(ax+y2+ dt) +P =—0 
verschwinden lisst, d. i. aus der Gleichung 
24 Qy2Z 
(6, + ab?) {5* — 4,26 — a,2a}— EP? _ 9, 


Es existiren daher 2 doppelt beriihrende Kegel und deren Spitzen 


folgen aus 


y =0 
22 (b,? ++ Ab?) — yAt = 0. 
Dieses sind die Gleichungen eines Kegelschnitts, welcher in der Ebene 
y =0 liegt, durch die Kegelspitzen geht und die 3 in y liegenden 
Eckpunkte des Tetraeders enthiilt. 
Alle Ebenen des Biischels s = o's’ schneiden Kegelschnitte aus 
der Fliche aus, welche sich aus dem Complex der Gleichungen 
qr + pl— 2ps'6 =0 
s—o’s =0 
bestimmen. Fiir unser Coordinatentetraeder lauten dieselben ° 
(ay + bz) (ay — bz) + t (ax + ye + Ot) — 2to (a,x+ b,2) =0 
a,x — bz — o (a,x + bz) = 0. 
So oft die Ebene s = o°s’ die Fliche gr + pl — 2ps'c = 0 tangirt, 
zerfillt der Kegelschnitt in ein Linienpaar und die zugehérigen Werthe 
von 6 finden sich aus der biquadratischen Gleichung 





0 0 = — 6a, a, — Ga, 
| o -¥  L+oh —@+hH 4 
| 4 ae ? 
| ¢—oa, t—oh, 8 0 
| a,—@a, —(b,+5,6") 0 0 


welche in die beiden quadratischen: 


< by (1 + 6%) — 2a,b,6 + (1 +b Y— A) a, (1 — 6) =0 
zerfallt werden kann. 

Die Ebenenbiischel g = op und + = op schneiden ebenfalls Kegel- 
schnitte aus der Fliche. Fiir die des ersteren hat man den Complex 
der Gleichungen 

(or + 1)? — 4st = 0 


q—Gp=0 
oder 
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|o(ay — bz) + ax +- ye + Ot}? — 4(a,?2? — b,*2") = 0 
ay+be— ot=0. 
Die einzigen Geradenpaare, welche in dieser Kegelschnittschaar auf- 
treten, sind die, welche die beiden durch die Knotenpunkte und die 
Doppelgerade gelegten Ebenen aus der Fliiche schneiden. 

Die 4 Geraden des einen Knotenpunkts seien a,b,a,b,, die des 
andern ¢,d,¢,d,, so dass die Paare a,b,, ¢,d, der Doppellinie gq, p 
und die Paare a,b,, c,d, der andern r, p angehéren. Ausserdem 
seien a,¢,, b,d,, a,¢,, b,d, die Paare des Ebenenbiischels s = 6s’. 

Benutzt man bei der Abbildung der Ebenenbiischel g = op und 
einen doppelt beriihrenden Kegel K, so zerfallt die Flichengleichung 


in die Factoren 
L+ or+ 2Ap+2(B+ eC) =0 
L+ or + 2ap — 2(B+ eC) =0 
und einer derselben in Verbindung mit g — 6p = 0 und 
A+2eB+ ¢°C=0 

liefert die eindeutige Abbildung. Sind a,a,, d,d, die Paare der be- 
nutzten Kegelschnittschaar des Kegels K, so erhilt man neben den 
beiden Doppelpunkten noch die Bilder der Geraden a, und d, als 
doppelte Fundamentalpunkte. Die beiden Doppellinien bilden sich in 
bekannter Weise ab, d.i. die eine (q, p) als Curve 3 Ordnung durch 
alle Ausnahmspunkte mit einem Doppelpunkt in einem Doppelpunkt, 
die andere (7, p) als Verbindungslinie der beiden Doppelpunkte nebst 
dem zweiten. Die 4 Geraden der letzteren sind die Verbindungen des 
ersten mit a,, d, und die Kegelschnitte, welche durch beide Doppel- 
punkte, eines der zusammenfallenden Punktepaare und einen Punkt 
des andern gelegt werden kénnen; und die 4 der erstern sind dann 
ausser a,, d, die Verbindungslinien des zweiten Doppelpunkts mit a, 
und d. Die Kegelschnittschaaren der beiden Doppelgeraden werden der 
Strahlbiischel, dessen Scheitel der erste Doppelpunkt, und der Curven- 
biischel 3'** Ordnung, der durch alle Ausnahmspunkte einmal, durch 
den zweiten Doppelpunkt zweimal geht. Der Kegelschnittbiischel des 
Ebenenbiischels s = o6*s’ wird der Curvenbiischel 2'" Ordnung durch die 
beiden Doppelpunkte und je einen der zusammenfallenden Punkte. 
Die beiden Gebilde, welche in einer Ebene liegen, treffen den einen 
Doppelpunkt unter Richtungen, welche sich zum Bild des Schnitt- 
punktes jener Ebene mit der entsprechenden Doppelgeraden zusammen- 
setzen, und die beiden Schnittpunkte mit dem Bild der andern Doppel- 
geraden sind die Abbildung des Schnittpunktes derselben mit dieser. 
Nun kommt es zweimal vor, dass die beiden Gebilde zusammenfallen, 
nimlich fiir die Schnitte der singuliiren Tangentenebenen s und §’, 
welche die Fliiche lings Kegelschnitten beriihren. Es miissen daher 
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fiir diese sowohl jene beiden Tangentenrichtungen, als auch die beiden 
Schnittpunkte zusammenfallen. Die Bilder dieser beiden Kegelschnitte 
treffen daher den einen Doppelpunkt unter Richtungen, welche den 
beiden Riickkehrpunkten dieser Doppelgeraden entsprechen und _be- 
riihren zugleich die Curve 3'* Ordnung, welche die andere Doppel- 
gerade abbildet, so dass die Beriihrungspunkte deren Riickkehrpunkte 
darstellen. Nach Wahl der Ebenenbiischel werden sich die beiden 
Doppellinien in entgegengesetzter Weise verhalten und in einer solchen 
Darstellung giebt es 4 Classen, welche sich dadurch von einander 
unterscheiden, dass sich immer andere 2 einander nicht schneidende 
Geraden einer Doppellinie als zusammenfallende Fundamentalpunkte- 
abbilden. 

Benutzt man die beiden doppelt beriihrenden Kegel bei der Ab- 
bildung und enthalten die dabei benutzten Kegelschnittschaaren die 


Paare 
a,4,, d,d, und a,b,, ¢,d, 


so werden sich die Geraden a, und d, als doppelte Fundamentalpunkte, 
und die beiden Doppelgeraden, die hier gleichberechtigt auftreten, als 
Kegelschnitte durch die Doppelpunkte und beziehungsweise je eins der 
zusammenfallenden Punktepaare abbilden. Man hat 4 verschiedene 


Classen dieser Abbildungen, welche sich dadurch von einander unter- 


scheiden, dass sich immer andere 2 einander nicht schneidende Geraden, 
die nicht einer und derselben Doppellinie angehéren, als zusammen- 
fallende Fundamentalpunkte abbilden. 

Benutzt man bei der Abbildung die beiden Ebenenbiischel g — 6 p—0 
und g?s — s' =O, so zerfillt die -Flichengleichung in die Factoren 
or +1+ 20s =0, or +1 — 2es = 0 und die Darstellung der z 
als rationale Functionen der 9, 6 folgt aus den Gleichungen: 

or +1+ 20s =—0 
gq —Gop=0 
s—o’s=0. 
Aus diesen Gleichungen folgt, dass die Bilder ebener Schnitte Curven 
4’ Ordnung sind, welche die Ecken rt, @ und t, 6 des Coordinaten- 
dreiecks zu Doppelpunkten besitzen. Setzt man in denselben t = 0, 
so sind die Gleichungen erfiillt, wenn 
1) e=0 , p=0 , r=0 
2) ¢=0 , s=0 
3) s=O , p=0 , r=Q. 
Daraus folgt: der Doppelpunkt 1, @ ist das Bild der Doppelgeraden p, 
r; der Doppelpunkt 1, o ist das Bild des in s liegenden Kegelschnitts ; 
die Gerade rt ist das Bild des Schnittpunktes der beiden. Das Bild 


der andern Doppelgeraden muss dann eine Curve 3' Ordnung sein, 
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welche in der Ecke t, 6 einen Doppelpunkt besitzt. Nach den obigen 
Bezeichnungen kommen in den benutzten Kegelschnittschaaren die 
Geradenpaare 
a,b 5 &, d, 

My, Cy, 3 Dy, dy, 5 Gy, 5 by, d, 
vor. Um den einen Knotenpunkt, welchem das Paar a,b, angehort, 
abzubilden, denke ich mir die Ebene desselben fest, d. i. 6 constant, 
dagegen @ verinderlich. Es entsteht dann die vieldeutige Abbildung 
des Knotenpunktes als einer Geraden mit den festen Fundamental- 
unkten a,, b,, welche mit der Ecke +t, 6 auf einer Geraden liegen. 
Ebenso ist das Bild des zweiten Knotenpunktes eine Gerade mit den 
festen Fundamentalpunkten ¢,, d,. Die Verbindungslinien dieser vier 
Fundamentalpunkte mit dem andern Doppelpunkt t, @ geben die vier 
letzten Geraden der Fiche. 

Solecher Abbildungen giebt es zwei verschiedene Gruppen nach 
Wahl des Ebenenbiischels 6g — p = 0 oder 67 — p = 0, welche sich 
dadurch von einander unterscheiden, dass sich die beiden Doppelge- 
raden in entgegengesetzter Weise verhalten. 

Ich benutze endlich bei der Abbildung den Ebenenbiischel s = o?s’ 
und einen doppelt beriihrenden Kegel, so dass a,a,, d,d, die Paare 
des letzteren und a,c,, b,d,, a,¢,, b,d, die des ersteren darstellen. 
Die Flichengleichung zerfillt in die Factoren (B + @C-+- Ap) + os’ =0 
und einer dieser in Verbindung mit s—o*s’=0 und A+29B+ ¢°C=0 | 
liefert die eindeutige Abbildung. Die beiden Doppelpunkte der Abbil- 
dung sind die Bilder der Schnitte der Ebenen C und s’; ausserdem 
werden a,, a,, d,, d, als einfache Fundamentalpunkte auftreten, so 
dass a,, a, sowie d, und d, mit dem zweiten Doppelpunkt in einer 
Geraden liegen. Beide Geraden sind die Bilder der Knotenpunkte. 
Die beiden Doppelgeraden werden in der Abbildung zu Kegelschnitten 
durch die Doppelpunkte, durch a, und d, oder a, und d,. Solcher 
Abbildungen giebt es 4 verschiedene Classen nach Wahl der Kegel- 
schnittschaar eines der doppelt beriihrenden Kegel; sie unterscheiden 
sich dadurch von einander, dass sich immer 2 Geraden eines Knoten- 
punktes, welche verschiedenen Doppellinien angehéren, als Funda- 
mentalpunkte abbilden. 


V. 


Die Fliche besitzt noch 3 besondere Knotenpunkte, von welchen 
einer die Spitze eines einfach beriihrenden Kegels ist. 


Lasst man in der Gleichung (p* + ~ — x)? = 4p’ oder 


(p? — b+ x)? = 4p? (I) 
den Kegel x in ein Ebenenpaar zerfallen ¥ = qv, so besitzt die Fliiche 
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3 besondere Knotenpunkte, niimlich die Kegelspitze von y und die 
Durchdringungspunkte der Schnittlinie von g und + mit der Fliche 
p?>— w= 0. Sie seien der Reihe nach bezeichnet mit k,, k,, k,. Wenn 
die Doppeleurve in ein Linienpaar zerfallen soll, so muss die Ebene 
p die Fliche »— qr =0 beriihren. Liegt das Coordinatentetraeder 
so, dass die Ecke x, y, 2==0 in k, liegt, und die 3 andern in die 
Nebenecken des aus den 4 Riickkehrpunkten gebildeten vollstindigen 
Vierecks fallen, so dass die Ebenen x, y durch den Schnitt der Doppel- 
geraden gehen, so schreibt sich die Fliichengleichung: 
{P44 a®+y?+2?—(av+be+et) (—artbe+ ct) P40 (a+ y2+2). 
Die Bedingung des Beriihrens wird erfiillt, weun b= 1, und die Be- 
dingung, dass die Spitze des Kegels w in der Fliiche p? — qr liegt, 
wenn cc = 1. Mit Beriicksichtigung dieses liisst sich jene Gleichung 
schreiben: 

{e@(Lta%)+ y+ t(am + en)f? = 48 (a2 + y+ 2). 

Hierin stellt x? (1 + a*) + y? das Produkt zweier Ebenen dar, 
welche durch die beiden Doppelgeraden gehen. Ich will dieselben be- 
zeichnen mit s, und s,, sowie den linearen Factor am + zn mit I, 
dann kann die Flichengleichung in die Form gesetzt werden: 


(s,.% +t. )? —4Fy. 


Die Verbindungslinien von /, mit /, und i, sind in der Fliche liegende 


Geraden, liings welchen eine und dieselbe Tangentenebene statt hat. 
Dieselben gehen noch durch je eine der Doppelgeraden und die Aus- 
driicke s,, s, gleich Null gesetzt, stellen die Gleichungen derselben 
dar. Die 3 Kegel, welche in den Knotenpunkten die Fliche ringsum 
beriihren,; werden von der Ebene der Doppelgeraden in 3 Kegelschnitten 
geschnitten, welche beziehungsweise mit denselben Buchstaben be- 
zeichnet werden sollen. Dann beriihrt /, jede Doppelgerade; in den 
Beriihrungspunkten beriihren beziehungsweise k, und k, und die 2 
Schnittpunkte mit der andern Doppelgeraden mit dem zugehdrigen 
Knotenpunkt verbunden geben noch “ in der Fiiche liegende Ge- 
raden. Die zu der Doppelgeraden s, gehérigen will ich mit a,, b,, 
die zu s, gehérigen mit a, und b, bezeichnen. Die Verbindungslinie 
k, mit i, sei A, und k, mit k, sei A,. Der Ebenenbiischel s,— ot = 0 
enthalt dann die Geradenpaare A,-A, und a,b,, der Biischel s,— ot = 0 
die Paare A, A, und a,b,. Die Paare, welche in den Kegelschnitt- 
schaaren von w~ auftreten, sind A,a,, A,b, sowie A,b,, A,a, und die 
des Kbenenbiischels ¢ — 6r = sind A, A,, a,a,, b,d,. 

Bedient man sich bei der Abbildung zuniichst des Ebenenbiischels — 
s, — 6t=0O in Verbindung mit einer Kegelschnittschaar von yw, so 
folgt die Darstellung der w# als rationale Functionen vierten Grades 
zweier Parameter aus den Gleichungen: 

34 
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s,6 + (C—2B)1r— 2Cao=0 

st —ot=0 

Art 2erB+ @C=)0, 
die mittelst der Veriinderlichen t homogen gemacht worden sind. Man 
erhilt wieder zwei Doppelpunkte; der eine tr, 6 ist das Bild des in C 
liegenden Kegelschnitts, der andere t, 9 ist das Bild der Doppel- 
geraden ¢==(), s, = 0. Kommen in der benutzten Kegelschnittschaar 
des Kegels y die Paare A,a,, A,b, vor, so werden sich noch die Ge- 
raden A, und b, doppelt abbilden, so dass die zusammenfallenden 
Punkte A, mit dem Doppelpunkt rt, 6 in einer Geraden liegen, welche 
den Knotenpunkt /, darstellt. Die zusammenfallenden Punktepaare 
A, und b, selbst sind die Bilder der zusammengehérigen Knotenpunkte. 
Die Doppelgerade ¢ == 0, s, = 0 wird durch die Curve 3' Ordnung 
dargestellt, welche durch alle Fundamentalpunkte geht und in 1, @ 
einen Doppelpunkt besitzt. Die Verbindungslinien des Punktes 1, @ 
mit A, und-b, geben die Geraden a, und A,, die Verbindungslinie 
von t, 6 mit }, ist die Gerade a, und der Kegelschnitt durch die 
Doppelpunkte, durch das Punktepaar }, und einen der Punkte A, ist 
die Gerade b,. Die Kegelschnittschaar des Biischels s, — of = 0 ist 
der Strahlbiischel , dessen Scheitel in t, 6; die des Biischels s, — o/—0 
ist der Curvenbiischel 3'" Ordnung, welcher durch alle Fundamental- 
punkte geht und in rt, g einen Doppelpunkt besitzt. Die Kegelschnitt- 
schaar des Biischels ¢ — o7 = 0 endlich ist der Curvenbiischel 2!" Ord- 
nung durch die Doppelpunkte und je einen Punkt der zusammenfallenden 
Punktepaare. Unter letzterer Schaar finden sich zwei vor, welche das 
Bild der Doppelgeraden s, = 0, ¢ = beriihren. Die Beriihrungs- 
punkte sind die Bilder der Riickkehrpunkte dieser Geraden und die 
Tangentenrichtungen in dem andern Doppelpunkt entsprechen den 
Abbildungen der Riickkehrpunkte der andern Doppelgeraden. Solcher 
Abbildungen giebt es 2 Gruppen nach Wahl des Ebenenbiischels und 
jede Gruppe enthiilt 2 Classen® nach Wahl der Kegelschnittschaar von 
yw. Die beiden Gruppen unterscheiden sich dadurch von einander, 
dass sich die beiden Doppelgeraden und mit ihnen die Geraden <A, 
und A, entgegengesetzt abbilden und die Classen einer Gruppe dadurch, 
dass sich die beiden Geraden des Knotenpunktes, welcher nicht von 

A, oder A, geschnitten wird, als Punkt oder Gerade abbilden. 


Bei Benutzung des Ebenenbiischels g —- 6? = 0 und des Kegels 
y zur Abbildung, folgt die rationale Darstellung der « aus den Glei- 
chungen 


titrot+trB+oeC=0 


tq —er=O0 
TPA + 2orh4 CC=0. 
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Sind A,a,, A,b, die Geradenpaare der benutzten Kegelschnittschaar, 
so bilden sich A,, A,, a,, b, als einfache Fundamentalpunkte ab, so 
dass A,, a, und A,, b, mit dem Doppelpunkt t, @ in einer Geraden 
liegen, welche beide Geraden die Bilder der zusammengehérigen Knoten- 
punkte sind. Dann liegen noch A,, A, mit dem Doppelpunkt 1, 6 
in einer Geraden, dem Bilde des letzten Doppelpunkts. Die 2 Doppel- 
geraden bilden sich als Kegelschnitte durch die Doppelpunkte und 
beziehungsweise a,, A, oder A,, b, ab. Die 2 letzten Geraden sind 
noch die Verbindungslinien von (rt, 6) mit a,, b,. 

Hitte man sich der andern Kegelschnittschaar zur Abbildung be- 
dient, so wiirden sich die Geraden b,, a, als Fundamentalpunkte ab- 
gebildet haben. 

Wihlt man die Ebene + so, dass sie ein Geradenpaar aus der Fliiche 
schneidet, was immer geschieht, sobald + die Fliche 2‘ Ordnung 
p> — ¥ = 0 tangirt, so kann die Darstellung der « durch Functionen 
3' Ordnung in e, 6 geleistet werden. Die Ebene r enthalte das Paar 
a,a,, die Kbene C das Paar A,a,. Dann bilden sich a,, b,, A, als 
einfache Fundamentalpunkte, dagegen A, doppelt ab, sodass die 3 
ersteren, sowie das zusammenfallende Punktepaar A, mit A, in einer 
Geraden legen. Letztere ist das Bild des Knotenpunktes k,, erstere 
nebst dem zusammenfallenden Punktenpaar A, stellen die zusammen- 
gehérigen Knotenpunkte dar. Die Verbindungslinien von A, mit a, 
und , sind die 2 letzten Geraden der Fliiche. Die eine Doppelgerade 
ist der Kegelschnitt durch a,, b, und das zusammenfallende Punkte- 
paar, die andre ist eine Gerade durch A,. Wiihlt man noch die Ebene 
q so, dass sie die Fliiche 2'" Ordnung p? — yy = 0 tangirt, was noch 
immer nidglich ist, so werden die Geraden a,, b,, a,, b. in den Riick- 
kehrpunkten die Doppelgeraden schneiden. Daraus folgt dann, dass 
die Bilder derselben in die Fundamentalpunkte a,, 6b, sowie in die 
Schnittpunkte der Geraden A,a,, A,b, mit dem Bild der andern Doppel- 
geraden fallen. Wenn man die Bedingungen entwickelt, dass q, r 
die Kliiche p* — yy = 0 tangirt, so erhiilt man die Gleichungen 

0=P—P+ea, 0=P—?+e, 
welche daher immer erfiillt werden kénnen. Solcher Abbildungen giebt 
es 2 Classen, welche sich durch das entgegengesetzte Verhalten der 
beiden zusammengehiérigen Knotenpunkte unterscheiden. 

Bedient man sich endlich bei der Abbildung der beiden Ebenen- 
hiischel s, — ot =O und q— oe? =0, so folgt die rationale Dar- 
stellung der « als Functionen vierten Grades in 6, 9 aus den 3 Glei- 


chungen : s, 6+ (1+ 2t) cr — 2er =0 
SyT — ot = O 


qr? —@r=—O0, 
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wo t die dritte homogene Coordinate. Der Doppelpunkt 1, 6 ist das 
Bild des in ry liegenden Kegelschnitts, der andre rt, @ nebst der Ge- 
raden t ist die Abbildung der Doppelgeraden ¢ = 0, s, = 0. Da 
ausserdem A, A,, a,b, und A,A,, a,a,, b,b, die benutzten Geraden- 
paare sind, so werden sich a,, b, als einfache Fundamentalpunkte, 
dagegen A, doppelt abbilden, sodass erstere sowie die zusammenfallenden 
Punkte A, mit dem Punkt (t, 6) in einer Geraden liegen. Diese beiden 
Geraden sind die Bilder der zusammengehérigen Knotenpunkte und 
die beiden Punkte A, stellen den andern dar. Die Doppelgerade s, = 0, 
¢ = 0 wird wieder die Curve 3‘ Ordnuug sein, welche durch alle 
Fundamentalpunkte geht und in t, @ einen Doppelpunkt besitzt. Die 
Verbindungslinien des Punktes tr, @ mit a,, b,, A, geben die 3 letzten 
in der Fliiche liegenden Geraden a,, b,, A,. Die singuliiren Tangenten- 
ebenen q, 7 treffen die Fliiche in den 4 Riickkehrpunkten. Daraus 
folgt, dass die Bilder der auf der Geraden (=O, s, = 0 liegenden 
durch die Gerade t und die Richtung der Geraden 9 im Doppelpunkt 
o, t dargestellt werden. Die der andern Geraden ¢ = 0, s, = 0 an- 
gehdrigen sind dann der Schnitt ihres Bildes mit @ und ihre Tan- 
gentenrichtung im Doppelpunkt 1, o. 

Solcher Abbildungen giebt es 2 Classen nach Wahl des Ebenen- 
biischels; sie unterscheiden sich dadurch, dass sich die beiden Doppel- 
geraden und mit ihnen ihre zugehérigen Geraden in entgegengesetzter 
Weise abbilden. 

VI. 
Die Fliche besitzt 4 besondere Knotenpunkte. 
Eine solche Fliche wird durch die Gleichung 
(p? + qr — st)? = 4p*qr 

dargestellt. Wird das Coordinatentetraeder so gewiihlt, dass 3 seiner 
Ecken in die Nebenecken des aus den 4 Riickkehrpunkten gebildeten 
vollstiindigen Vierecks fallen und die vierte Ecke auf der Schnittlinie 
q = 0, r = 0 liegt und zwar harmonisch zu den beiden Knoten- 
punkten und dem Schnitte mit p—O, so lisst sich diese Gleichung 
in die Form setzen: 


{ p+ (x+-y)(e—y) —(ax+b2+ep)(aa—bz+ cp) }=4p(a+y) (wy). 
Damit die Doppelecurve in ein Linienpaar zerfalle, muss die Ebene 
p =O die Fliche gr — st = 0 beriihren. Dieses wird erfiillt, wenn 
a =1; und 6?z? — y* =O ist dann das Produkt der Gleichungen der 
beiden Doppelgeraden. Ich will dasselbe bezeichnen mit s, . s, = 0. 
Wird in obiger Gleichung a = 1 gesetzt und geordnet, so entsteht 


{p (p — pe?— 2ex) + b22? — y? }? = 4p? (a? — y?). 
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Setzt man den linearen Factor p— pe?—2¢exc = 1 und kehrt zur fritheren 
Bezeichnung zuriick, so wird diese Gleichung: 
(p.b+s,.s8,)? =4p'qr. 

Die 4 Verbindungslinien der Knotenpunkte, welche in der Fliche liegen, 
sollen mit 1,, A,, A,, A, bezeichnet werden, sodass A,A,, A,<A,, 
A,A,, A,A, die 4 Geradenpaare der Fliiche sind. Dann werden <A, 
und A, die eine, A, und A, die andre Doppelgerade schneiden. Die 
+ singuliiren Tangentenebenen, welche liings diesen Geraden die Fliiche 
beriihren, werden daher paarweise je eine Doppelgerade enthalten und 
in deren Schnittpunkt einen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen. Die 
doppelt gerechneten Geraden A,, A, sind dann die Paare, welche der 
Ebenenbiischel s, — 6p = aus der Fliiche schneidet, A, und A, die 
des andern s, — 6p =. Die Paare des Ebenenbiischels ¢ — or = 0 
sind A, A,, A,A, und die des Biischels s — gt = 0 sind A, A,, A,<A,. 

Benutzt man bei der Abbildung die Ebenenbiischel q — 9?r = 0 
und s, — 6p =O, so zerfillt die Flichengleichung in die Factoren 
tl+ 6s, + 20r=—0 und tl] + 6s, — 2e7r = 0 und einer derselben 
in Verbindung mit tq? — oe? = 0 und ts, — 6p = 0 stellt die x als 
ritionale Functionen vierten Grades in 9, 6, t dar. Der Doppelpunkt 
6, t ist das Bild des in y liegenden Kegelschnitts, der andre ge, t das 
Bild der Doppelgeraden p = 0, s, = 0. Die Geraden A,, A, werden 
sich doppelt abbilden, sodass diese zusammenfallenden Punkte mit dem 
ersten Doppelpunkt beziehungsweise in einer Geraden liegen. Die 
doppelt gerechneten Fundamentalpunkte, sowie jene beiden Geraden 
stellen die Abbildungen der zusammengehérigen Knotenpunkte dar. 
Die beiden letzten liegen mit den Dreiecksseiten t, 6 harmonisch. Die 
Verbindmmgslinien von A, und A, mit dem Punkt t, @ geben die Ge- 


raden A, und A,. Die Doppellinie p09, s, = 0 ist die Curve 3' 
Ordnung durch alle Fundamentalpunkte mit Doppelpunkt in 1, 9. Die 
Kegelschnittschaar des Ebenenbiischels g — 9? = 0 ist der Strahl- 


biischel, dessen Scheitel in rt, 9, sodass 2 in einer Ebene liegende 
Gebilde durch 2 Strahlen dargestellt werden, welche mit den Dreiecks- 
seiten t, @ harmonisch liegen. Letztere selbst sind die Bilder der 
Schnitte der singuliiren Tangentenebenen 7, q und stellen zugleich die 
heiden Riickkehrpunkte der Doppelgeraden p =O, s, =O dar. Die 
der andern fallen in den Schnittpunkt von g mit der Curve 35' Ord- 
nung und in die Ecke 1, 6 des Coordinatendreiecks. Die Kegelschnitt- 
schaar des Biischels s — 9?¢ = 0 ist der Curvenbiischel 2'°" Ordnung 
durch die zusammenfallenden Punkte und die Doppelpunkte und die 
beiden Schaaren der Biischel s,; — 6p =O und s, — 6p =O sind der 
Strahlbiischel, dessen Scheitel in die Ecke rt, 6 und der Curvenbiischel 
3 Ordnung durch alle Fundamentalpunkte mit gemeinsamem Doppel- 
punkt in der Eeke rt, 9. 
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G. Kornpoérrer. 


Solcher Abbildungen giebt es 2 Gruppen nach Wahl des Ebenen- 
biischels einer Doppellinie und jede enthiilt 2 Classen nach Wahl des 
Ebenenbiischels eines Knotenpunktpaars. Die beiden Gruppen unter- 
scheiden sich dadurch von einander, dass sich die Doppellinien und 
mit ihnen die zugehérigen Geraden entgegengesetzt abbilden und die 
Classen einer Gruppe durch entgegengesetztes Verhalten der Knoten- 
punktpaare. 

Bedient man sich bei der Abbildung der beiden Ebenenbiischel 


q—or=U und s — &t=0, so folgt die eindeutige Darstellung 
der « aus den Gleichungen: 
pt+tor+oet=0 
q— or =0 


s—@t=0 
oder bei unserer Wahl des Coordinatensystems und wenn auch die 
Gleichungen homogen gemacht werden: 
pt+6(x—y) +9 (@—bz+ cp) =0 
e(cty)—&(«—y) =0 
ut? (a + be + cp) — o@ («# — bz + cp) =0. 


Hieraus folgt: 


ux = — b(t? + o*) (ct? + 9? + 2orEKC) 
uy = b (2? — 0?) (e? +g? + 2or0) 
us (rt? — g*) (tr? + 6? — 2cér) 


up= 2be (9 + 6) (t?+ GQ). 

Die beiden Doppelpunkte der Abbildung 1, @ und 1, 6 sind die Bilder 
der in ¢ und r liegenden Kegelschnitte. Die eine Doppelgerade, auf 
welcher sich diese beiden schneiden, wird durch die Dreiecksseite rt 
in Verbindung mit der Geraden 9 + 6 = 0 dargestellt und die andre 
durch den Kegelschnitt r? + 69 = 0. Die beiden Knotenpunktepaare 
werden durch die Linienpaare t* + 9?+ 2otc=0 und t?+ 6?—2cor=0 
dargestellt. Zwei einfache Fundamentalpunkte sind die Schnittpunkte 
von e+o=0 mit r+ 0? + 2etre=O0 und die zwei andern sind 
die Schnittpunkte desselben Linienpaares mit t? + 96 = 0. Dieselben 
stellen die 4 auf der Fliiche liegenden Geraden dar, sie liegen ausser- 
dem noch auf dem Linienpaar t* + 6? — 2c6r=0. Die Benutzung 
von gq und s zu Ausgangsebenen liefert dieselbe Abbildung; dagegen 
bei Benutzung der Ebenen q, ¢ oder 7, s werden sich die Doppelge- 
raden entgegengesetzt abbilden.*) 


*) In einer weiteren Abhandlung werden die Fiille behandelt werden, in welchen 
die beiden Doppelgeraden der Fliiche einander unendlich nahe riicken. 
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Berechnung der Menge von Primzahlen, 
welche innerhalb der ersten Hundert Millionen natiirlicher 
Zahlen vorkommen. 


Von Metsser in IseRLoun. 


Die folgende Berechnung bildet die Fortsetzung der im II. Bde. 
gegenwiirtiger Zeitschrift pag. 636 folgg. ausgefiihrten Berechnungen 
von Primzahlenmengen. Behalten die daselbst gebrauchten Zeichen 
ihre Bedeutung, so ergiebt sich fiir 


m = 100 000 000 
nt+u=gpV¥m=1 229 
1D =gop/u= 90 

= 11 39 


1229 
p (m) = O(m, 90) + 750 690 — Lp Cc ): 


- gt P, 
Berechnung von ® (m, 90). 


a) Reduction von ®(m, 90) auf — _b) Reduction von © (m, 80) auf 


®(m, 80) nach Formel 5. ® (m, 70) 
© (215 982, 89) = 19 199 ® (244 498, 79) == 21 733 
(216 919, 88) == 19 277 (249 376, 78) == 22 191 
(218 818, 87) == 19 434 (251 889, 77) == 22 448 
(222 717, 86) = 19 770 (257 069, 76) == 22 937 
(225 733, 85) == 20 037 (261 096, 75) = 23 338 
(227 790, 84) == 20 222 (263 852, 74) == 23 625 
(230 946, 83) = 20 516 (268 096, 73) == 24 O70 
(232 018, 82) = 20 622 (272 479, 72) = 24 520 
(237 529, 81) = 21 079 (278 551, 71) = 25 121 
(238 663, 80) = 21 199 (283 286, 70) = 25 615 
Summa = 201 355 Summa = 235 598 


a) D(m, VO) = @ (m, 80) — 201 355 -b) P(m, 80) = (m, 70) — 235 598 
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(286 


532, 
184, 
735, 
114, 
457, 
488, 
543, 
732, 
296, 
356, 


(288 
(296 
(302 
(315 
(319 
(321 
(325 
(341 


(353 


69) = 
68) = 
67) = 
66) = 
65) = 


c) Reduction von ®(m, 70) auf 
® (m, 60) 


25 979 
26 190 
27 047 
27 625 
28 955 
29 451 
29 757 
30 273 
31 866 


159 


2a 
oo 


Summa —= 290 302 


(361 010, 


(369 008, 5 
747, 5 
298, 5 
105, é 
(398 406, 5: 
937, 5: 


(418 410, 5 


(371 
(380 
(389 
(414 


(429 184, 


Summa = 37 
d) ®(m, 60) = O(m, 50) — 375 328 

e) Reduction von ®(m, 50) auf 
®(m, 40) 
® (436 681, 49) = 


(440 528, 
(448 430, 
(473 933, 
(502 512, 
(507 614, 
(518 134, 
(523 560, 


(552 486, ¢ 
(558 659, 40) = 


59) = 


58) = 


50) = 


== 4 


c) B(m, 70) = D(m, 60) — 290 302 
d) Reduction von ®(m, 60) auf 
® (m, 50) 

® (355 871, 


33 
54 


552 
182 
117 
539 
53: 

581 
708 
559 
129 
428 


328 


tor 


‘ 
on 
3! 


= 


> 


9 
vo 
9 
o 
9 
o 


> ma Qr 


wy i= 


4 
4s 


or b 


43 464 
44 092 
45 150 
48 056 
51 344 
52 209 
53 658 
54 593 
58 061 
59 115 


Summa = 509 742 


e) D(m, 50) = O(m, 40) — 509 742 


® (m, 30) 
39) = 
38) = 


(578 034, 


(598 802, 
(613 496, 
(636 942, 


(662 251, : 
(671 140, : 
(719 424, : 
(729 927, : 
(763 358, : 


(787 401, 


Summa = 749 
f) ®(m, 40) = ® (m, 30) — 749 742 
g) Reduction von ®(m, 30) auf 


®(m, 20) 


29) — 


® (884 955, 


(917 431, 


(990 099, 


(1 030 927, 
(1 123 595, : 
(1 204 819, 
(1 265 822, 2 
(1 369 863, 20) 
Summa = 1 306 
) Om, 30)=—= O(m, 20)—1 306 541 


h) Reduction von ®(m, 20) auf 


28) 
(934 579, 27 
(970 873, 2 


] 


1 


® (m, 10) 


(1 408 450, 


(1 492 537, 
(1 639 344, 


(1 694 915, 


(1 886 
(2 127 
(2 325 
(2 439 
(2 702 
(3 225 


792, 
659, 
581, 
024, 
702, 
806, 

Summa = 3 


h) O(m, 20) O(m, 10)—3 015 290 


19) = 
18) = 
17) = 
16) = 
15) = 


13) = 
12) — 
11) = 
10) = 





f) Reduction von ®(m, 40) auf 


61 636 
64 348 
66 451 
69 539 
72 899 
74 466 
80 548 
82 414 
86 955 
90 486 
742 


102 
107 
110 
116 
119 
125 
138 
150 
159 
175 


740 
565 
631 
076 
553 
779 
582 
352 
911 
352 


541 


182 783 
196 553 
219 394 
230 684 
261 685 
301 485 
337 383 
362 710 
413 104 
509 509 
015 290 
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Zur Zahlentheorie. 





1) Reduction von ®(m, 10) auf ®(m, 5) 
® (3 448 275, 9) = 564 100 

(4 347 826, 8)=— 743 582 

(5 263 157, 7) = 9850 134 

(5 882 352, 6) = 1 128 285 

(7 692 307, 5) = 1 598 401 
Summa = 4 984 502 


i) O(m, 10) = O(m, 5) — 4 984 502 
Da 


® (m, 5) = 20 779 221 


ist, so kann man mittelst a) bis i) folgenden Werth fiir ®(m, 90) 


herleiten: 
® (m, 90) =9 110 821, 


1229 / 
° ee . y me 
Es bleibt nun noch iibrig, © (7.) zu berechnen. 
91 8 


Der leichteren Controle wegen mag diese Summe in Absiitzen von 


je 30 Summanden gebildet werden. Man findet: 


(91 — 120) = 482 750 (661 — 690)= 67 219 
(121 — 150) = 367 270 (691 — 720)—= 64 218 
(151 — 180) = 294 706 (721 — 750)= 61 702 
(181 — 210) = 246 891 (751 — 780)—= 49 333 
(211 — 240) = 211 080 (781 — 810)—= 57 027 
(241 — 270) = 186 053 (811— 840)= 55 128 
(271 — 300) = 164 605 (841 — 870)= 52 933 
(301 — 330) = 147 949 (871 — 900)= 51 051 
(33r — 360) = 134 643 (901 — 930)— 49 501 
(361 — 390) = 123 110 (931 — 960)= 47 740 
(391 — 420) = 114 466 (961 — 990)—= 46 438 
(421 — 450) = 105 838 (991 — 1020) = 44 900 
(451 — 480) = 98 288 (1021 — 1050) = 43 492 
(481 — 510) = 92 338 (1051 — 1080) = 42 164 
(511 — 540) = 87 237 (1081 —1110)—= 41 196 
(541 — 570) = 82 515 (1111 —1140) = 40 135 
(571 — 600) = 78 184 (1141 — 1170) = 39 157 
(601 — 630) = 74 031 (1171 — 1200) = 38 293 
(631 — 660) = 70 351 (1201 — 1229) = 36 119 

1229 


So (™ 
on ° C 


Folglich: 


gy (m) = 5 761 460. 


s 


)=4 100 051 











On the Deficiency of Certain Surfaces. 


By A. Caytey, 


If a given point or curve is to be an ordinary or singular point 
or curve on a surface of the order », this imposes on the surface a 
certain number of conditions, which number may be termed the 
,, Postulation“; thus ,,Postulation of a given curve quad i-tuple curve 
on a surface »“ will denote the number of conditions to be satisfied 
by the surface in order that the given curve may be an ¢-tuple curve 
on the surface. 

The ,, deficiency “ (Flichengeschlecht) of a given surface of the 
order » is 

= 4 (nm — 1) (wn — 2) (wn — 3) less deficiency-value of the several 
singularities viz. as shown by D'- Noether, if the surface has a given 
i-tuple curve, the deficiency-value hereof is 

= Postulation of the curve quad (¢ — 1) tuple curve on a surface 
n— 4; 

and if the surface has an i-conical point, the deficiency - value 
hereof is 

= Postulation of the point quad (¢ — 2) conical point (on a sur- 
face n — 4); viz. this is = 4i(¢ — 1) (¢— 2), and is thus indepen- 
dent of the order of the surface. 

I remark that if the tangent-cone at the i-conical point has 0 
double lines and x cuspidal lines, then the deficiency -value is 

=fi(¢— 1) (@ —2)+ @— 2)(~m—i—1) (06+). 
In the case of a double or cuspidal curve i is = 2, and the deficiency- 
value is 

== Postulation of given curve qud simple curve on a surface » — 4; 

and so for an ordinary conical point i is = 2, and the deficiency- 
value is =: results which were first obtained by D' Clebsch. 

I found in this manner the expression for the deficiency of a sur- 
face n having a double and cuspidal curve and the other singularities 
considered in my ,,Memoir on the theory of Reciprocal surfaces“ 
Phil. Trans. vol. 159 (1869); viz. this was 





D-= 





\e 
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D={(n—1) (w—2) (n—3)—(n—3) (b+) +40 +1) +2t+ FB + ay +t— $8, 


where we have: 


b, order of double curve, 

q, class of De-, 

ce, order of cuspidal curve, 

r, class of De, 

8, number of intersections of the two curves, stationary points 
on b, 

y, number of intersections, stationary points on c¢, 

i, number of intersections, not stationary points on either curve, 

©, number of certain singular points on ¢, the nature of wich 
I do not completely understand, and which is here taken to 
be = 0. 

Before going further | remark that 
Postulation of right line qué i-tuple on surface 1 


=1i(i+ l)n—ti(é+ 1) (2t—5S), 
=fi(i+ 1) (8n—2%+5). 
Whence if a surface » has a i-tuple right line, the deficiency- 
value hereof is 
=ti(i— 1) Bn —2i —5), 
or we have 
D = 14(n — 1) (n — 2) (n — 3) — Li (¢— 1) (Bu — 24 — 5) 
=t(—n+1)¢@—n+ 2) 2i+n—83); 
so that D =O if either i =n —1 or i=wn — 2; the former case 
is that of 2 scroll (skew surface) with a (nm — 1) tuple right line the 
latter that of a surface with a (m — 2) tuple line: whence (as shown 
by D« Noether) such surface is rationally transformable into a plane. 
For a surface of the order » with a i-conical point where the 
tangent cone has 0 double lines and x cuspidal lines, we have 


D = (v1) (n—2) (n—8) — {4i(é—1) (§ —2) + 6 —2) (n—i—1) (0 4-#)} 


=4(n —t— 1) {n? + n(¢—5) + P?—41+46—6(i— 2) (0+ x) 

viz. for ¢ =n» — 1 this is D = O (in fact a surface n with a (n— 1) 

conical point is at once seen to be rationally transformable into a 

plane): and for i=, that is for a cone of the order n, we have 
D = — §(n — 1) (n — 2) + (wn — 2) (0 + x) — (n — 38) (64+ 4), 

where the last term — (— 3) (6 + x) is added because in the pre- 

sent case the surface has the 0 double lines and the x cuspidal lines. 

The formula therefore gives 
D=—4(n—1)(n—2)+0+4+2, 


viz. this is equal to the deficiency of the plane sections taken negatively. 








D= 
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I find that the same property exists first in the case of a scroll 
(skew surface) having only a double curve; and secondly in the case 
of a torse (developable surface) having a cuspidal curve with the ordi- 
nary singularities; and this being so there can I think be no doubt 
but that it is true for any scroll or torse whatever — viz. that for 
any ruled surface whatever the deficiency is equal to that of the 
plane section taken negatively. 

First for the scroll we have 

D = }(n — 1) (n— 2) (n — 3) —(n — 3)O+ $94 26, 
which should be 
= — $(n — 1) (n— 2)+ BD. 
Salmon’s equations give in the case of a scroll 
3t = (n — 4) {3b —n(n—2)}, 
q = n(n — 2) (n — 5) — 2(n — 6), 
and with these values the relation is at once verified. 

Secondly for the torse; changing the notation into that used for 
the s‘ngularities of the curve and torse, we have 
£(r—1) (r — 2) (r—3) — (7 —3) (@ +m) + £ (G+) +2E+ 5B + dv te, 
which should be 

= —4(m—1)(m—2)+h+ 8B; 
we have g = r(n — 3) — 3a, and substituting this value and ex- 
pressing every thing in terms of 7, m, » by means of the formula 





r= f(r"? —r—n—Sm), 
a=-m—3r+3n, 
B=xn—3r+3m, 
° t= {r —3r? — d8r — 3r(n + 3m) + 42n + 78 m\, 


y=rm-+ 12r— l4dm — On, 
h = 4 (m* — 10m — 58n-+ 8h), 
we have after all reductions 


D=— t(m+nj)+r—1=— $(m —1)(m—2)4+ht+ 8. 

We have thus a elass of surfaces of negative deficiency; viz. any 
rational transformation of a cone for which the plane section has a 
given (positive) deficiency produces such a surface: and J think ii 
may be assumed conversely that a surface of negative deficiency is 
always the rational transformation of a cone for which the deficiency 
is equal to that of the surface taken with the reverse sign. As an 
instance take a quintic surface having a nodal conic and two 3-conical 
(eubiconical) points (this of course implies that the line joining the 
two cubiconical points is a line on the surface); the formula for the 
deficiency is (n = 5, b=2, q=2, r=—0, t=0) 








y +a, 
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D = (mn — 1) (wm — 2) (wn — 3) — (wm — 3)b+49¢4+2t—2 

(viz. a term — 1 for each of the cubiconical points) 
=4-—-4+1 —2, =—1. 

Such a surface can be obtained as the quadric inverse of a cubic cone; 
viz. taking for the vertex the point w:y:z2:@ =a:f:y:0 and 
the cone to pass thro’ the point =O, y=0, 2=0, the equation 
of the cone is 

(dx—aw, dy--Bpo, dz—yo—0 
where (a, B, y)*>=0. 

Taking Q a quadric function (7, y, 2)*, the transformation in 
question consists in the change of x, y, 2, @ into r@, ya, za, Q; 
viz. the new equation, rejecting the factor @ which divides out, is 

' (0x —aQ, dyo—BQ, d2@ —7Q)=0 
which is a quintic surface having the two cubiconical points 2 = 0, 
y=0, z=0 and z:y:s:o=a:p:y: ; Q, (where Q, is the 


value of Q@ on writing therein a, B, y in place of w, y, z): and 
having the nodal conic a = 0, Q = 0. 


Cambridge, 5. Jan. 1871. 








Notiz tiber die algebraischen Minimumsflichen. 


Von C. F. Geiser in Ziiricu. 


Wenn auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem im Raume be- 
zogen die Gleichung einer Fliiche durch 
ew == (0 


gegeben ist, wenn ferner zur Abkiirzung 


ou eu ou 
jas Fs 5% 
ou cu eu 
Ox in oy? citie: a az = Uys 
eu Cu ofu 
dgge Ss ees 5sgg Ms > dedg ™ “12 Me 


gesetzt wird, so bestimmt man in jedem Punkte der Fliiche die beiden 
Hauptkriimmungsradien durch die Ausdriicke 
Vu? + ut + ua? : Vie? + ay? + a? 
Ay > a, 


wo 4, und A, die Wurzeln der in 4 quadratischen Gleichung 


ry 


u,, —A Uy» Uy. uy 
Uy tog — A Uys Wy 0 

34 Uso Uy, -— A ty 

ay Uy Us, Q 


sind, und wo fiir die Quadratwurzeln in 
Vorzeichen zu wiihlen ist*). 

Wird diese Gleichung nach Potenzen von 4 entwickelt und in 
der Form 


~ 


und 7, ein und dasselbe 


T+au+HReRV=0 
geschrieben, so stellt, wenn nicht etwa w,? + w,* + u,? = 0 ist, 
U=0 
eine Fliche dar, die der Fliche « = 0 in denen ihrer Punkte begegnet, 


*) Vergl. ,,Hesse, analyt. Geom. des Raumes“. Erste Auflage. Seite 355. 








= 


be 


in 








Algebraische Minimumsfliichen. 531 


fiir welche die Summe der Hauptkriimmungen, d. h. > + = ver- 
schwindet. Ist w = 0 eine Minimumsfliiche, so muss also in allen 
ihren Punkten auch U = 0 sein. 

Wird diese Bemerkung auf algebraische Flichen angewandt, indem 
man «# als eine rationale und ganze Function n' Grades in x, y, 2 
voraussetzt, so hat man zuniichst u,, u,, us als Functionen vom 
(m — 1)!" Grade, yy, ty, Uy3, Mos gry M2 Vom (m — 2)'" Grade 
und da 


— T= (Ugg + tgs) Hy? F (Ugg tty) Uy? + (ty, egg) UH? 
— 2ilgg Uy Ug — 2Ug, Uy Uy — 2 tyo Uy Uy 
ist, U als eine Function vom Grade (8n — 4) in den Coordinaten 
xyz. Wenn also «= eine algebraische Minimumsfliche vom n'e 
Grade ist, so zerfallt die zugehérige Fliiche (8n — 4)'" Grades U = 0 
in « =O selbst und eine Fliche v = 0 vom Grade (2n — 4), derart, 


dass die Gleichung besteht: 
“a.va= U. 


II. 


Die Glieder n'*" Grades, welche in « vorkommen, bezeichne man 
in ihrer Gesammtheit mit u, so dass u eine homogene Function 2!" 
Grades der Coordinaten ist. Werden dann die ersten und zweiten 
Differentialquotienten von u nach x, y, z analog zu den Formeln in 
(1) mit uy, Wy, MWy5 Wy, Woo, Myg, Wag, Ugy, Wy, In die Betrachtung 
eingefiihrt, so erkennt man, dass jedes dieser 1 aus dem entsprechenden 
uw hervorgeht, indem man bei den « mit einem einzigen untern Index 
nur die Glieder (xn — 1)" Grades, bei denen mit zwei untern Indices 
nur die Glieder vom Grade (2 — 2) beriicksichtigt. Es folgt daraus, 
dass 

W == (tty FF Ugg) Wy? E Ctyg FE yy) My? Fy, FE Mhyy) Uy? 
— Ziggy Wy Uy — 2 Ug, Uy Uy — Zuo M, UN 

eine homogene Function der Coordinaten ist und mit den Gliedern 
(Sn — 4)" Grades des Ausdruckes — U/ iibereinstimmt. 

Da nun fiir die Minimumsfliche «= 0 die Gleichung U =u. ¢ 
besteht, so muss auch : 

U=u.v 
sem, wo » einen homogenen Ausdruck (2 — 4)" Grades in #, y, 2 
bedeutet. Es stellt aber 
u=0, 

in demselben Coordinatensysteme wie « = 0 interpretirt, den Kegel dar, 
welcher von dem Anfangspunkt der Coordinaten nach dem Schnitte 
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der Fliiche « =O mit der unendlich entfernten Ebene des Raumes 
gelegt werden kann; ist also « = 0 eine Minimumsfliiche, so gilt das 
Nimliche auch fiir den Kegel u = 0. 


Il. 


Ist u =O ein beliebiger irreductibler Kegel »'" Grades, dessen 
Mittelpunkt im Anfangspunkt der Coordinaten liegt [und welcher nicht 
mit dem Kegel 2* + y* + 2? = 0 identisch ist], so kann nur in solchen 
seiner Punkte die Summe der Hauptkriimmungen verschwinden, fiir 
welche auch der zugehérige Ausdruck | verschwindet. Es stellt aber 
u =O einen mit uO conzentrischen Kegel vom Grade (3 — 4) 
dar, so dass also »(8n — 4) Kanten des Kegels n'e" Grades existiren, 
fiir deren Punkte die eben gestellte Bedingung erfillt ist. Von diesen 
Kanten sind 3n(m — 2) durch die Wendekanten des Kegels 1 = 0 
gegeben*), da fiir einen Punkt auf der Wendekante beide Haupt- 
kriimmungsradien uwnendlich gross sind. Die iibrigen 2m” derselben 
werden durch folgende Betrachtung bestimmt: 

Der Ausdruck 11 ist der Coefficient von 4 in der entwickelten 
Determinante 


uy, —- 4 Uy Uys u, | 
Us, Uy, — A Uoy Uy 
A= . ye . 4 
Usy Uso sg; — 4 Uy 
Uy Uy Us 0 


Multiplicirt man die Elemente der letzten Verticalreihe mit (mn — 1), 
subtrahirt von ihr die erste Verticalreihe mit « multiplicirt, die zweite 
Verticalreihe mit y multiplicirt, die dritte Verticalreihe mit 2 mul- 
tiplicirt, so erhilt man unter Beachtung der Gleichungen 
mus=an, +yu, + 2n; 
(mw —- 1) uy = @Uyy + Yip + ZU; 
(2 — 1) uy = Mop + Yigg + Z1Q, 
(m — 1) Uy = Ug, + YUlgy + 2 Ugg 


folgende neue Form der Determinante: 


Uy, —4 Ujo Uys Ax 
; WU Uo — A Uys Ay 
(n—1) A= a1 7 ae y 
Us; Ugo 33 — 4 he 

Uy Uy Us — nu 


*) Jede vorkommende Doppelkante des Kegels ziihlt dabei fiir sechs, jede 
Riickkehrkante fiir acht Wendekanten, 
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Multiplicirt man hier die letzte Horizontalreihe mit (# — 1) und sub- 
trahirt von ihr die erste, zweite, dritte Horizontalreihe, denen man 
zuerst resp. die Factoren x, y, 2 beigegeben hat, so folgt 


Uy; _ A Ujo Uys Ax 

yA—| “au Wya — A Mos Ay 

sli ak Usy Use Us3 — 4 dz 
| 4a dy Ag n(m—1)u—A (a? y®+-2*) | 


in welechem Ausdrucke die 4 nur scheinbar bis zum vierten Grade 
ansteigen, da bei gehériger Entwicklung die Coefficienten von 4* und 
A' versehwinden miissen. 
Setzt man unter Beachtung des letzterwiihnten Umstandes gleich- 
zeitig 
u=0 e+t+y+2=0 
und ordnet nach Potenzen von 4, so erhalt man 


Uy Ujo Uys H 

, u. No. Uy. y 
(n—1P2 A =| 21 2 Uys 
| Ug, Uso Ugg 2 
. es ze 0 


~ a 


| 


1)a also in A kein nach 4 lineares Glied vorkommt, so muss | fiir 
jeden Punkt verschwinden, der auf den Kegeln u = 0, 2? -+ y? + 2=0 
gleichzeitig liegt. ‘Damit sind die gesuchten 2” Kanten als Schnitte 
des gegebenen Kegels mit demjenigen ihm concentrischen Kegel her- 
gestellt, der iiber dem unendlich entfernten imaginiiren Kreise des 
Raumes steht. 

Soll nun ein algebraischer Kegel zugleich Minimumsfliche sein, 
so miissen seine simmtlichen Kanten entweder als Wendekanten auf- 
treten, oder nach den Punkten des unendlich entfernten imaginiiren 
Kreises gehen, d. h. er besteht aus Ebenen, die einen gemeinschaft- 
lichen Punkt haben, und dem Kegel, der diesen Punkt mit dem ge- 
nannten Kreise verbindet. |Dieser letztere Kegel ist bekanntlich eine 
Kugel mit dem Radius Null, welche also in gewissem Sinne als Mini- 
mumsfliiche betrachtet werden kann und muss, was iibrigens leicht 
direct zu verificiren ist}. 

In Riicksicht auf das Schlussresultat des § II. folgt jetzt un- 
mittelbar der Satz: 

Der Schnitt einer algebraischen Minimumsfliche mit der unendlich 
entfernten Ebene des Raumes kann keine andern Elemente enthalten, 
als den wunendlich entfernten imaginirven Kreis |ein- oder mehrmals ge- 
legt| und gerade Linien, die ebenfalls unter Umstiinden mehrfach auf- 
treten, 


Se 
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IV. 


Dieselben Mittel, welche zum Beweise des eben angegebenen 
Theorems gefithrt haben, dienen auch zur Herleitung eines andern 
Satzes, der sich auf die vielfachen Punkte der algebraischen Minimums- 
flichen bezieht. 

Hat die Flaiche »'" Grades « = 0, wo w eine Function x'" Grades 
der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z bedeutet, einen ufachen Punkt, 
welcher, was der Allgemeinheit keinen Abbruch thut, im Anfangs- 
punkt der Coordinaten liegt, so sind die Glieder niederster Ordnung 
in w vom «a Grade und geben gleich Null gesetzt die Gleichung 

Min) = O 
des Tangentenkegels u'" Grades, der sich im afachen Punkte der 
Flaiche méglichst anschliesst. Bildet man nun nach IJ. den w zuge- 
hérigen Ausdruck U, so werden die in ihm enthaltenen Glieder nie- 
derster Ordnung ein homogenes Polynom U;,, vom Grade 3 u — 4 bilden. 
Zufolge der Minimumseigenschaft von « = 0 ist 

U=u.v 
wo v ein Polynom (2 — 4)'"" Grades bedeutet, und diess Zerfallen 
zieht nach sich, dass auch 

Du) = Mw) + Pwo 

sein muss, WO %) ein homogenes Polynom (24 — 4)'*" Grades ist, 
d. h. der Kegel u;,) ist ein Minimumskegel. Mit andern Worten: 

Der Tangentenkegel in einem vielfachen Punkte ciner algebraischen 
Minimumsfléche zerfaillt immer in Ebenen und denjenigen Kegel, welcher 
vom vielfachen Punkte aus nach dem imagindren unendlich eutfernten 
Kreise des Raumes geht; dabei ist der Fall nicht ausgeschlossen, dass 
dieser Kegel oder die Ebenen mehrfach (auch Null mal) zu ziéhlen sind. 


Ziirich, 6. Jan. 1870. 
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Ueber algebraische Differentialgleichungen 
erster Ordnung.*) 


Von J. Rosanes in Breswau. 


Im Folgenden ist der Versuch gemacht worden, mittelst algebrai- 
scher Betrachtungen die Frage zu behandeln, unter welchen Bedin- 
gungen das vollstiindige Integral einer Differentialgleichung von der 
Form: 

aAdx+ Bdy=0, 
wo A und J ganze Functionen von « und y sind, algebraisch ist. 

Nachdem die Untersuchung der dem vollstindigen Integral zu- 

kommenden Form ergeben hat, dass die linke Seite der Differential- 


_gleichung durch Multiplication mit einer rationalen Function von 2, y 


in ein exactes Differential muss verwandelt werden kénnen, gehe ich 
auf die einfachste Forderung ein, niimlich die, dass der reciproke Werth 
des Multiplicators eine ganze Function sein soll, deren Dimension die 
héhere unter den Dimensionen von A und B um 1 ibertrifft. Es 
resultirt fiir diesen all ein System von sehr einfachen Bedingungen, 
welche nothwendig sind. Es ist mir aber fiir jetzt nicht gelungen, 
zu ermitteln, in wieweit dieses System auch hinreichend sei, um die 
Krfiillung der gestellten Forderungen nach sich zu ziehen. 


$ 1. 


Wenn das vollstiindige Integral der Differentialgleichung 
Adz+ Bdy=0 
algebraisch ist, so hat es die Gestalt: 
J=a+ba+ch+---ms=O, 
worin «, B,... 4 irgend welche Functionen der willkiirlichen Con- 
stanten C, ferner a, b,... m ganze Functionen von «, y bedeuten. 
Bezeichnen wir durch Beifiigung der Indices 1, 2 die partielle Differen- 
tiation nach x, y, so muss 
J, B—JS,A=K 


*) Aus der (nicht verdffentlichten) Habilitationsschrift des Verfassers. Breslau. 
Ostern 1870, 
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fiir alle Werthesysteme x, y, ( verschwinden, welche J = 0 befrie- 
digen. Wenn K nicht identisch verschwindet (in diesem Falle wiire 
J = Const. das complete Integral), so eliminire man die Function « 
aus der Gleichung K = ( mit Hilfe von J =O; dadurch erhiilt man 
eine Gleichung J’= 0, welche wieder von allen Werthesystemen x, y, C 
erfiillt wird, fiir die J verschwindet, welche aber héchstens noch die 
Functionen B, y,...4 von C enthilt. Wenn J’ identisch ver- 
schwindet, so ist 
a+ b-Const.+ ¢6B+---+mi=0O 
das vollstiindige Integral, wobei fiir C irgend ein Werth gesetzt werden 
kann; wenn J’ aber nicht identisch verschwindet, so ist es durch J 
theilbar. Setzt man dann 
J/B—J,A=K’, 

so ist K’ (wenn es nicht identisch verschwindet und demzufolge 
J = Const. das vollstiindige Integral ist) durch J theilbar. Dasselbe 
gilt von der linken Seite der Gleichung J”= 0, welche entsteht, wenn 
man 6 aus K’=0 mit Hilfe von J’=O eliminirt, u. s. f. Hierbei 
gelangt man zu einer rationalen Function von x, y, welche = Const. 
gesetzt, das allgemeine Integral liefert; und zwar spiitestens dann, 
wenn man die siimmtlichen Functionen a, 6B, ...4 von C eliminirt 
hat, weil man dann einen von C freien Ausdruck J erhiilt, welcher 
durch J theilbar sein soll, also identisch verschwindet. 

Das volistiindige Integral hat demnach, wenn es algebraisch sein 
soll, die Form : 

R = Const. , 

wo R eine rationale Function von x, y ist. 


y 


. ‘ P dy . , 
Verallgemeinerung. Besteht zwischen x, y, =~ eine algebraische 
7? 6 5 


Gleichung, und ist ihr vollstiindiges Integral ebenfalls algebraisch, 
also wie oben von der Form J = a+ ba +--+-+ mda =0, so liisst 
es sich auch auf die Form 
R (x, y, Const.) = 0 
bringen, wo FR eine ganze rationale Function der drei Argumente ist. 
Beweis. Die Differentialgleichung sei: 

[ (da, dy) = Aydy" — A,dy"—'da 4+ A,dy"—*da? — --- + (—1)" A, da” =. 
Alsdann verschwindet f (J,, —J,) = K mit J. Durch Elimination 
von @ aus K = 0 mittelst J =O gelangt man zu den Functionen 
J’ und K’, welche mit J verschwinden u. s. f., wie oben. Hierbei 
ergiebt sich. sicher eine Gleichung von der Form 2 (x, y, C’) = 0, 
welche das vollstiindige Integral vorstellt, wenn man C” als willkiir- 
liche Constante betrachtet. 
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2 


Sn 


Der yorausgeschickte Satz beweist, dass, sobald Ada + Bdy = 0 


nur algebraische Integrale besitzt, es eine rationale Function > von 
«“, y geben muss, welche den Ausdruck 
“Ade + ZBay 4) 
N . 
zu einem exacten Differentiale macht. 

Die Einwirkung dieser Bedingung, welche offenbar fiir sich allein 
die Existenz eines vollstiindigen algebraischen oom noch nicht 
N 
= Const.), auf die Gestalt der oicaeliadame soll hier zuniichst 


zur Folge hat (erst zwei Maltiplicatoren 7, und 4 7 jiefern das Integral 
ZN 
NZ 
untersucht werden. 

Man kénnte auch nach bekannten Methoden den Ausdruck (1) 
unter der gemachten Voraussetzung integriren, die Uniibersichtlich- 
keit des Verfahrens wiirde jedoch das Resultat fiir das Weitere schwer 
verwendbar machen. 

Wenn der Ausdruck (1) ein vollstiindiges Differential bildet, so 
ergiebt sich sogleich, wenn wir 

ZA=P, ZB= 


setzen, die Bedingung: 


N (P, — Q) = PN, — ON), (2) 
oder: 
AN, —BN,=N “ —B,+ 5 BAN 
und in anderer Form: 
Ah, — BZ, = 4\— A, + B, + 45 PN 


Die Ausdriicke , sind ganz, d. h.: 


A%,—BZ, AN,—BN, 
Z N 

Jeder irreductible Factor von Z oder N liefert, gleich Null ge- 
setzt, ein particuliires Integral. 

Es geniigi fiir unseren Zweck, anzunehmen, dass N keine mehr- 
fachen Factoren besitzt und von héherem Grade als P und Q ist. 

Es seien nun FL, I’, G,... die irreductibeln Factoren von N und 


2d N=LH. Vo]. P= G-G=-:---, 
so dass 
” N v N = N 
b= 45) F’=5) OS Gees 
dann ist: 
= ( N(P,— Q)) 
™ x + : =, y 1 : 
N oreg 
folglich : 
Pp Q 


a” & 
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fiir jedes Werthepaar «, y, wofitir N= 0 wird. Ks kann aber auch 


a a . . 
gezeigt werden, dass > = x fiir solche Werthepaare constant bleibt. 
ie aie 
Ks ist niimlich zuniichst: 
P Fr 
(3) : N, + ‘ N, . da oi .. _— N, N,P, os: PN,) — Ny (N, P. ~~ PN, 
4 Ox oy d: *) ‘ NN, 


=o 
Mit Hiilfe des laut (2) identisch verschwindenden Ausdruckes 
T= PN,— QN, — N(P, — @,) 
folyern wir aber, dass der Ziihler auf der rechten Seite in (3): 
N, (N, P, — PN,,) — NX, (NP, — PN ,,) 
_ N, T —_ TN, + N { N, (Pr. — V1) — Ni, (LP, roe @1)} ? 
d. h. gleich Null ist fiir die Werthepaare, welche N (2, y) = 0 machen, 


> . 
dass also ~ fiir dieselben constant bleibt. 
“v4 


Die Anzahl der Werthe, welche - Ate = -| @ | anrehmen kano, 

Ni 5 oe 
himgt von der Zahl der gga Pastule E, F, ... ab, ine 
wilthe sich N=E.F.G,... zerlegen liisst. Wi ir aes sonach 


setzen: 


P [ @ p Ss Bee adie 
(4) E _ a Ln, | orn Ly F 7 a Kk” |= f, ws. f 
} 


0 E=0 -- F=@ 


so dass 
P—cE,E\ P—fFF\ 
Q—cE,E'J’ Q@-—fF, FS’ 


theilbar sind durch resp. Ly, I’, ..., demnach 
P—ckE,F’—fF ,F'—.:-:-: 
Q—ch,E’— fF, F’—.---- 
theilbar durch E- F’---- = N, d. h. identisch Null, weil N von 


hdherem Grade als P und Q ist. Mithin wird: 


PH=chk'+fl l’'+9G6,@+.--:-, 

Q=ch, E' +P, F'+9G6,¢+---, 
und das Integral erhilt die Form: 

clog E+ flog F + g log G + - - - = Const. 
(Lassen wir die fiir N gemachten Einschriinkungen fallen, so tritt im 
Integrale links noch eine rationale Function von x, y hinzu.) 
Offenbar geniigt es, zur Forderung des rationalen Multiplicators 

die hinzuzufiigen, dass die Zahlen ec, [, g,... sich wie ganze Zahlen 
verhalten. 
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Ist diese Forderung erfiillt, so schreiben wir das Integral in der 
Form: 
ke . I'S. Gia.» » == Const. 
und denken uns darin ¢, f, g, .... bereits dureh ganze Zahlen ersetzt. 
Geometrisch gesprochen, repriiseutirt diese Gleichung die Curven 
eines Biischels. 
ey i 
Gehen wir nun auf die einfachste Forderung ein, niimlich: wenn 
A, B ganze Functionen wv" Ordnung von x, y sind, so sollen die Be- 
dingungen dafiir gefunden werden, dass eine ganze Function (mn + 1s 
Ordnung N cxistirt, welche 
Adu + Bdy 
N 
zu cinem exacten Differential macht; so ergiebt sich unmittelbar, dass 


N(A, — B,) +N, B—N,A 


identisch verschwinden muss. Dies giebt Bedingungen zwischen den 
Coefficienten von A, 2, N, aus welchen die von N zu eliminiren 
wiiren. 

Um diese Elimination zu umgehen, habe ich einen Weg einge- 
schlagen, welcher den Umstand zum Ausgangspunkte hat, dass man 
mit Hiilfe der Formeln (4) die Gréssen ec, f, g,... sowie die Glieder 
héchster Dimension von N im Voraus sehr einfach bestimmen kann. 
Dabei mége durch die Bezeichnung N angedeutet werden, dass die 
Glieder héchster Dimension zu nehmen sind; ebenso bei A, B u. s. f. 

Fiie Z = 1 liefern niimlich die Formeln (4): 


A B’] 
& | ” FS lias 


‘= | Jt 

Da hier jedes Werthepaar benutzt werden kann, welches I’ (7, y) = 0 
befriedigt, so wihlen wir ein unendlich grosses Paar. Ist somit 
x — ey ein Factor von I, so wird: 

: A(z, 1) __ Ble,1) | 

N,(e, 1) Nols, 1) : 

Da nun 
éN,(e, 1) + Ni (e, 1) = (n+ 1) N(e, 1) = (n+ 1) L(g, 1). 2" (ze, 1) = 0 
ist, so ergiebt sich: 
(5) eA(e,1)+ Ble, 1) =0. 
Hiermit sind ¢, /, gy, ... und N bestimmt, sobald die Gleichung (5) 
keine mehrfachen, und A = 0, B= 0 keine gemeinschaftlichen Wur- 
zeln besitzen. 
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° A B hap he 
Zerlegt man niimlich ——— und in ihre (2 + 1) Par- 
= zA+yB cwA+yB orn 


a,&, b, 2 , 
aot he und ne ka (Za, = 1), 
so zerfallen die Gréssen «a, mdglicherweise in Gruppen gleicher; die 
Werthe der «, in den verschiedenen Gruppen sind resp. die Gréssen 
e, f, ..-, Wobei jedoch jetzt FE, F’, ... nicht mehr als irreductibel 
vorausgesetzt werden kénnen. Gleichzeitig erhilt man K=TT(a,2+b,y) 


I, a 
tialbriiche von der Form resp. 


iiber diejenigen Linearfactoren von «A + yB, welchen «, =e ent- 
spricht, F’ = Ti (a,x + b,y) iiber diejenigen, welchen a, = f eut- 
spricht, u. s. f. 

Sind die « simmtlich von einander verschieden, so muss N das 
Produkt von (2 + 1) linearen Functionen sein, und zwar von der Form 


N= (a,xu+ byy +e)... (Qn4rt + Ona ry + Cn41)- 
ee Se, eS ae ee eo, Se ae 


so verschwinden A und B fiir alle Paare (x, y), welche zwei Func- 
tionen a,x + b,y + ¢, annulliren, d. h., geometrisch gesprochen, 
4 n(n + 1) Schnittpunkte der Linien A —0, B= bilden das System 
simmtlicher Schnittpunkte von » + 1 Geraden, deren unendlich ferne 
Punkte bekannt sind. Diese (m + 1) (n — 1) = n? — 1 Bedingungen 
sind nothwendig und hinreichend, sowie unabhiingig von einander. 

Verallgemeinert man dieses Verfahren fiir den Fall, dass N nicht 
gerade aus linearen Factoren bestehen soll, so findet man verschiedene 
Systeme von Bedingungen, die je nach der Zerlegung von N in Factoren 
(oder der Vertheilung der «@ in Gruppen von gleichen) besonders auf- 
zustellen sind. Jedesmal aber kommt es auf Eliminationen an, deren 
Ergebniss nicht zu iibersehen ist. 


Da 


§ 4. 
Es soll jetzt ein System von Bedingungen hergestellt werden, 
welche stets erfiillt sind, wenn die Function N der Forderung gemiiss 
gefunden werden kann. 
Die Werthepaare (x, y), welche A und B zugleich annulliren, 
erfiillen entweder zwei der Gleichungen 
E=0, F=0, G=0,..., 
oder die Gleichung A, — B, =(, da der Ausdruck 
N(A, — B,) + BN, — AN, 
identisch verschwinden soll. (Dabei ist anzunehmen, dass ¢, /, g,--. 
von einander verschieden sind, d. h. wenn etwa e=/, so sind die 
Factoren E, F in einen zu vereinigen.) Die Anzahl der Schnitt- 
punkte der Linien FE =O, F =O, ... unter einander betrigt, wenn 
©, f, 9, ... die Grade von resp. HL, F’, G, ... sind, 
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ile Ni ee (n + 1)? ae 
Ag+ fo + = OEM ee tr te) 

und erreicht ihr Maximum }$(n+ 1). fir d=f=g=---=1. 
Von den Paaren, welche A und B annulliren, erfiil!en also mindestens 
}u(m— 1) agugleich die Gleichung A, — B, =O; dies giebt schon 
inindestens $(n — 1) Bedingungsgleichungen. 

Um weitere zu erlangen, fiihren wir die Functionen 

A, —- B, =A, A,B, — A,B, = 2 

cin, deren erstere in einem Theile der Schnittpunkte von A = 0, 
J} = 0 verschwindet. Eine einfache Verbindung dieser | beiden 
Functionen nimmt in den iibrigen Schnittpunkten charakteristische 
Werthe an. 

Nehmen wir niimlich einen Schnittpunkt, welcher zugleich etwa 
die Ausdriicke 7, F’ annullirt, so ist 
A,=G.H...(ce+f£LF,, B,=G.H...(cE,F,+/f,F,), 
A,=G.H...(eE, F,+/f£,F,), BR. =G.H...(e+fL£f, 
und somit haben unsere Functionen A und F& daselbst die Werthe: 

A=G.H...(E,F,—HL,F,) (e—f), 
R=—{G.H...V(L,F,— £1). ef, 

wie eine kleine Rechnung ergiebt. Daraus folgt sofort, dass fiir alle 
diese Paare 





ae. ote — ff 


i ef 

Wenn man alle Schnittpunkte durchgeht, so erhilt man auf diese 
Art héchstens $n (mv —+ 1), im Ganzen jedenfalls n*? Bedingungen. 

Diese Bedingungen sind jedesmal nach der vorauszusetzenden Zer- 
legung von N anders aufzustellen. Indess lehrt die folgende Betrach- 
tung, dass sich die verschiedenen Systeme durch eines ersetzen lassen. 

Die Zahlen ¢, f, ... waren definirt durch die -Partialbruch- 
entwickelung 
; A ieee Uy hy 
ad+tyB ~"a,c+b,y’ 
indem die verschiedenen Werthe der a, mit denen von ¢, /,... iiber- 
einstimmen. Sind nun die «, simmtlich ungleich, so sind » + 1 Zah- 
len ce, f, ... vorhanden und gleich den a,. Fiir diesen Fall gilt in 
}n(n — 1) Schnittpunkten die Gleichung A = 0 und in $n(n + 1) 

a= 


Schnittpunkten die Gleichung on . Es ist aber sofort 
P OR OO, 


(5a) 


klar, dass wir aus diesen n? Gleichungen, wenn wir unter den Zahlen 
«, beliebig Gruppen von gleichen annehmen, genau die Systeme er- 
halten, welehe den verschiedenen Fillen entsprechen. Mithin besteht 
ein System von stets nothwendigen Bedingungen, nimlich: 
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Unter den xv? Schnittpunkten von A =O mit B= 0 miissen 
Su (a — 1) existiren, in welchen B& verschwindel, in den iibrigen 
, . ‘ 1 : a? ,. r i oie 
Ln(w + 1) hat die Function FR te Werthe der Grissen 
- ' 


— (a, —a;)* a 
Cen (xm i,2,..n +1; 4—01,2,..,n41, # 


AV 
Rat 


a, &) 
in ivgend einer Rethenfolge. 

Es wiirde sich nun darum handeln, zu untersuchen, wie viele 
selbststiindige Bedingungen dadurch reprisentirt werden, um zu er- 
kennen, ob sie nicht bloss nothwendig, sondern auch hinreichend sind. 
Im folgenden Paragraphen werde ich eine Formel aufstellen, aus 
welcher hervorgeht, dass eine der Bedingungen immer eine Folge der 
anderen ist, wie nach § 3. auch erwartet werden musste. 


. 


vo. 


SR 


Ks sei /(#) eine rationale Function von «, welche fiir keine an- 
deren endlichen Werthe, als die von einander verschiedenen .,, x,, .. 
Za, +. unendlich gross wird. Bedeutet ¢, den. Coefficienten von 
(a — ay) * in der Entwickelung von f(x) nach steigenden Potenzen 
von (% — Z,); ist ferner ¢ der Coefficient von 2” * in der Entwickelung 
von f («) nach fallenden Potenzen von z, so findet die Beziehung statt: 


sy: 


— Cu: 


¢ = 
“ 

Ist J’(«, y) eine rationale Function von w, y, und @ (a, y) = 0 
eine die Variabeln verkniipfende algebraische Gleichung vom #'"" Grade 
in y; sind ferner y', y”, ... y™ die zu % gehdrenden » Werthe von 
y, dann ist 

{ (2) = F (a, y ) +I (a,f)+---+4h (a, y) 
eine rationale Function von .. Die von einander verschiedenen Werthe- 
paare mit endlichem x, fiir welche F(x, y) = oo wird, seien (x, y,), 


(%_ Yo), -+ (%e Yu), --- Bezeichnen wir jetzt mit y, den Coefficienten 

° «ai « . 7s . ° 
des Gliedes (x — x,) ~ in der Entwickelung von J’ (x, y) nach stei- 
genden Potenzen von (x — a,) (mit dem zngehérigen Werthe yu), 


° ’ ” ° ae _8 is . 
dagegen mit y’, y’,... die Coeffidenten von « ~ in den » Entwicke- 
lungen von J’(x, y) nach fallenden Potenzen von x, so ist mit Bei- 
behaltung der eingefiihrten Bezeichnung fiir die Function / (.): 


c= 2. 
Es ist aber 
folglich ees 
(6) Lyn = YH t+7'+---*) 


*) Diese Relation beweist Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen iiber 
Abel’sche Functionen. 
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Wie bisher sollen A, B zwei ganze Functionen x'' Dimension 

in «, y von der Eigenschaft bezeichnen, dass die Schnittpunkte («, y,), 

(Wo Yo), +++ (LaYu))-.- von A =O, LB =0 getrennt und im Endlichen 

liegen. Alsdann ist, wie bekannt, wenn [P| das Resultat der Sub- 
“ 


stitution von «, y, fiir «y in P bedeutet, 
A = (w — x) [Ay] + (y — y,) [Ag] + {hoh. Pot. 5 
1 1 
B= (x — 2) [B,| + (y — y,) [By] + {hoh. Pot.}, 
1 | 


und wenn y als eine durch die Gleichung A = 0 definirte Function 
von « nach steigenden Potenzen von (# — «,) entwickelt wird: 


y = y, — (@ — 2) 3) + {hoh. Pot. } ; 
4lg 
4 1 
folglich nach Kinfiihrung dieses Werthes von y in B: 


B. | 4,| = — (4 — ,) | Ie] -t- {hoh. Pot. I 
1 1 


und ,; , 


‘ly J : D 
alae T= | #] + (posit. Pot.} , 
1 
worm Jt, wie im Friiheren, A,B, — A, B, bedeutet. 
Fiihren wir jetzt eine beliebige Function U (u, y) von (um — 1)!" 
Dimension in «, y ein, so liisst sich, A (x, y) =O als zu Grunde 


. . ° U (a, 4 
liegend betrachtet, die Entwickelung des Ausdruckes >” nach 


B (x, y) 
steigenden Potenzen von (# — #,) angeben. Sie ist von der Form 
U (x, y) J .\~!1 UA, f ° > ’ 
faa" Ca le + \posit. Pot.; , 
1 
und zwar sind die Schnittpunkte von A=0, B=O die einzigen 
. ™ U . 
endlichen Punkte, fiir welche p= & wird. 
> 


Wenn daher die oben eingefiihrte Function 


a U (a, 
tI (x, y) 7 Bia, , 


gesetzt wird, so hat man: 
UA,]. 
Vu = —_——- R . 
ua 


Der Einfachheit wegen mégen die unendlich fernen Punkte von 
A = 0 beide Coordinaten unendlich gross haben, und zwar seien 





t’, t’, ... t die Werthe von = in ihnen. Die vermége A = 0 be- 


: 1 1 . 
stehenden .Entwickelungen von z nach Potenzen von -- beginnen 
sonach folgendermassen : 
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t “i 
~—feees, ty lata heey 


a 


ym” 
= 
Nach der bereits ecingefiihrten Bezeichnung haben wir jetzt: 
B(w, y) = y" {B(t#) + Pot. von «~"} 
eo Uwy=y-' ( U (#*) + Pot. von uw! } : 
folglich 
Ue _ o-1. Ut) sey p 1 
Be@,y =" t B(t®) + yhoh. Pot. von a~'; 


- U (x, y) 
als Entwickelung von ;,~’ y 
B (x, y) 


nach Potenzen von w—!. (A, B, U 
haben die alte Bedeutung, nur dass y = 1 gesetzt ist.) 


Mit Benutzung der Formel (6) ergiebt sich jetzt die Kelation: 





= a on. eee. 
“ R 2 B (4) ) 
“ 
Die Summation erstreckt sich links iiber alle Schnittpunkte (x, y,) 
von A =0, B=O, rechts iiber die Wurzeln ¢? der Gleichung 
A(t) = 0. In analoger Weise ist, wenn rt), ... 7 die Wurzeln 
der Gleichung DL (r) = 0 bedeuten: 
[OF a — wl e™) 
atk 1 A(t)? 
“ 
folglich : 
: > f(a)? = rl 
(7) >|! | ong Cl). gow. BE 
“ Rk “A ri4) A (2'4) t(a) B (44) 
_ pee U™ .%-7(™) 


ke — —, 
7a) w(e) ua w(t) 
worin «A (x) + B(x) durch w(x) bezeichuet ist. 
Da nun in der rationalen Function von t: 
rt. U(r). A, (7) 
w(x). A(t) 

der Grad des Ziihlers um 2 kleiner ist, als der des Nenners, so be- 
steht nach einem Satze iiber die Partialbruchentwickelung bekanutlich 
die Gleichung: 


(8) 


xh U (4) 5 6a U (8) - Ai (6) 7 
2 oH) TF A(&). ¥(&) 
, n(é) . . J ‘ n — ” 
wo y (&) = oC ist und. die Summation rechts sich auf die Wurzeln 
&, der Gleichung w (£) = 0 bezieht. 


0 


Mit Benutzung dieser Beziehung geht die Gleichung (7) iiber in 





os 


nh 


In 





x 


“4 
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K | v(&) |B) AES 


U (&) 
A (&) - ¥'(&) 


re _ yhU(&) Fe) _ 4&)| 


U(&) jc 
———_—— - JE, A, (&) + B, (&)' = 
A(é,).(&) ' &) +B, 


oder, dia 


» i 


i U(&) 
7 ¥(&) 


nach dem oben benutzten Satze ‘iiber die Partialbruchentwickelung 
verschwindet: 


»[%4) sO (bi) sg 2 F() 
(9) he 3 =— a= z — a ae y 
nik 1A (&:) 2 B(&) 


Diese Formel ist ein besonderer Fall der von Jacobi fiir die 
Schnittpunkte algebraischer Curven aufgestellten.*) 

Fir U =A treten links gerade dieselben Ausdriicke auf, wie im 
Formelsystem des § 4. Man erhilt in der That fiir 1’ = A, wenn 
man bedenkt, dass 

AX (&) = A, (&) — B, (&) = nA (#) — £ A, (&) — B, (8) 
=(n+1)AQ-v® 
ist, aus (9): 


ys [4d x 4 (&) y (+ 1) A (6) — w'(&) _ sy ¥ (&) 
, 4.7m) * (63) 7 A(R) 
Nun ist_nach der in (5,) eingefiihrten Bezeichnung: 
A) es ee on en 
4 A (&;) x1 “yx 4=1 x=1 “x . 
da Ya, = 1 ist. Folglich erhalten wir: 
’ AA _—— ” =e va | a, 
ie l—o+r— ie e+ele+ ae 


“& 
wo jetzt unter dem zweiten Summationszeichen rechts x und 4 nur 
verschiederie Werthe annehmen diirfen. Daraus ergiebt sich un- 
mittelbar : 


2 [40] = (+ 1)? )>— (n+ 1)—n(n+ 1) — 5 (Me = a)" 


ay % 

“ : . 
yy (Me — &) x—al,..n+1 _ 
= — J ; ee | 
Oy A=1,..n+1 N 


*) Crelle, Journ. f. Math, Bd. 14,, p. 281 1% 


tw’ (&) — AC 


¢ 
$ 


i] 
ay 
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Diese bemerkenswerthe Relation, welche auf so natiirliche Weise 


die Werthe von £4 in den Sehnittpunkten 4 =—(, B=O mit den 


(x — %3)" 
a, a 
die am Schlusse des § 5. aufgestellten Bedingungen sich auf héchstens 
n* — 1 reduciren, dass somit jedenfalls eine von den iibrigen abhinget. 


Gréssen 


in Verbindung setzt, geniigt um darzuthun, dass 


Breslau, Januar 1871. 

















Ueber die eindeutigen Raumtransformationen, 
insbesondere in ihrer Anwendung auf die Abbildung 
algebraischer Flichen. 


Von Max Norruer in Hempensera. 


Die hier vorliegenden Untersuchungen iiber eindeutige Raumtrans- 
formationen schliessen sich ihrem Inhalt nach an die Betrachtungen 
an, welche Herr Cremona iiber die ebenen Trausformationen ange- 
stellt hat*). Das. erweiterte Problem, zwischen zwei ebenen Rdwmen 
ein Punkt fiir Punkt eindeutiges Entsprechen herzustellen, bietet durch 
die Zufiigung einer Dimension wesentlich neue Schwierigkeiten, die 
es nicht gestatten werden, dasselbe in seiner Allgemeinheit erschépfend 
zu behandeln. Diese Schwierigkeiten beruhen hauptsiichlich darauf, 
dass die Bedingungen, welchen die zur Transformation dienenden 
Flichen unteiliegen, an sich schon sehr specieller Art sind, so dass 
sie sich einer allgemeinen Untersuchung entziehen. Auch existirt eine 
Reduction, welche der von mir**) fiir die ebenen Transformationen 
nachgewiesenen Reduction derselben auf eine Reihenfolge von Trans- 
formationen zweiter Ordnung analog wiire, hier im allgemeinen Falle 
nicht mehr. Ich werde mich daher nur mit einer specielleren Trans- 
formation niher beschiiftigen, mit derjenigen von der dritten Ordnung, 
welche durch drei Gleichungen entsteht, die in den Coordinaten jedes 
der beiden auf einander bezogenen Riiume linear sind. Diese Trans- 
formation ist immerhin noch allgemein genug, um durch ihre Spe- 
cialisirungen zu einer unendlichen Mannigfaltigkeit von Transforma- 
tionen Anlass zu geben, welche eine iihnlich iibersichtliche Behandlung 
zulassen, wie die Cremona’schen, und welche zugleich dem besondern 
Zwecke dienen, den ich bei diesen Betrachtungen im Auge habe, 
niimlich bequeme Methoden zur Abbildung algebraischer Fliichen zu 
liefern. Ich werde hierbei ausser den schon bekannten Abbildungen 
auf die weiterer Reihen von Fliichen gefiihrt. 





*) Mem. dell’ Acc. di Bologna, ser. 2, tom. 2 und tom. 5. 
**) Diese Ann,, Band 3, pag. 165 und Géttinger Nachrichten, Jahrgang 1870, 


Nr. 1. 
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Kin specieller Fall der hier erwiihnten Transformation dritter Ord- 
nung, in dem man einem Punkte des Raumes den Schnittpunkt seiner 
Polarebenen in Bezug auf einen Biindel von Fliichen zweiter Ordnung 
entsprechen liisst, ist schon in mehreren geometrischen Untersuchungen 
benutzt worden; zuerst von Herrn Hesse*) bei Gelegenheit seiner 
Betrachtungen iiber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung, 
dann von Steiner**) bei seiner vierten Erzeugungsweise der Fliichen 
dritter Ordnung, und spiiter u. A. von Herrn Geiser***), dessen hier 
ankniipfende geometrische Betrachtungen mit den vorliegenden ver- 
wandt sind. Man weist aber leicht nach, dass sich die allgemeinere 
Transformation nicht auf diese speciellere durch lineare Transformation 
zuriickfiihren lisst. Dagegen hat schon Herr Cremonay) jene zur 
Erzeugung der Flichen dritter Ordnung benutzt, ohne indess die 
Theorie weiter zu verfolgen. . 


Nach Ausarbeitung der folgenden Abhandlung erhalte ich eine 
Arbeit von Herrn Cayley7y+) tiber denselben Gegenstand, ,,On the 
rational Transformation between two Spaces“, die mit der meinigen 
den gleichen Ausgangspunkt, die drei bilinearen Gleichungen, besitzt 
und auch einige der specielleren Transformationen, § 2., § 3. und § 4., 
schon beriihrt. Weiterhin aber schliigt, wiihrend die Cayley’sche 
Abhandlung interessante numerische Angaben iiber die Bedingungen 
giebt, welchen die allgemeineren Transformationsfliichen unterliegen, 
meine Arbeit, dem oben angegebenen Zwecke zufolge, eine andere 
Richtung ein. 


a 


Shr 


Die allgemeine Transformation. 


Es seien %,, 2, 2, #, die homogenen Coordinaten der Punkte 
des Raumes X, ¥,, Y, Yj» Y, die der Punkte des Raumes Y. Ein 
eindeutiges KEntsprechen zwischen beiden Riumen wird dann dureh 
Formeln vermittelt: 

OX: = Pi Yi» Yor Yas Ys) > 
() (¢== 1, 2, 3, 4), 


wo die g; ganze rationale Functionen #'" Ordnung der Coordinaten ¥ 
sind, wenn «diese Formeln eine cindeutige Umkehrung zulassen: 


*) Crelle’s Journal, Band 49. 
**) Ebenda, Band 53, und Monatsber. der Berl. Akad. 1856. 
***) Crelle’s Journal, Band 69. 
tT) Crelle’s Journal, Band 68. . 
77) Proceedings of the London Mathem, Society, vol. III (1870). 














Rindeutige Raumtransformationen., 


OY, = Wy (X,, Loy Ly, Xs), 

(k= 1, 2, 3, 4), 
wobei die y, ganze Functionen s'* Ordnung der « sein mégen. o und 
6 sind Proportionalitiitsfactoren. 

Damit die Umkehrung (2) der Formeln (1) mdglich ist, miissen 
die vier Fliichen g; = linear von einander unabhingig sein und je 
drei derselben diirfen sich nur in einem beweglichen Punkte schneiden ; 
denn die 5fach unendliche Flichenschaar 


(2) 


La:9; = 0 
hat dann ebenfalls die Kigenschaft, dass sich je drei ihrer Flichen, 
wenn sie nicht einem Biischel angehéren, in nur einem beweglichen 
Punkte schneiden, und zu einem beliebigen Punkte x gehért somit 
im Allgemeinen ein Punkt y, dessen Coordinaten sich rational durch 
lie des entsprechenden Punktes x ausdriicken lassen. Die Fliichen 
vv, = haben alsdann dieselbe Kigenschaft, wie die gm; = 0. 

Die Flichen Ya;g~;—= 0 und YB.y, = 0 haben dann, wie aus (1), 
(2) hervorgeht, die weitere Kigenschaft, dass ihre Coordinaten rational 
durch zwei Parameter ausdriickbar sind, d. h.*) ihr Flichen- und 
Curvengeschlecht sind gleich Null. 

Den Ebenen 2@;7; =O des Raumes X entsprechen die Flichen 
La;y;=O0 von Y, und den Ebenen Yf,y,—O von Y die Flichen 
piv, = 0 von X. Daher ist die Ordnung s der Functionen gy, gleich 
der Ordnung der beweglichen Schnitteurve je zweier der Fliichen g,; 
denn diese Ordnung ist gleich der Anzahl der Schnittpunkte von 
2 B.v; =O mit einer beliebigen Geraden, La;x; = Lajx; = 0, also 
gleich der- Anzahl der Schnittpunkte der Ebene 2A,y, =O mit der 
beweglichen Schnitteurve La;p,; = La; gy; = 0. Die Ordnung der 
Kunctionen y, wird daher im Allgemeinen verschieden sein von der 
der Functionen g;. Die Ordnung der beweglichen Schnittcurve zweier 
Flichen y, wird gleich +. 

Die festen Punkte und Curven, welche die Flichen g; gemein 
haben miissen, wenn die fiir die Transformationsflichen angegebenen 
Bedingungen zu erfiillen sein sollen, bezeichne ich als das F’undamental- 
system oder als die L‘undamentalgebilde des Raumes Y, und zwar als ein- 
fache, doppelte u. s. w. Gebilde, je nachdem die Flichen g; diese 
Gebilde als einfache, doppelte u. s. w. besitzen. Diesen Gebilden ent- 
sprechen im Raume X im Allgemeinen Gebilde von héheren Dimen- 
sionen und zwar, specielle Fille ausgenommen, F lichen, welche das 
Fundamentalfliichensystem des Raumes X coustituiren. Fiir dieses Ent- 
sprechen gelten nun die folgenden Siitze, welche ich dem § 2. meines 


*) §. diese Ann., Band 3, pag. 174. 
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Aufsatzes in diesen Ann., Bd. 2., fiir den vorliegenden Fall spe- 
cialisirt, entnehme. 


» Hinem wfachen Fundamentalpunkte von Y entspricht im RKaume 
X eine Fliiche, deren Coordinaten sich als rationale Functionen wu" 
Ordnung zweier Parameter darstellen lassen, einem einfachen Fun- 
damentalpunkte also eine Ebene von X.“ 


»,Hinem jeden Punkte einer wfachen Fundamentaleurve C von Y 
entspricht im Raume X im Allgemeinen eine rationale Curve u'' Ord- 
nung. Die C entsprechende Fliche von X wird durch die Bewegung 
dieser veriinderlichen rationalen Curve erzeugt und hat ein mit dem 
Geschlecht von C iibereinstimmendes Curvengeschlecht.“ 

Diese Siitze kénnen sich nur unter speciellen Bedingungen des 
Verschwindens der g; so modificiren, dass sich die Dimensionen der 
den Fundamentalgebilden entsprechenden Gebilde erniedrigen. Hiervon 
finden sich in § 5., (C) und (G@) und am Schlusse des § 6. Beispiele. 


Dieses Entsprechen ist folgendermassen zu verstehen : 


Kiner allgemeinen Fliiche F’ von der Ordnung m im Raume Y 
entspricht in X Punkt fiir Punkt eindeutig eine Fliiche ® von der 
Ordnung ms, welche durch jedes vfache Fundamentalgebilde von X 
mvfach hindurchgeht. Wenn nun J’ ein Fundamentalgebilde von Y 
kfach besitzt, so zerfillt © in die kfach zu ziihlende, diesem Gebilde 
entsprechende Fliiche von einer gewissen Ordnung @ und in eine der 
F eigentlich entsprechende Fliiche ©’ von der Ordnung ms — ka. 


Um das Fundamentalfliichensystem von X zu erhalten, betrachte 
ich die Flichen r+ Ordnung, 2a;y; = 0, des Raumes Y, welchen, 
als bewegliche Fliichen, die Ebenen 2Ye«;x;== 0 von X entsprechen. 
Von den zu den Flichen Ye;g;—=0 in X gehdrenden Flichen der 
Ordnung 7s, welche durch ein yvfaches Fundamentalgebilde von X 
rvfach gehen, hat man daher Ye@;7; = 0 abzutrennen, und der Rest 
giebt die Fundamentalflichen von X, jede einem wfachen Fundamental- 
gebilde von Y entsprechende Fliiche wfach. In diesem Sinne hat also 


das Fundamentalflichensystem die Gleichung: 


oe 2a;9; (%, Yo, Ws, W,) 


Q = () 
Sn ? 
Vax; 


eine Gleichung der Ordnung rs — 1. = 0 geht ebenfalls rvfach 


z 


durch jedes vfache Fundamentalgebilde von X. 

Es giebt noch einen andern Weg, um das Fundamentalfliichen- 
system aufzustellen. Zu diesem Awecke fiihre ich die folgenden, den 
S§ 5. und 6. des oben citirten Aufsatzes entnommenen Siitze iiber die 
Jacobi’sche Determinantenfliiche D der vier Fliichen y, an: 
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»,Die Jacobi’sche Fliche D der vier Flichen y, enthilt eine 
einem Fundamentalpunkte, resp. einer Fundamentaleurve von Y 
entsprechende Fliiche zweifach, resp. einfach.“ 


ie = 0 stellt die Abbildung der Fundamentalgebilde des 


Raumes Y dar und giebt die einem mwfachen Fundamental- 
punkte, resp. einer wfachen Fundamentalcurve entsprechende 
Fiche (u — 2)fach, resp. (u — 1)fach.* 
Daher giebt die Determinantenfliche ebenfalls das Fundamentalfliichen- 
system, zweifach oder einfach, je nachdem die f'undamentalfliche einem 
Punkte oder einer Curve entspricht, und sie enthiilt keine weiteren 
I'liichen. 
Ueber das Verhalten der Jacobi’schen Fliiche der y, in_den Fun- 
damentalgebilden des Raumes X habe ich (1. ¢. § 5.) den Satz bewiesen: 
», Die Jacobi’sche Fliche hat die einfachen Fundamentalpunkte 
von X zu Doppelpunkten, die einfachen Fundamentalcurven 
von X zu dreifachen Curven.“ 
Den allgemeineren Satz 
»,Die Jacobi’sche Fliiche der y, hat einen vfachen Funda- 
mentalpunkt zum (4v — 2)fachen Punkt, eine vfache Fun- 
damentaleurve zur (4v — 1)fachen Curve ,“ 
heweist man entweder durch Bilden der hdhern Differentialqnotieaton 
von J, oder man kann denselben auch auf den vorhergehenden Satz 
auf folgendem Wege zuriickfiihren. 
Man betrachte zwei eindeutige Transformationen 
a = DO, (x) 
Ye = 1(@)- 
Bei der ersten sei der Punkt 2’ ein einfacher Fundamentalpunkt; die 
q% seien Fliichen vt Ordnung, welche durch die zur ersten Trans- 
formation gehirenden Fundamentalgebilde des Raumes Z nicht hin- 
durchgehen. Bei der hieraus resultirenden eindeutigen Transformation 


Uk = Wk (x) 
tritt dann der Punkt # als vfacher Fundamentalpunkt auf, und es ist 


Da d+ CM CVs OYs OM 


— OX, Ot, OX, OX, 
= £4 on CY2 OYs OYs . 02, 08% Of, 02 
O02, Of, Of3 Ok, - Oa, OX, OXs OM, 


Der erste Factor zur Rechten, als Function der Ordnung 4v — 4 der 
2, hat, in w ausgedriickt, den Punkt z zum (4v — 4)fachen Punkte, 
der zweite Factor hat denselben zum Doppelpunkte, und fiir D = 0 
wird « also ein (4yv — 2)facher Punkt. Ebenso folgt der andere Theil 
des Satzes. 


36* 
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Freilich lisst sich die Transformation (2) nicht im Allgemeinen 
auf die hier angegebenen zwei Transformationen zuriickfiihren; aber 
der aus denselben gezogene Schluss bleibt richtig, weil die aus ihnen 
resultirende Transformation fiir Punkte in der Nihe des Punktes_ 2’, 
von denen allein die Art des Verschwindens der Determinante abhiingt, 
keine weiteren Singularitiiten zeigt. 

Selbstverstiindlich gelten die in diesem §. fiir die Fundamental- 
gebilde von Y und die Fundamentalflichen von X gegebenen Ent- 
wicklungen auch fiir die Fundamentalgebilde von X und die Fun- 
damentalfliichen von Y. 


§ 2. 
Die Transformation dritter Ordnune. 


Die bemerkenswertheste Raumtransformation ist die aus drei 
bilinearen Gleichungen entstehende Transformation dritter Ordnung, 
die ich, mit den aus ihr abgeleiteten Transformationen, in den fol- 
genden §§ niher verfolgen will. Ich bezeichne dieselbe schlechtwey 
als die ,,Transformation dritter Ordnung“, obgleich es, wie ich in § 9. 
zeigen werde, noch weitere Transformationen dritter Ordnung giebt, 
deren Umkehrung ebenfalls von der dritten Orduung wird und die sich 
trotzdem nicht auf jene zuriickfiihren lassen. 

Die drei bilinearen Gleichungen seien: 


| A= 2 QELY = O 


+ 


(1) B = Din 2iYe == () 


C= CrViY = 0, 
| i,k 
(i, k= 1, 2. & 4). 
Ferner setze ich: 


’ OA . oB ac 
Aj=5~- = 2any, » B= », C=7, 
0x; k Ox; Ox; 
(2) 0A B 
O04 . ob ec 
Ay = 7 = LARK; > B,. a ; Tr; — “4 
o Uy i CY, CO"; 
Die Transformation wird dann durch die Formeln gegeben: 
ok oP 
2 ~r. — . = —— = 2) 
(3) OF; ea; Pi » OY Ol, Wr, 
wo 


(4) R=2+4,A,B,C,, 


P=2+4,A,B1,. 
Um die Fundamentalgebilde der Flichen dritter Ordnung g; zu 
bestimmen, bemerke ich, dass: 
<9; A; = 0 ; LY; Bh; == () . 29;C; = 0, 
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Fiir die Punkte der Curve neunter Ordnung, in welcher sich pm, = 0 
und , = schneiden, ist daher 


9,4, + 9,4,=0 , 9B, +9,8B,=0 , 930,+9,C0,=9, 
also entweder-auch g, = 0, y, = 0, oder 


A,mktA, , B.=kB, ,. Ce 8C,. 


Diese drei letztern Gleichungen sind die dreier projectivischer Ebenen- 
biischel, die eine Raumeurve dritter Ordnung erzeugen. Diese Curve 
bildet den beweglichen Schnitt von mp, = 0, p, = 0; der iibrige Schnitt, 
eine Raumcurve sechster Ordnung K, gehort auch gy, = 0, gp, = 0 an 
und stellt das Fundamentalgebilde des Raumes Y dar. 

Ebenso folgt, dass die Flichen dritter Ordnung y, eine Raum- 
curve sechster Ordnung gemein haben, die Fundamentaleurve LZ des 
Raumes X. 

Fiir die Fundamentaleurve K verschwinden also die Determinanten 
des Systems: 

A, A, A, A, 
B, B, B, B, 
C C, GQ 4G, 


oder man kann, mit Einfiihrune von Parametern 4 v, setzen: 
? > ? > ? 


AA, +B, + vC, =0 
- | 4A, + wB,+ v0, =0- 
©) | AA, + wu B, + v0, =0 

AA, + UB, + vC,=0 


Durch Elimination der y ergiebt sich hieraus eine Gleichung vierten 
. 5 5 

Grades in 4, uw, v, die Gleichung einer allgemeinen Curve vierter Ord- 
nung, welcher die Curve K vermége (5) Punkt fiir Punkt eindeutig 
entspricht. Daher hat K das Geschlecht 3. 

Ferner sieht man, dass jedem Punkte dieser Curve eine Gerade 

? J 

von X entspricht; denn fiir einen Punkt y, welcher den Gleichungen 


(5) geniigt, hat man 
4A+uB+rC=0, 


und von den Gleichungen (1) wird eine eine Folge der beiden andern. 

Diese Geraden erzeugen die Fundamentalfliche des Raumes X, 
die, nach § 1., von der achten Ordnung wird und LZ zur dreifachen 
Curve hat. Um die Gleichung dieser windschiefen Fliche, Q = 0, zu 


, ' oP . : Yes 
erhalten, hat man die Werthe der y, = fu, R = 0 einzufiihren und 
wk 


den Factor 2A;x; abzutrennen. So ergiebt sich, wenn man die Werthe 
der y, zuerst in A; substituirt: 
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a a & 2, 08 0 O 

Gy ay a A, B, FE, 
Qyx My, Azzy Gy, A, B, PF, 
LQ. Dhiey =|) M3 yy yg ys As By FL, 
Gy, Gy G3, @, A, B, FT, 
B, B, B, B, O 0 0 | 
Loa ao oe 





4A, 4, 4, 4,— 2dxa, 0 OU 


GH, Ay Ay Gy 0 B, fT, 
Biz 4x2 Fyq By 0 B, I; 
=) U3 G3 As3 Ay 0 B, T; 
My, Ay Ay, A, O B, ff, 
B, B, B, B, 0 0 0 
CG, G&G G CG, 0 0 0 


oder: 
Gy, My, dy ad, B, FF, 
Qs Seq Gp @, B, Ff, 


9 ‘By G3 Gy @,, B, fF, 
(6) -— , sande’ 
@y, Ay dy a, B, F, 


B, B, B, B, 9 0 
C* GQ Gc io Oo 


In diesem Ausdruck (6) hat man noch in den B,, C; die y durch die 
oP : : i , 
au, 2 ersetzen, um die Gleichung der Fundamentalfliche von X zu 
My 
erhalten. Ferner zeigt die Symmetrie dieses Ausdrucks (6), dass er 
auch die Gleichung © = (© der Fundamentalfliche von Y liefert, wenn 
. ‘ - OF 
man nur in den B,, [Fy die 2; durch die aT ersetzt. 
~ 
Nach § 1. fallt hier die Jacobi’sche Fliche D —0O der y, mit 
der Fliche Q = 0 zusammen. In. der That hat mau: 
Seep: = ZT + “u, A,B. 7, ? Q. Aja, = B+ A, A, B.,¢ 


y . 
1) 


Loin D = Z + wA,BP,. Boe oe oh 


0%, CX, OX CX, 


7 Cc Yu vy é Yr s’ e Vy, a] G Yr 

= Uk Oa, —Uk da, “Ur; X3 ux Ox, 
ne | A, A, dy - 
B, B, B, B 
| C, C, C, 1 








lye 
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A, A, A, A, DA jx; 
OW 5, 2% s,, 2% . OU 
; ° — Ux | “, ? =U ja, *§ “FF Fe, ? <M Ox, 0 
DA 2; ° LU Yi . I Said A, A, A, A, Q 
B, B, B, b, 0 
0, C, C, as 
A, A, as . A, 0 
. OU 1 OVE - Oe os Poe i an 
~ Uh Cx, ela OX, aa te D i's =u Ox, = HUY 
A, A, A, A 0 =o LU Ye. a+ 4,A,B,6 1 
B, B, B, B, 0 
C; C, C; C, 0 
pean —_ ee. Ow Oe OW, OW, 
oo | daher: Q=42+ in data 4D 


| und ebenso: © = 4 D+ CP! CPs CPs CPs __ AQ. 
CM CY2 CY; OY 
Die Geraden, welche die Fliche Q = 0 erzeugen, schneiden die Curve 
L in je drei Punkten; denn durch die ihnen entsprechenden Punkte 
yon K gehen je drei Gerade der Fliiche 0 = 0. Man erkennt auch 
geometrisch leicht, dass die dreipunktigen Sehnen einer Raumcurve 
sechster Ordnung, L = 0, deren Geschlecht p= 3 ist, eine Fliche 
achter Ordnung mit dreifacher Curve ZL erzeugen. Von einem be- 
liebigen Punkte der Curve aus gehen nimlich drei Gerade, welche LZ 
in zwei weiteren Punkten schneiden, da sich von einem solchen Punkte 
aus ZL als Curve fiinfter Ordnung, p = 3, also mit 3 Doppelpunkten, 
projicirt. Daher wird Z dreifache Curve der Fliiche. Ein durch eine 
Erzeugende a gehende Ebene schneidet aber die Fliiche in einer ebenen 
Curve siebenter Ordnung; denn diese Curve hat in den 3 Punkten, in 
welchen Z von @ getroffen wird, Doppelpunkte, und sie kann a ausser- 
dem nur noch in einem Punkte schneiden, in demjenigen Punkte, in 
welchem die in der Ebene liegende Verbindungslinie der beiden a 
benachbarten Erzeugenden die Gerade a trifft. Der betrachtete ebene 
Schnitt, und ebenso die Fliiche, ist daher von der Ordnung 8. 

Bei der vorliegenden Transformation entsprechen den Flichen 
m'* Ordnung von Y, welche die Curve K zur wfachen Curve haben, 
im Raume X Flichen der Ordnung 3am — 8u, welche L zur (m — 3u) 
fachen Curve haben. 

Den Geraden des Raumes Y entsprechen Raumeurven dritter Ord- 
nung; und diese treffen die Carve LZ in 8 Punkten, da die Geraden 
die Fliche 0 in 8 Punkten schneiden. Allgemeiner entsprechen Curven 
me’ Ordnung von Y, die w Punkte mit K gemein haben, im Raume 
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X Curven der Ordnung 3m — uw, welche in 8m — 5u Punkten die 
Curve 1 treffen. 

Um die Transformation geometrisch zu characterisiren, bemerke 
ich, dass die Raumcurve K die allgemeinste Curve ist, in welcher 
sich zwei Flichen dritter Ordnung, die eine Raumcurve dritter Ord- 
nung gemein haben, noch schneiden kénnen. Denn vermdge dieser 
Kigenschaft lisst sich, wenn gy, =0, y, = zwei solcher Fliichen 
sind, 4,9, + 4,9, = 0 in die unter (3), (4) gegebene Form setzen, 
und man kann zwei weitere Fliichen m, = 0, gm, = 0 bestimmen, deren 
Gleichungen die dort angegebene Form haben. Die Transformations- 
Hiichen sind dann, wenn K so bestimmt ist, die dreifach unendliche 
Schaar von Flichen dritter Ordnung, welche durch A hindurchgehen. 

Die Entwicklungen dieses §. gehen in die von Herrn Hesse, 
Crelle Bd. 49, gegebenen iiber, wenn die Bedingungen 


(8) Ain = Oy, Di = De 9 Cine Chi 

erfiillt sind. Die Gleichungen (1) lassen sich dann als die der Polar- 

ebenen des Punktes y in Bezug auf die drei Fliichen zweiter Ordnung 
Lar TX, = 0 ; Lb UX = 0 9 LCi LX), = 0) 


auffassen, und die Curve L wird der Ort der Doppelpunkte der Kegel- 
flichen des von diesen 3 Fliichen erzengten Biindels von Fliichen 
zweiter Ordnung. Indess ist die Zuriickfiihrung des allgemeinen Falles 
auf diesen specielleren nicht méglich; denn dieselbe miisste durch eine 
lineare Transformation geschehen, die an der einen Reihe von Variabeln 
angebracht wird, und die Zahl der Bedingungen (8) betriigt 18, wihrend 
eine lineare Transformation nur 15 willkiirliche Constanten einfiihrt. 
Dasselbe folgt daraus, dass die Hesse’sche Transformation nur auf 
eine 21fach unendliche Schaar von Curven sechster Ordnung, p = 3, 
fiihrt, wihrend die obige Definition eine 24fach unendliche Schaar 
von Curven K angiebt. 

Die Transformation dritter Ordnung, wie ich sie hier gegeben 
habe, ist noch zu allgemein, um direct vielfache Anwendungen auf 
Flachenabbildungen zuzulassen. Die Anwendung auf die ebene Abbil- 
dung der Flichen dritter Ordnung ist schon von Herrn Cremona 
gemacht worden; als weitere Anwendung bezeichne ich die auf die 
Flichen sechster Ordnung, mit Doppeleurve K, welchen die Hyper- 
boloide von X entsprechen, mit je 12 einfachen Fundamentalpunkten. 
Durch eine weitere Abbildung dieser Hyperboloide findet man dann 
die ebene Abbildung jener Fliichen sechster Ordnung, und zwar ent- 
sprechen, bei der niedrigstméglichen Abbildung, ihren ebenen Schnitten 
Curven fiinfter Ordnung, mit 2 doppelten und 11 einfachen Funda- 
mentalpunkten. Zu reicheren Anwendungen werden die Specialisirungen 
der Transformation, zu welchen ich mich jetzt wende, Anlass geben. 
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§ 3. 
Die Transformationen zweiter Ordnung. Anwendungen. 


Ich betrachte zuniichst die einfachste der Transformationen, die- 
jenige der zweiten Ordnung, welche die Eigenschaft hat, dass ihre 
Umkehrung wieder auf Functionen zweiter Ordnung fiihrt. Den Ebenen 
des Raumes X sollen Hyperboloide des Raumes Y entsprechen, welche 
einen Kegelschnitt A und einen festen Punkt P gemein haben. Diese 
Hyperboloide bilden eine dreifach unendliche Schaar. Je drei derselben 
schneiden sich im Allgemeinen in cinem beweglichen Punkte; denn 
seien A, Bb, C drei dieser Hyperboloide, welche nicht einem Biischel 
angehéren; dann haben A und J}, ferner A und C bewegliche Kegel- 
schnitte gemein, welche sich, da sie beide auf A liegen, in zwei 
Punkten schneiden, von denen der eine, P, fest ist. 

Ks sei y, = 0 die Gleichung der Ebene FE des Kegelschnitts K; 
der Punkt P sei durch y, = y, = y, = 0 gegeben. Ferner sei 
P(Yi> Yos Ys) =O die Gleichung des Kegels (PK), der iiber K be- 
schrieben ist und seinen Scheitel im Punkte P hat. Die Transformations- 
formeln werden dann: 


OL, = WY OY, = 2,2, 
OL, = WY, GY, = LyX, 
OL; = 934 GY; = Xy%, 
OL, = P(Ny> Yrs Ys) GY, =P (11, Hz, Hy)- 


Die Transformationsflichen des Raumes X bilden daher ebenfalls eine 
dreifach unendliche Schaar von Hyperboloiden, die einen Punkt P’ 
(x, = #7, = x, = 0) und einen Kegelschnitt K’ (7, =0, (x) = 0) 
gemein haben. 

Als Fundamentalflichen treten im Raume Y auf die Ebene EF 
des Kegelschnitts K und der Kegel (PK), im Raume X die Ebene 
E’ des Kegelschnitts K’ und der Kegel (P’K’), der seinen Scheitel 
in P’ hat und durch K’ geht. Dabei entsprechen 

dem Punkte P die Ebene L’, 

dem Punkte P’ die Ebene F, 

dem Kegelschnitt K der Kegel (P’ K’), 

dem Kegelschnitt A’ der Kegel (PK), 
und zwar den Punkten von K die Erzeugenden von (P’K’), den Punkten 
von K’ die Erzeugenden von (PK). 

Den Flichen m'** Ordnung des einen Raumes, die den Funda- 
mentalpunkt zum ufachen Punkt, den Fundamentalkegelschnitt zur 
vfachen Curve haben, entsprechen im andern Raume Flichen von der 
Ordnung 2n — uw — 2», die den Fundamentalpunkt dieses Raumes 
zum (2 — 2v)fachen Punkte, den Kegelschnitt zur (n — u — v)fachen 
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Curve haben. Insbesondere entsprechen sich die Ebenenschaaren durch 
Pund P’ gegenseitig, und die Transformation zwischen je zwei dieser 
Ebenen wird von der zweiten Ordnung. 

Die Jacobi’sche Fliche besteht aus EL? und (PK), resp. aus 
KE’? und (P’K’). Die Transformation selbst ist, wie die analytische 
Darstellung zeigt, ein sehr specieller Fall der Transformation dritter 
Ordnung. Ein specieller Fall der Transformation zweiter Ordnung ist 
die durch ,,reciproke Radienvectoren“‘, wobei der Fundamentalkegel- 
schnitt der imaginiire Kugelkreis der unendlich fernen Ebene ist. 

Ich mache eine Anwendung auf die Abbildung einer Fldche vierter 
Ordnung mit Doppelkegelschnitt, die von Herrn Clebsch, Crelle 
Bd. 69 und diese Annalen Bd. 3, pag. 60 behandelt worden ist. Die 
Gleichung der Fliche sei: 


F=U.yP +My) -19Y) + 9¢°?(y) =0 
U=yAty) + vty) 


und A(y) eine lineare, w(y) eine quadratische Function von ¥,, Y., Ys, 
und M(y) eine lineare Function von y,, y,, ¥3, ¥y, ist.. Die Flaiche 
geht durch P und hat K zum Doppelkegelschnitt. Ihr entspricht im 
Raume X die Fliche dritter Ordnung 

= g(x). A(@)+a,¥(4)+ 4 P+, M {xy 9 UH, , UzXy 4 p(x)} = 0, 
welche durch K’ hindurchgeht. Durch die ebene Abbildung von ® ergiebt 
sich nun die von J. Dabei ist zu bemerken, dass auf ® schon eine 
Gerade G eindeutig bekannt ist, niimlich die in der Ebene von K’ 
liegende Gerade x, = 0, A(x) =O. Die 16 Geraden von ®, welche 
G nicht schneiden, und dadurch auch die 16 Geraden von F' und die 
Abbildungen von ® und F’, erhilt man also durch Lésung einer Glei- 
chung fiinften Grades und von 4 quadratischen Gleichungen. Dieser 
Zusammenhang ist ebenso schon von Herrn Geiser, Crelle Bd. 70, 
nachgewiesen worden. 

Als weitere Anwendung bezeichne ich die Abbildung einer der 
von Herrn Kummer behandelten F'ldchen vierter Ordnung (Monats- 
berichte der Berliner Akad., 1863): 

gpg +aA'+4d4AB+ 66 B+ 4dAB + ch'—0, 
wobei @ eine Function zweiter Ordnung, die A, BD lineare Functionen 
der Coordinaten sind, auf einer Kegelfliche dritter Ordnung, vom Ge- 
schlecht 1. Die Fliche hat zwei uniplanare Knotenpunkte, in denen 
sich die zwei Schalen der Fliche beriihren, und der Ebenenbiischel 
A+ AB =O schneidet die Fliche in einer Kegelschnittschaar, eine 
Ebene in je zwei Kegelschnitten. 4 dieser Ebenen beriihren die Fliche 
nach Kegelschnitten. Lisst man nun P unendlich nahe an A riicken 
und K mit einem dieser 4 Kegelschnitte zusammenfallen, wiihrend P 


wobei 
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° 
zugleich in einen der Knotenpunkte der Fliche fallt, so entspricht 
derselben durch die Transformation zweiter Ordnung ein Kegel dritter 
Ordnung. 

Mit dieser Transformation behandelt man ferner die F’ldche fiinfter 
Ordnung, I, mit Doppelkegelschnitt K und dreifachem Punkte P. Die 
ebenen Schnitte von J’ bilden sich auf der Ebene ab durch Curven 
sechster Ordnung, mit 6 doppelten und 7 einfachen festen Punkten. 
Dem Punkt P entspricht eine ebene Curve dritter Ordnung, Q, durch 
die 6 ersteren Punkte a; Man legt sodann eine Curve sechster Ord- 
nung, welche die a; zu Doppelpunkten hat. Diese Curve schneidet 
( in 6 weiteren Punkten, welche als einfache Fundamentalpunkte /, 
auftreten. Der siebente Fundamentalpunkt, ¢, kann beliebig ange- 
nommen werden. Dem Punkte ¢ entspricht die Gerade von J’, welche 
in der Ebene von K liegt, den Punkten b; entsprechen 6 Gerade (PA) 
von J’, und den Punkten a; 6 Kegelschnitte von J’, welche durch P 
gehen und K in je zwei Punkten treffen. Solcher Kegelschnitte giebt 
es 27 auf L', deren System mit dem der 27 Geraden einer Fliche 
dvitter Ordnung identisch ist. 

Ganz iihnlich geschieht die Abbildung einer Fliiche sechster Ord- 
nung mit dreifachem Kegelschnitt AK und dreifachem Punkt P durch 
Functionen sechster Ordnung mit 6 doppelten und 6 einfachen Fun- 
damentalpunkten, welch letztere auf einer durch die 6 ersteren Punkte 
gehenden Curve dritter Ordnung liegen, 


Sh 


Die Transformation der Ordnung zwei-drei mit ihren Ableitungen. 
Abbildung der Fliichen x‘ Ordnung mit (x — 1)- oder (x — 2)- facher 
Gieraden. 


Ks giebt noch eine von der in § 3. betrachteten Art verschiedene 
Classe von Transformationsfliichen zweiter Ordnung. Die Hyperboloide, 
welche eine Gerade und drei einfache Punkte gemein haben, bilden 
ebenfalls eine dreifach unendliche Schaar, und irgend drei der Flichen 
treffen sich noch in einem beweglichen Punkte; denn zwei derselben 
schneiden sich noch in einer Raumcurve dritter Ordnung, welche mit 
der festen Geraden 2 Punkte gemein hat und durch die 3 festen Punkte 
geht, und diese Curve trifft eine dritte der Flichen in einem weiteren 
Punkte. Diese Schaar kann daher zur Transformation dienen. Eine 
Betrachtung der in der Schaar enthaltenen zerfallenden Fliichen ergiebt, 
dass die Transformationsfliichen des entsprechenden Raumes windschiefe 
F lichen dritter Ordnung werden, mit fester Doppelgeraden und drei 
festen einfachen Geraden, welche jene schneiden. 
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Seien y, = y, =O die Fundamentalgerade y, und 
1) A= =H =O 
2) ¥ = yy, = y, = 0 
3) Nt — t=" —% = %, =O 
die Fundamentalpunkte 1, 2, 3 des Raumes Y. Dann wird die 'Trans- 
formation: 


Ot, = NY, = V1 GY, = &, (HH, — LyX) = Vy 
OX, = YoIy = YP Gy = Ly (L, Ly — Xyl3) = Vy 
Or; = I, (Yo — Ys) = OY, = L,Hy (1, — Ls) = Ys 

OL, = Yo (Vy — Ys) = Wy Gy, =", L, (4, — L,) = Y,. 


Die Doppelgerade G der Fliichen y ist 4,2, =O. Die drei ein- 
fachen Fundamentalgeraden der y, (1), (2), (3), sind: 


(1) a = Ls = 0 


(2) Ly = ay = 0 
9 . ” enum 4 4 —_ a 
(5) 2%, —@%—=4,—%=—0. 
Als Fundamentalflichen von Y treten auf die Ebene L, y, = 0), 


welche durch die drei Punkte 1, 2, 3 geht, und die Ebenen (41), 
(g2), (g3) durch g und je einen der drei Punkte, nimlich y, = 0, 
Y. = 0, ¥, — ¥. = 0; als solche von X das Hyperboloid H oder 
L, Ly — LyX, =, welches durch die drei Geraden (1), (2), (3) geht, 
und die Ebenen (G1), (G2), (@3), oder x, = 0, a, = 0, a, — x, = V, 
welche durch G und je eine der drei Geraden gehen. Und es ent- 
sprechen 

die Ebenen (G1), (G2), (@3) resp. den Punkten 1, 2, 3, 

die Ebenen (g1), (g2), (y3) resp. den Geraden (1), (2), (3), 

das Hyperboloid H der Geraden g, 

die Ebene FE der Geraden G. 

Den Punkten von g entsprechen die Erzeugenden von H, welche (1), 
(2), (3) schneiden, und den Punkten von G die Kegelschnitte der 
Ebene £, welche durch die Punkte 1, 2, 3 und den Schnittpunkt von 
E und g hindurchgehen. 

Die Jacobi’sche Fliche von Y besteht aus den Ebenen L, (1), 
(g2), (g3), die von X aus H und (@1)*, (@2)*, (@3)?. 

Kiner Fliiche m' Ordnung von X, welche G zur wfachen und 
(1), (2), (3) zu je vfachen Geraden hat, entspricht im Raume Y 
eine Fliche der Ordnung (2m — uw —3v), welche g zur (m — 37) 
fachen Geraden, die Punkte 1, 2, 3 zu (m -- w — v)fachen Knoten- 
punkten hat. Hiner Fliiche m'*" Ordnung von Y, welche g zur wfachen 
Geraden, 1, 2, 3 zu vfachen Knotenpunkten hat, entspricht in X 
einer Fiche der Ordnung (3 m—2u—3v), welche G zur (2m —pw—3r) 
fachen, (1), (2), (3) zu (m — w — v)fachen Geraden hat. 





)y 
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Insbesondere entspricht einer Fliiche m'* Ordnung in X, mit 
(m — 1)facher Geraden G und einfachen Geraden (1), (2), (3), in Y 
eine Fiiiche (a — 2)'*" Ordnung, mit (m — 3)facher Geraden g; und 
einer Fliiche m'** Orduung in X, mit (m — 2)facher Geraden G und 
einfachen Geraden (1), (2), (3), in Y eine Fliiche (m — 1)!" Ord- 
nung, mit (# — 3)facher Geraden g und einfachen Punkten in 1, 2, 3. 

Die Ordnungen dieser beiden Flichen erniedrigen sich also, wenn 
mau unsere ‘l'ransformation der Ordnung zwei-drei auf sie anwendet; 
und es wird mdglich, da diese Flichen eine geniigende Anzahl von 
(ieraden enthalten, welche man als Fundamentalgerade nehmen kann, 
die Transformation zwei-drei zu wiederholen und auf diese Weise die 
erstere Fliichenart auf der Kbene, die zweite auf einem Hyperboloid 
eindeutig abzubilden. 

Zu der in diesem § angegebenen Transformation fiige ich noch 
die quadratische des § 3. hinzu, indem ich in der letztern den Fun- 
damentalkegelschnitt in zwei sich schneidende Gerade zerfallen lasse. 
Aus diesen wwei elementaren Transformationen bilde ich eine iihnliche 
Reihenfolge, wie die der Cremona’schen Transformationen, welche 
die allgemeine ebene Transformation liefert. Die allgemeinste Kaum- 
transformation, welche auf diesem Wege entsteht, ist die folgende: 

: » Ven Ebenen von Y entspricht in X die dreifach unendliche 
Schaar von Flichen Y, der Ordnung 27 —s-+ 1, welche eine feste 
Gerade G zur (2r — s)fachen Geraden, ferner 57 — 2s Gerade -a,, 
l,, ... 3r— 25, Welche G, aber nicht einander schneiden, zu einfachen 
Gieraden, und s feste Punkte @,, @,,... a, zu einfachen Punkten haben. 

Bei dieser Transformation entspricht sodann den Ebenen von X 
im Raume Y die dreifach unendliche Schaar von Flichen ©, der Ord- 
nung *-+ 1, welche eine feste Gerade g zur rfachen Geraden, ferner 
s feste Geraden B,, B,, ... 8,, welche g, aber nicht einander schneiden, 
zu einfachen Geraden, und 37 — 2s feste Punkte b,, b,, ... bs,— 95 au 
einfachen Punkten haben.“ 

Denn die Fliichen Y bilden in der That eine dreifach unendliche 
Schaar, weil eine Fliche der Ordnung 27 — s + 1 mit (27 — s)facher 
fester Gerade noch 3(27 — s+ 1) Constanten enthiilt und jede der 
Geraden a zwei, jeder der Punkte @ eine weitere Constante absorbirt. 
Je drei der Flichen schneiden sich im Allgemeinen in einem beweg- 
lichen Punkte; denn zwei derselben schneiden sich, ausser G und den 
a, in einer Curve der Ordnung ’ 


(27 + 1—s)*? — (2r — s)? — (Br — 2s) =r+ 1, 
und diese Curve hat mit G r+ Punkte, mit den Geraden a je einen 
Punkt gemein und geht einfach durch die Punkte «; sie schneidet 
daher eine dritte der Fliichen Y noch in 
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(y+ 1) (2r + 1—s)—r(2r —s) — (8r — 28) — 8 
oder einem Punkte. 

Daher kénnen die Fliichen Y zur Transformation dienen. Diese 
Transformation kann aber durch eine Reihenfolge von elementaren 
Transformationen ersetzt werden, da man auf diese Weise die Ord- 
nung der den Y entsprechenden Flichen so lange erniedrigen kann, 
bis dieselbe der Einheit gleich wird. Denn ist die Anzahl der Fun- 
damentalgeraden a gleich oder grésser als drei, so nimmt man G und 
drei der a als Fundamentalgerade der Fliichen dritter Ordnung w einer 
Transformation zwei-drei, und die Ordnung der den Y entsprechenden 
Flichen Y° wird nach dem Obigen um 2 erniedrigt. Dabei entsprechen 
im Allgemeinen der Geraden durch G wieder Gerade von ihnlicher 
Art; und die Y° haben daher wohl s feste Punkte @’, aber nur 3x — 2s 
feste, die vielfache Gerade schneidende, Gerade a’. Wird nun die An- 
zahl der a’ <3, so macht man eine elementare Transformation der 
Ordnung zwei, indem man eine der Geraden a’ und einen der Punkte 
« benutzt; wodurch die Ordnung der entsprechenden Fliichen ¥” um 
1 kleiner wird, ebenso die Anzahl der festen Geraden und die der 
festen Punkte. Wird endlich die Anzahl der festen Geraden —0, so 
ist die Anzahl der festen Punkte = 3k, und man muss noch & Trans- 
formationen der Ordnung drei-zwei machen, indem man immer drei 
der Punkte als Fundamentalpunkte der F lichen g dieser Transformation 
annimmt; bei jeder derselben erniedrigt sich die Ordnung der trans- 
formirten Flichen um 1. 

Aus der Betrachtung dieser successiven 'Transformationen und aus 
dem oben angefiihrten Verhalten der beweglichen Schnittcurven je 
aweier der Fliichen Y folgt nun direct die Richtigkeit der oben an- 
gegebenen Umkehrung der Transformation (27 — s + 1)" Ordnung. 
Man hat dabei nur zu bemerken, dass bei jeder der Transformationen 
dem Ebenenbiischel durch G wieder ein Ebenenbiischel durch die mehr- 
fache Fundamentalgerade G’ des entsprechenden Raumes, und Geraden 
durch G wiederum Gerade durch G’, entsprechen, speciellen EKbenen 
dieses Biischels aber, wenn dieselben durch Gerade, resp. Punkte 
gehen, welche bei der Transformation benutzt werden, Punkte, resp. 
Gerade. Zu einem Ebenenbiischel durch G muss man noch eine 
Fliiche Q, von der Ordnung 27 — s, welche G zur (27 — s + 1)fachen 
Geraden, die Geraden @ zu einfachen Geraden hat und durch die 
Punkte « geht, hinzufiigen, um einen Biischel von Flichen Y zu 
erhalten, der dann die Abbildung des Ebenenbiischels dureh g vor- 
stellt. Die Fliche Q ist daher die Abbildung der vielfachen Funda- 
mentalgeraden y der %. Die Fliiche Q ist durch die genannten Be- 
dingungen vollstiindig und eindeutig bestimmt. Sie wird erzeugt durch 
die rationalen Curven + Ordnung, welche (7 — 1) Punkte mit G, je 
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einen Punkt mit den Geraden a gemein und einfache Punkte in den 
« haben; denn solche Curven ergiinzen sich mit den Geraden durch 
G zu Abbildungen von Geraden des Raumes Y. 

Ebeuso folgt, dass die Abbildung von G eine Fliiche von der 
Ordnung 7 wird, die g als (» — 1)fache Gerade, die s Geraden B zu 
einfachen Geraden hat und durch die 3r — 2s Punkte b einfach geht. 
Auch diese Fliche ist durch diese Bedingungen vollstiindig und ein- 
deutig bestimmt. Sie wird erzeugt durch die den Punkten von G ent- 
sprechenden, rationalen Curven der Ordnung 27 — s, welche 27 —s—1 
Punkte mit g, je einen Punkt mit den Geraden 6 gemein, und ein- 
fache Punkte in den 6 haben. 

Als weitere Fundamentalfliichen der Transformation treten die 
Ebenen auf, welche man durch G und die Geraden a und Punkte a, 
und ebenso die Ebenen, welche man durch g und die Punkte b und 
Geraden 6 legen kann. Und zwar gelten fiir diese Gebilde die folgenden 
Beziehungen. Es entsprechen 

die Ebenen (Ga;) den Punkten b,, 

die Kbenen (Ge;) den Geraden £;, 

die Ebenen (gb;) den Geraden a,;, 

die Kbenen (g$;) den Punkten «,, 
‘ die Fliiche Q der Geraden g, 

die Fliiche @ der Geraden G. 
Diese ‘Transformation werde nun auf die Ildéchen (r + 2)" Ordnung 
von X, =O, welche G als rfuche Gerade, die a als einfache Ge- 
rade, die Punkte @ als Doppelpunkte besitzen, angewendet. Da diese 
Fliichen noch 37 — 2s -+ 2 nicht durch die « gehende Geradenpaare 
besitzen, so kann man 37 — 2s dieser Geraden aus 3r — 2s ver- 
schiedenen Paaren herausnehmen und die 'Transformationsfliichen 
hindurchlegen. Diesen Fliichen entsprechen dann im Raume Y Hyper- 
boloide H, welche durch die 37% — 2s Punkte b hindurchgehen, da- 
gegen die Gerade g und die # nicht enthalten. 

Diese Abbildung der Flichen J’ auf Hyperboloiden giebt sogleich 
die Kigenschaften derselben. So besteht der Schnitt- von g mit H aus 
zwei Punkten, denen in X zwei Curven r‘** Ordnung entsprechen, 
welche aus /° von Q ausgeschnitten werden, und deren Kenntniss 
direct zur Abbildung von JL’ gefiihrt hiitte. Diese Curven und die 
Fiche Q sind die in meiner Abhandlung, diese Annalen, Bd. 3, pag. 
180 ff. angegebenen. Bei der Abbildung sind die beiden Punkte, in 
welchen H von gy getroffen wird, rfache, die Punkte des Schnittes 
der 6 mit H einfache, und ebenso die b einfache Fundamentalpunkte 
des Hyperboloids. Um auf die ebene Abbildung durch Functionen 
(vy + 2)' Ordnung zu gelangen, projicirt man noch H von einem der 
Schnittpunkte von g und H aus auf eine Ebene, 
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Die oben entwickelte Transformation giebt die niedrigstmégliche 
ebene Abbildung der windschiefen J'léchen n'* Ordnung mit (n — 1) 
facher Geraden, ¥ = VU, wenn man s = 0 fiir n = 2r-+ 1 und s= 1 
fiir n = 2r setzt. Die dreifach unendliche Schaar der Curven (7 + 1)'" 
Ordnung, welche Schnitte einer Ebene von Y mit den Flichen ® 
sind, bildet dabei die ebenen Schnitte der FL entsprechenden Fliche Y 
ab. Diese Abbildungen sind dann identisch mit den in § 7. der er- 
wihnten Abhandlung gegebenen, wenn man nur noch, fiir » = 27, 
den einen Fundamentalpunkt « der Transformationsfliichen Y unend- 
lich nahe an @ heranriicken liisst. 


Specialisirung der Transformation dritter Ordnung. 

Ich gehe auf die allgemeine Transformation dritter Ordnung des 
§ 2. zuriick, um die Specialisirungen abzuleiten, welche durch das 
Zerfallen der Fundamentaleurve A, der Raumeurve sechster Ordnung, 
p = 3, eintreten. Diese speciellen Fiille, einzeln genommen oder zu 
einer Reihe von ‘Transformationen mit einander verbunden, bieten eine 
reiche Quelle fiir Flichenabbildungen. 

Kine Uebersicht iiber die hierbei méglichen Haupifiille verschafte 
ich mir auf folgendem Wege. Ich betrachte die durch § 2. gegebene 
Abbildung einer Fliiche dritter Ordnung, y, auf einer Ebene F von X. 
Dabei bildet sich die Curve A, durch welche » geht, auf / ab dureh 
den Schnitt dieser Ebene mit der Fundamentalfliiche Q [(6) oder (7) 
des § 2.|, also durch eine Curve achter Ordnung mit 6 dreifachen 
Punkten. Indem man nun diese Curve auf alle méglichen Arten zer- 
fallen lisst, ergeben sich auch die Singularitiiten ihres Bildes, der 
Curve K. Um die Transformation durchzufiihren, untersucht man 
sodann die Fliiche ©, welche durch die dreifachen Sehnen von K 
erzeugt wird. Der Schnitt von 0 mit einer Ebene von Y giebt das 
Bild der Fundamentaleurve LZ des Raumes X, und somit L selbst. 
So findet man folgende Transformationen: 

(A) Die m werden Flichen dritter Ordnung, welche eine Raum- 
curve @ fiinfter Ordnung, p= 2, und eine Sehne G von Q@ gemein 
haben. @Q ist der Schnitt einer Fliche zweiter und einer dritter Ord- 
nung, die sich noch in einer Geraden treffen. Die Umkehrung ergiebt 
fiir den Raum X ein ganz ihnliches System von Transformationsflichen 
y, mit fester Curve q fiinfter Ordnung, p= 2, und fester Sehne g 
von g. Der Sehne g entspricht das Hyperboloid durch Q, der Curve 
q die Fliche sechster Ordnung, mit Doppeleurve Q und dreifacher 
Geraden G, erzeugt durch die Sehnen von Q, welche G schneiden. 
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Ein weiteres Zerfallen von Q giebt Flichen , welche eine Raum- 
curve vierter Ordnung, erster Species, und zwei ihrer Sehnen gemein 
haben. Diese bemerkenswerthe Transformation werde ich, mit ihren 
Ableitungen, in § 6. niher untersuchen; ebenso die weiteren hieher 
gehérigen speciellen Fiille. 


(B) Die » sind Flichen dritter Ordnung, welche eine Raumcurve 
Q, fiinfter Ordnung p—1, und eine Q in drei Punkten treffende 
Sehne G gemein haben. Die ~ werden sodann Flichen dritter Ord- 
nung, mit gemeinschaftlicher Raumcurve vierter Ordnung erster Spe- 
cies g, und Kegelschnitt gy, der q in 3 Punkten trifft. Auch diese 
Trausformation soll in § 8. niher betrachtet werden. 


Speciell kann Q in eine Raumcurve vierter Ordnung zweiter Spe- 
cies, Q, und eine Sehne von @% zerfallen. G bleibt dreipunktige 
Sehne von Q@. Dieser Fall ist zugleich in (A) enthalten. 


(C) Die » sind Flichen dritter Ordnung, welche eine rationale 
Raumeurve fiinfter Ordnung, @, und die vierpunktige Sehne G von 
Q gemein haben. Die Curve Q entsteht als theilweiser Schnitt zweier 
Flachen dritter Ordnung, welche eine Raumcurve dritter Ordnung und 
eine diese nicht schneidende Gerade L = M =O gemein haben; und 
die Transformationsformeln werden daher, wenn die A;, B; lineare 
Functionen sind: 


A, ? a, ’ A, ’ A, | 

abL+p,M , »yL+0mM , A B, | 

DA;4; = SA; = | J 1 ? i 1 ; a 1 
” ” |a02+B,M , »yL+0,M , A, , B, | 
|a,L+p,M , y,L+08,M , A, , B, | 


Dabei besteht der Biischel A,p, ++ 4,9, = 0 aus windschiefen Flichen. 
Die Umkehrung fiihrt auf ein ganz ahnliches System von Flachen y, 
mit festen Curven gq, y. Der Curve gq entspricht die Fliche achter 
Ordnung, mit 3facher Curve Q@ und 4facher Geraden G; der Geraden 
g, welche q in 4 Punkten trifft, entspricht nur wieder eine Gerade G, 
so dass hier einer der im § 1. beriihrten singuliren Fille eintritt. 


(D) Die » sind Flichen dritter Ordnung, mit gemeinschaftlicher 
Raumeurve vierter Ordnung zweiter Species, Q, und Kegelschnitt G, 
welcher Q in 4 Punkten trifft. Auch im entsprechenden Raume liegt 
dann ein solches System von Fliichen ~, mit gemeinschaftlicher Raum- 
curve vierter Ordnung zweiter Species, g, und Kegelschnitt gy, welcher 
q in 4 Punkten trifft. Der Curve gq entspricht die Fliche sechster 
Ordnung mit Doppelcurve @ und dreifacher Curve G, erzeugt durch 
die Sehnen von Q, welche G treffen; dem Kegelschnitt g entspricht das 
Hyperboloid, welches man durch G legen kann; und fhnlich im 
Raume X. 
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(E) Die » sind Flichen dritter Ordnung, welche eine Raumcurve 
dritter Ordnung und eine diese in drei Punkten treffende ebene Curve 
dritter Ordnung gemein haben. Die Umkehrung ergiebt Flichen dritter 
Ordnung, ~, mit einem festen Doppelpunkt P und einer gemeinschaft- 
lichen Raumcurve sechster Ordnung, p = 1, welche P zum dreifachen 
Punkte hat. Diese Transformation werde ich in § 7. entwickeln. 

(F) Die sind Flichen dritter Ordnung, welche zwei Raum- 
eurven dritter Ordnung Q, Q gemein haben, die sich in vier Punkten 
treffen. Die y bilden dann ein ganz ihnliches System mit zwei Raum- 
curven dritter Ordnung gq, gq’. Der Curve q entspricht eine Fliche 
vierter Ordnung, mit zweifacher Curve Q, einfacher Curve Q, oder 
eine F, (Q?, Q’), der q eine F,(Q, Q?), der Q eine F, (q*, 7), der 
Y eine I, (q, 7”). 

(G) Ich fiihre noch die speciellste der Transformationen dritter 
Ordnung an. Die » sind die Flichen dritter Ordnung, welche vier 
feste Punkte zu Doppelpunkten haben und daher die sechs Kanten 
des Tetraeders, das diese vier Punkte zu Ecken hat, enthalten. Die 
Gleichungen kann man in die Form bringen: 


ee ee ee ek ee 
—e a a a 
oder: 
OX, = Y2 4345 GY, = Ly XX, 
0%, = YUN» OY, = LyX, X 
OL; = WmNY2> Gy = LyX, Ly 


OX, = V1 92 Ys » FY, = XL, Ly Z- 

Auch die » haben die vier Ecken eines Tetraeders zu Doppelpunkten 
und gehen sodann durch die sechs Kanten desselben. Den vier Kcken 
des einen Tetraeders entsprechen die vier ebenen Flichen des anderen 
Tetraeders, die Kanten entsprechen sich gegenseitig. Die Flaichen 
schneiden sich noch in beweglichen Raumcurven dritter Ordnung, die 
durch die vier Ecken hindurchgehen. Die Jacobi’sche Fliche besteht 
aus den vier Ebenen des Tetraeders, die doppelt zu rechnen sind. 


§ 6. 
Die Transformation (A) mit ihren Ableitungen. Abbildung der 


Flichen (2” + 1)" Ordnung mit » facher Raumeurve yierter 
Ordnung erster Species. 


Nimmt man bei der Transformation dritter Ordnung des § 2. an, 
dass im Raume Y ein Ebenenbiischel y, + Ay, = 0 existirt, dem im 
Raume X ebenfalls ein Ebenenbiischel 2, + 4a, = 0 entspricht, so 
werden die drei bilinearen Gleichungen 
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— LY. + X,Y, =O 
24,A;=0, 24; B, =0, 
woraus 
Q = A; Qe A, A, A, A, 
—% y 9 O 
A, A, A, A, 
B, B, B, B, 
Dieses ist das in (A), § 5. angefiihrte System. Fiir die Fundamental- 
flichen giebt die Gleichung (6) des § 2.: 
(A; B, — A,B) (A,B, — A,B;) = 0. 
Der erste Factor stellt das Hyperboloid dar, welches der Geraden 
“, = XL, =O entspricht; der zweite Factor, wenn darin die x durch 
die y ausgedriickt werden, die in (A) erwihnte windschiefe Fliche 
sechster Ordnung. 
Ich nehme jetzt weiter an, dass noch ein zweiter Ebenenbiischel 
in Y existirt, dem im Raume X ebenfalls ein Ebenenbiischel ent- 
spricht. Die bilinearen Gleichungen seien 


— XY + Lay =O 


— 1 Yy + yy; =O 
Dy, Ay = 24,A;=0, 


woraus 
0 LA; 24; = A, 4 A, A, |= 21g; 
i 
5 7 ee 
; A, A, A, A, 
oder : 
PQ, = — Y; (Ys As + Wy Ay) = — y, A, 
PP. = — Yo (Y3 As + Yy Ay) = — YH, 
P= Y3(%A, + %4.)= y,H, 
P= WMA +%A)= YH, 
und ebenso 
Y= 2, (%,A,+ 4,A) = ah, 
Y= By (%,A,+%,A\))— ah, 
b; = — @; (x, A, + 2, A,) = — ah, 
Wy, = — &, (4A, + 2A.) = — yh, 


Die Transformationsflichen werden Flichen dritter Ordnung, welche 
eine Raumcurve vierter Ordnung erster Species und zwei ihrer Sehnen 
gemein haben. Je zwei dieser Flichen schneiden sich noch in einer 
Raumeurve dritter Ordnung, welche die Raumcurve vierter Ordnung 
in vier Punkten, die Sehnen in je zwei Punkten trifft 
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Es seien @ die Raumecurve vierter Ordnung, H, = H, = 0, 
G, (y3 = y, = 0) und G, (y, = y, =) die beiden Sehnen von Q. 
Ebenso seien ¢ (hk, = h, = 0), g, (v1, = x, = 0) und g, (x, = x, = 0) 
die Raumecurve vierter Ordnung und die beiden Sehnen im Raume X. 
Die Gleichung (6) des § 2. giebt nun fiir die diesen Curven ent- 
sprechenden Fundamentalflichen : 


(YsAs + yy Ay) (A; + 4, Ay) = 0, 
oder fiir den Raum Y: 
(YA, + Y2A2) (W343 + Ay) (YsAg + yy Ay) = 0. 

Die Gleichung y,A, + y,A, = 0, die identisch ist mit y, A, + y.A, = 0, 
stellt die windschiefe Fliiche vierter Ordnung Q dar, welche die Sehnen 
G,, G, za Doppelgeraden hat und durch die Curve @Q hindurchgeht; 
sie wird erzeugt durch die Geraden, welche Q, G, und G, treffen und 
welche den Punkten der Curve g entsprechen. Q selbst entspricht 
also der Curve g. Den Sehnen g, und g, entsprechen resp. die Hyper- 
boloide H, und H,, von denen H, durch G,, H, durch G, geht. 
Ebenso entsprechen der Sehne G, das Hyperboloid h, durch qg und g,, 
der Sehne G, das Hyperboloid h, durch q und g,, und der Curve Q 
die windschiefe Fliiche w, welche durch q geht und g,, g. zu Doppel- 
geraden hat. 

Den Punkten von g,, resp. g, entsprechen die Sehnen von Q, 
welche G,, resp. G, schneiden, den von G,, resp. G, die Sehnen von 
q, welche g,, resp. g, schneiden. Im Allgemeinen aber entsprechen 
sich die Sehnen von g und Q gegenseitig. 

Diese Transformation liefert direct die bekannte Abbildung der 
Flaiche fiinfter Ordnung mit Doppelcurve vierter Ordnung, F' = 0. 
Denn laisst man q mit dieser Curve zusammenfallen und legt g, und 
Y_ in zwei der Sehnen, welche auf F’ liegen, so entspricht dieser Fliiche 
in Y eine Fliche dritter Ordnung, die Q enthilt, und die sich nun 
weiter abbilden lisst. 

Um aber diese Abbildungen auf die einfachste Weise zu geben, 
benutze ich eine weitere Transformation derselben Art, bei welcher 
auch dieselbe Curve Q, aber zwei von G,, G, verschiedene Sehnen 
G,, G, von @ die Fundamentaleurven fiir die Beziehung zwischen 
dem Raume Y und einem weiteren Raume Z sein sollen. Den Ebenen 
von Z sollen die Flichen dritter Ordnung entsprechen, welche durch 
Q, G,, G, gehen. Den Sehnen G,, G, entsprechen nun im Raume 
X wieder Sehnen g,, g, von qg, und den obenerwihuten Fliichen, oder 
den Ebenen von Z, entsprechen daher in X Flichen fiinfter Ordnung, 
welche die Curve q zur Doppeleurve und die vier Sehnen 9;, 9,, 93) 9; 
von q einfach enthalten. 

Die Transformationsflichen Y von X, welche den Ebenen von Z 
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entsprechen, sind somit die dreifach unendliche Schaar von Flachen 
fiinfter Ordnung, welche eine Raumcurve vierter Ordnung, erster Species 
zur Doppeleurve und vier feste ihrer Sehnen zu einfachen Geraden 
haben. Je drei dieser Flichen schneiden sich im Allgemeinen in einem 
beweglichen Punkte. 


Auch den Ebenen von X entspricht sodann in Z die dreifach 
unendliche Schaar von Flichen fiinfter Ordnung, ©, welche eine Raum- 
curve vierter Ordnung, erster Species, Q, zur Doppeleurve und vier 
feste ihrer Sehnen, G,’, G,', G,, G,, zu einfachen Geraden haben. 


Um die Fundamentalflichen dieser Transformation (XZ) zu erhal- 
ten, hat man nur die beiden Transformationen (X Y) und (YZ) zu be- 
trachten. So ist die Fliche 2’ von Z, welche der Curve qg entspricht, 
das Bild der Flache Q bei der Transformation (YZ), also eine Flaiche 
achter Ordnung, die Q zur dreifachen Curve und die vier Sehnen G’ 
zu Doppelgeraden hat. Diese Fliche wird erzeugt durch die Curven, 
welche den Erzeugenden von 2, den Geraden, die Q, G,, G, treffen, 
entsprechen, also erzeugt durch die Kegelschnitte, welche Q’ in drei 
Punkten, die vier Sehnen G’ in je einem Punkte treffen. Ebenso 
ergiebt sich, dass den Sehnen g,, 9, 93, g, der Curve gq von X im 
Raume Z die Hyperboloide H,’, H,’, H,’, H, entsprechen, welche 
resp. durch G;,’, G,’, G,’, Gj und durch Q’ gehen. 

Aehnlich entsprechen den Sehnen G,’, G,’, G,', G, die Hyper- 
boloide i,, h., tg, hy m X, welche durch q¢ und resp. g;, Jo» J3, 94 
gehen; und der Curve @ entspricht eine Fliche achter Ordnung, @’, 
die q zur dreifachen Curve, die vier Sehnen g zu Doppelgeraden hat. 

Noch-bemerke ich, dass der von Herrn Liiroth, diese Annalen, 
Bd. 3, pag. 124 gegebene Satz, dass zwei Kegelschnitte existiren, 
welche eine Raumeurve vierter Ordnung, erster Species in drei Punk- 
ten und fiinf ihrer Sehnen in je einem Punkte treffen, direct daraus 
folgt, dass eine fiinfte Sehne G’ die Curve Q in zwei Punkten trifft; 
denn diesen beiden Punkten entsprechen eben in X jene zwei Kegel- 
schnitte. 

Da jede Fliche fiinfter Ordnung mit Doppeleurve vierter Ord- 
nung, erster Species, Y = 0, sieben Sehnenpaare dieser Curve besitzt, 
so kann man vier der Sehnen aus vier Paaren herauswihlen, und ¥ 
mittelst der hier angegebenen Transformation auf der Ebene abbilden. 
Die Bilder der ebenen Schnitte sind dann die Schnitte einer Ebene 
mit den Fliichen ® der Transformation (XZ), Curven fiinfter Ordnung 
mit vier doppelten und vier einfachen Fundamentalpunkten; und das 
Bild der Doppeleurve ist der Schnitt der Ebene mit der Fliche 2. 
Die Betrachtung dieser Abbildung erscheint vortheilhafter, als die der 
modglichst niederen Abbildung. 
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Man kann nun die Reihe der Transformationen (XY), (YZ) auf 
gleiche Art weiter fortsetzen, indem man zuerst in Z wieder die Curve 
Q, dagegen zwei neue Sehnen G,’, G,’ als Fundamentalcurven einer 
Transformation (ZU) benutzt u.s. w. So ergiebt sich durch eine Ver- 
bindung von » dieser Transformationen die folgende Transformation 
(2% + 1) Ordnung: 

Die den Ebenen eines Raumes W entsprechenden Transformations- 
flichen des Raumes X sind Fliichen Y der Ordnung 2” + 1, welche 
eine Raumcurve vierter Ordnung, erster Species, g, als n fache Curve 
und 2m feste Sehnen von q als einfache Gerade besitzen. Dabei ent- 
spricht auch den Sehnen von X in W eine ihnliche dreifach unend- 
liche Schaar von Flichen ® der Ordnung 2” + 1, mit fester » facher 
Raumeurve vierter Ordnung, erster Species Q und festen 2 Sehnen 
von @ als einfachen Geraden. Den Fundamentalgeraden des einen 
Raumes entsprechen die Hyperboloide, welche durch die Raumcurve 
und je eine der Sehnen im anderen Raume gehen; der Raumcurve 
vierter Ordnung des ersten Raumes entspricht im zweiten die Fiche 
der Ordnung 4”, welche die Raumcurve desselben als (2 — 1) fache 
Curve, die Sehnen zu Doppelgeraden hat, erzeugt durch die rationalen 
Raumcurven n'* Ordnung, welche die Raumcurve vierter Ordnung in 
2n— 1 Punkten, die 2” Sehnen in je einem Punkte treffen.“ 


Daraus folgt zugleich der Satz: ,, Die Anzahl der rationalen Raum- 
eurven »'* Ordnung, welche eine Raumcurve vierter Ordnung, erster 
Species in 2” — 1 Punkten und 2”-+ 1 allgemeine ihrer Sehnen in 
je einem Punkte treffen, ist gleich zwei.“ 


In dieser Transformation ist die ebene Abbildung jeder Fliche 
(2 + 1)'" Ordnung mit nfacher Rawmeurve vierter Ordnung, erster 
Species enthalten; denn auf diesen Fliichen liegen immer 2» + 3 Ge- 
radenpaare, welche von Hyperboloiden, die durch die Raumcurve gehen, 
ausgeschnitten werden, und man kann 2” Gerade aus 2 verschie- 
denen Paaren herauswihlen und zur Transformation benutzen. Die 
ebenen Schnitte einer solchen Flaiche bilden sich ab durch Curven 
(2 + 1) Ordnung, mit vier » fachen und 2 » einfachen Fundamental- 
punkten. Durch eine Cremona’sche Transformation zweiter Ordnung 
erhalt man sodann die niedrigste Abbildung durch Curven (» + 2)! 
Ordnung, mit einem » fachen und 2+ 3 einfachen Fundamental- 
punkten. Auf der Fliche liegen 22"+? der erwihnten rationalen Raum- 
curven 2'* Ordnung. 


Ich kehre zur Transformation (A) selbst zuriick. Eine weitere 
Specialisirung derselben kann man dadurch eintreten lassen, dass man 
noch einem dritten Ebenenbiischel von Y einen Ebenenbiischel von X 
entsprechen liisst. Die drei bilinearen Gleichungen seien dann: 
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a, N, — «2, N, + 2,N,—«,N,=0, 


oa, = L, (M,N, — M,N) = 9% 

ox, = L, (M,N, — M,N) = 9, 

ox, = M,(N, L, — N, L,)= 9; 

ox, = M,(N, L, — N,L,)=y%, 
wo die L, M, N lineare Functionen der y. Die Flichen  enthalten 
dann eine Raumeurve dritter Ordnung @ und drei ihrer Sehnen .G 
gemeinschaftlich. Die Flichen ~ in X enthalten ein ahnliches System 
q, ‘g. Der Curve q¢ entspricht das Hyperboloid durch die drei Geraden 
G, den Sehnen g die drei Hyperboloide durch Q und je zwei der Seh- 
nen G. 

Die speciellste der Transformationen (A) ergiebt sich durch ein 
Zerfallen von @ in drei Gerade, von denen zwei die G schneiden. 
Die m werden dann Flichen dritter Ordnung, welche vier sich nicht 
schneidende Gerade G,, G,, G,, G, und folglich auch die zwei Ge- 
raden G,’, G.’, welche diese vier Geraden treffen, gemein haben. Auch 
die w enthalten dann ein iihnliches System von vier Geraden g; und 
‘den zwei Schnittgeraden g;. Die Transformation hat die Gleichungen: 


oder: 


ox, = H, Sly; ? ox, = A, Sly; ? 
ox, = H, 2m y;, oz, = H, UT my, 

wo 

LH +h; My Yy tH My Yo 

e bys Fim, Ms Ys + My Yy 
| Lt + bY, My Yy EF Mt’ Ys 
f 13 + 4%, Ms! Ys my Yy 
Die Jacobi’sche Fliiche von Y besteht aus den vier Hyperboloiden, 
welche durch je drei der Geraden G; hindurchgehen und welche den 
Geraden g; von X entsprechen. Die Geraden g und G’ entsprechen 
sich gegenseitig. Diese Transformation ist auch specieller Fall von 


(C), § 5. 


§ 7. 


Die Transformation (E). Abbildung zweier Flichenarten von 
der fiinften und sechsten Ordnung. 


Den Ebenen des Raumes X, die durch einen festen Punkt P der- 
selben gehen, midge im Raume Y die zweifach unendliche Schaar von 
Hyperboloiden entsprechen, welche durch eine feste Raumeurve dritter 
Ordnung, Q, hindurchgehen. Der Geradenschaar durch P entspricht 
































(2) 


572 


Max Noeruer. 


alsdann die Schaar der Sehnen von Q, ufid eine beliebige weitere 
lineare Beziehung zwischen den Coordinaten der beiden Riiume giebt 
sonach eine eindeutige Transformation zwischen denselben. 


Sei P gegeben durch x, = x, = x, = 0, und Q durch den Schnitt 
der Hyperboloide: 


a, <A, B, 
a, A, B, |=0 
a, A, B, 


Die angegebene Beziehung kann man dann durch die Gleichungen 
ausdriicken : 


Aja, + Aya, + Agas = Avy, + Ag Ya a Ags + Ayys = 0 
(1) \ Bx, + B,x, + Bx, = By, + B,y, + By, + Buy, = 0, 
WX + Yo%, + Y3%3 — Yr, = 0 
woraus: 
ox, = ¥, (A,B, — A; B,) = 9, 
Qa = y, (A,B, — A, Bs) = 9, 
ox; = y, (A, B, — A,B) = 9, 
9x, = y, (A,B, — A; B,) + y,(A;B, — A, Bs) + y; (A, B, — A, B,) = 9, 
und ; 
(3) GD ye = ZH Wy LA, By = Dur dx. 
Die Flichen dritter Ordnung g gehen durch Q und durch die ebene 
Curve dritter Ordnung FR hindurch, welche die Gleichungen y, = 0, 
9, = 0 hat und welche die Curve Q in drei Punkten schneidet. Um- 
gekehrt fiihrt auch ein solches undamentalsystem auf Gleichungen 
der angegebenen Form. 

Die Flachen wy haben den Punkt P zum Doppelpunkt. Je zwei 
der Flachen schneiden sich noch in einer beweglichen Raumcurve 
dritter Ordnung, die durch P einfach geht. Die w enthalten daher 
als feste Curve eine Raumcurve sechster Ordnung, welche P zum drei- 
fachen Punkte hat. Diese Fundamentalcurve q ist vom Geschlecht 1; 
denn nach den Formeln (5) des § 2. kann man sie eindeutig in eine 
ebene Curve dritter Ordnung transformiren. 

Dem Punkte P entspricht die Ebene E (y, =), welche durch R 
geht. Der Curve q enispricht daher noch die windschiefe Fiche 
sechster Ordnung, 2, welche Q zur dreifachen, R zur einfachen Curve 


hat, erzeugt durch die Sehnen von Q, welche R schneiden. Nach (6), 
§ 2. hat man fiir die Fundamentalfliichen: 


(A,B; — A;B,) (A,B, — A,B.) 
(4) + (A; B, — A, B;) (A,B, — A, Bs) 
+ (A, B, — A,B,) (A,B, — A,B,) = 0 











oe 
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und hieraus, wenn man mittelst (2) die 2 durch die y ausdriickt und 
den Factor y,? ausscheidet: 


=z Pij,n PO; O, =O (i,j,h4=1, 2,3), 
. t,),4 
wobei ®, = A,B, — A,B,, u. s. w. 


Pij,1 = U2 bjs — Aisbj2, u. 8. W. 
Wenn man aber in (4) mittelst (8) die y durch die x ausdriickt, er- 
giebt sich zuerst: 
@ == x, (A,B, — A,B.) + 2, (A,B, — A,B;) + 2; (A,B, — A,B,) = 0, 
eine Kegelfliche dritter Ordnung, die den Punkt P zum Scheitelpunkt 
hat und iiber der Curve sechster Ordnung q beschrieben ist. Dieser 
Kegel @ entspricht der Curve R. -Endlich findet man die der Curve 
Q@ entsprechende Fundamentalfliiche 4, wenn man in den ©; die y 
durch die x ausdriickt und den Factor x; abtrennt. Diese Flache 7 
muss noch, nach § 1., eine windschiefe Fliche finfter Ordnung sein, 
welche q zur Doppeleurve hat und erzeugt wird durch die Geraden, 
welche q in drei Punkten treffen. Diese Fliche hat dann P zum drei- 
fachen Punkte und ihre Gleichung ist: 
My My Uy 4, B | 
Az, Mzy Ag, Ag, By | 
% == | Ay, yg As, Ay, B, |. 
he & & GF 


B, B, B, B, 0 


Als eine Anwendung dieser Transformation fiihre ich die ebene 
Abbildung einer Fliche F' von der sechsten Ordnung, welche q zur 
Doppeleurve, den Punkt P zum dreifachen Punkte hat, an. Dieser | 
Fliche entspricht in Y eine Fliche f von der dritten Ordnung, die 
durch R geht. Bildet man nun f und somit auch F auf der Ebene 
ab, so werden die Bilder der ebenen Schnitte von F’ Curven sechster 
Ordnung S, mit sechs doppelten Fundamentalpunkten a und sechs ein- 
fachen Fundamentalpunkten 6, welche auf der Ebene eine willkiirliche 
Lage haben. Eine nihere Betrachtung zeigt, dass auf der Bildebene 
dann immer drei Punkte ¢ liegen, welche eine zweifach unendliche 
Schaar von Curven S, die durch die drei Punkte ¢ gehen, zulassen, 
den Bildern der durch P gehenden ebenen Schnitte von Ff. Die b 
und ¢ entsprechen den neun Punkten, in welchen f von der Raumcurve 
dritter Orduung @Q geschnitten wird. Man legt durch die a zwei Cur- 
ven dritter Ordnung, die sich noch in drei Punkten d schneiden. 
Sodann legt man zwei Curven sechster Ordnung, welche die a@ zu 
Doppelpunkten haben und durch die d gehen. Diese Curven schneiden 
sich noch in neun Punkten, von denen man sechs fiir die } nimmt. 
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Die drei anderen sind dann die c. Die Fliche besitzt sechs Gerade, 
welche dreipunktige Sehnen von q sind, und ein System von 27 Kegel- 
schnitten, welches dem Geradensystem einer Fliche dritter Ordnung 
analog ist. 

Von einem specielleren Falle der vorliegenden Transformation (F), 
in welchem einem Ebenenbiischel von Y wieder ein Ebenenbiischel 
von X entspricht, habe ich schon in meiner Arbeit, diese Annalen, 
Bd. 3, pag. 205, eine Anwendung auf eine Abbildungsaufgabe gemacht. 
Bei dieser Transformation zerfillt die ebene Curve dritter Ordnung, R, 
in einen Kegelschnitt K, der Q in drei Punkten trifft, und in eine 
Gerade G, welche in der Ebene von X liegt und Q nicht schneidet. 
Auch q zerfillt dann in eine Raumcurve fiinfter Ordnung, q’, welche 
den Punkt P zum dreifachen Punkte und das Geschlecht 0 hat, und 
in eine nicht durch P gehende Sehne G’ von q’. Es entspricht dabei 
der Geraden G’ das Hyperboloid durch Q und K, der Curve ¢/ die 
windschiefe Fliiche vierter Ordnung, mit Doppelcurve Q und einfacher 
Geraden G, erzeugt durch die Sehnen von Y, welche G schneiden, 
dem Punkte P die Ebene durch K und G; ferner der Geraden G der 
Kegel zweiter Ordnung, welcher seinen Scheitel in P hat und iiber q 
beschrieben ist, dem Kegelschnitt K die Ebene durch P und G’ und 
endlich der Raumeurve dritter Ordnung, Q, die windschiefe Fliche 
fiinfter Ordnung, mit Doppelcurve g’, Doppelgeraden-G’ und dreifachem 
Punkte P, erzeugt durch die Sehnen von gq’, welche G’ schneiden. 

Diese Transformation liefert direct die Abbildung einer Fliiche F 
fiinfter Ordnung mit dreifachem Punkte P und Doppeleurve q’, deren, 
zugleich mit ihrem Geradensystem, Herr Clebsch, diese Annalen, 
Bd. 3, pag. 75 Anmerk., Erwiihnung thut. Der Fliiche F' entspricht 
in Y eine Fliche f von der vierten Ordnung, die durch Y geht und 
K als Doppeleurve enthiilt. Das Geradensystem von F' ist sodann 
dasselbe, wie das ihrer Bilder, der zehn Geraden von f, welche K und 
@ in je einem Punkte treffen. Benutzt man eine der Geraden von F 
zur Transformation als Gerade G’, so entspricht der Fliiche F in X 
ein Hyperboloid durch K. 


g. 8. 
Die Transformation (B). Abbildung der Fliichen sechster Ord- 
nung mit Doppelcurve fiinfter Ordnung vom Geschlecht 1. 


Ich gehe hier aus von der dreifach unendlichen Schaar der Trans- 
formationsflichen y des Raumes X, Fliichen dritter Ordnung mit fester 
Raumeurve vierter Ordnung, erster Species, g, und festem Kegelschnitt 
k, der q in drei Punkten trifft. 

Es ist nachzuweisen, dass die Transformationsfliichen m des Rau- 
mes Y Flachen dzitter Ordnung werden, mit fester Raumcurve fiinfter 
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Ordnung vom Geschlecht 1, Q, und fester Geraden G, die Q in drei 
Punkten trifft. , 

Nun giebt es unter den Flichen y eine einfach unendliche Schaar, 
welche in die & enthaltende Ebene FE und in den durch g gehenden 
Fliichenbiischel zweiter Ordnung zerfillt und welche einem Ebenen- 
biischel von Y entspricht, woraus folgt, dass in Y eine Fundamental- 
gerade G, die Axe des Ebenenbiischels, liegt, welcher die Ebene 
entspricht. Weiter muss daher in Y noch eine Fundamentaleurve 
fiinfter Ordnung @ liegen, deren Punkten die Sehnen von gq ent- 
sprechen, welche & schneiden. Diese Sehnen erzeugen eine Fliche 
von der Ordnung 7, welche qg zur dreifachen, k zur doppelten Curve 
besitzt und welche das Curvengeschlecht.1 hat. Daher hat auch 
das Geschlecht 1. Da sich ferner die Ebene FE und die Fliche 
ausser / in noch drei Geraden schneiden, so muss auch die Gerade G 
die Curve Q@ in drei Punkten treffen, womit die oben angegebene Um- 
kehrung der Transformation erwiesen ist. Ganz iihnlich kann man 
auch von den Fliichen m zu den Flichen wp iibergehen. 

Die den Punkten von g entsprechenden dreipunktigen Sehnen von 
Q erzeugen eine Fliiche Q von der Ordnung 5, mit Doppeleurve Y 
und einfacher Geraden G. Die den Punkten von k entsprechenden 


‘Sehnen von Q, welche G schneiden, erzeugen eine Fliiche © von der 


dritten Ordnung, welche Q zur einfachen Curve, G zur Doppelgeraden 
hat. Es entsprechen sich G und FE, Q und w, k und O, g und Q. 

Zur Anwendung dieser Transformation untersuche ich die ebene 
Abbildung einer Fldche F' von der sechsten Ordnung, welche die Rawm- 
curve fiinfter Ordnung mit p = 1, Q, zur Doppelcurve hat. Diese Fliche 
hat das Fliichengeschlecht 0, da man durch die Curve @Q keine Fliiche 
zweiter Ordnung legen kann. 

Durch die Transformation dieses § entspricht der Fliche F’ im 
Raume X eine Fliiche f von der vierten Ordnung, welche den Kegel- 
schnitt k zur Doppeleurve hat. Die ebene Abbildung der Fliiche / 
gibt somit auch die von F. 

Man kann aber die Abbildung dadurch noch einfacher gestalten, 
dass man auch die Sehne G von Q benutzt. Denn die windschiefe 
Fliche Q, erzeugt durch die dreipunktigen Sehnen von Q, schneidet 
die Fliche F noch in einer Curve zehnter Ordnung, welche, da diese 
Sehnen ausser Q die Fliche F' nicht mehr treffen, in zehn der Sehnen 
zerfallt. Wiahlt man daher eine dieser zehn auf J’ liegenden Geraden 
heraus und lisst G mit derselben zusammenfallen, so wird der Fiche 
F durch die vorliegende Transformation in X eine Fliche ® von der 
dritten Ordnung, welche durch den Kegelschnitt & einfach geht, ein- 
deutig entsprechen. 

Die ebene Abbildung der Fliiche F verlangt also, wie die von / 
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oder ®, die Lésung einer Gleichung fiinften Grades und vier quadra- 
tischer Gleichungen; um die Eigenschaften der Fliche kennen zu ler- 
nen, hat man ausserdem noch eine Gleichung zehnten Grades zu lésen. 

Den 16 Geraden der Fliche f entsprechend, ergiebt sich fiir FP: 

Auf der Fliche F liegen 16 Kegelschnitte, welche mit 
der Raumcurve Q je fiinf Punkte gemein haben. Die Combi- 
nation dieser Kegelschnitte ist identisch mit der der 16 Ge- 
raden der Fliche f. Sie verhalten sich gleichmissig gegen die 
10 Geraden von F’, die sie nicht treffen. Die Flichen dritter 
Ordnung, welche durch die Curve @ und einen dieser Kegel- 
schnitte gehen, schneiden aus F' eine einfach unendliche Schaar 
rationaler Curven sechster Ordnung (die eine fiinfpunktige Sehne 
besitzen) aus. 

Ich gehe nun von einer ebenen Abbildung der Filiiche ® aus. 
Den ebenen Schnitten von ® midge auf der Bildebene die Schaar der 
Curven dritter Ordnung entsprechen, welche sechs feste Punkte a,, a., 
a3, @,, a, und ¢ gemein haben. Dabei sei das Bild des Kegelschnittes 
k der Flaiche ® eine Curve dritter Ordnung, welche ¢ zum Doppel- 
punkte, die fiinf Punkte a; zu einfachen Punkten hat. 

Den ebenen Schnitten der Fliche F' entsprechen die Schnitte der 
Fliche ® mit den Flichen y von der dritten Ordnung, welche durch 
k und die Raumcurve vierter Ordnung, erster Species gy gehen, die ® 
ausserhalb & in noch neun Punkten trifft, den Bildern der neun wei- 
teren Geraden von F’. Diesen Schnitten von ® mit den w entsprechen 
auf der Bildebene Curven sechster Ordnung, welche die fiinf Punkte 
a; 2a Doppelpunkten, den Punkt ¢ zum einfachen Punkte haben und 
welche ebenfalls noch durch neun feste Punkte b; der Ebene gehen 
miissen. 

Daher sind die Bilder der ebenen Schnitte der Flache F’ Curven 
sechster Ordnung, welche fiinf doppelte und zehn einfache Fundamental- 
punkte besitzen. 

Damit diese Curven eine dreifach unendliche Schaar bilden, muss 
die Lage der Fundamentalpunkte noch einer Bedingung unterliegen. 
Nun weiss man, dass die den b; entsprechenden neun Punkte von ® 
ausgeschnitten werden von emer Raumcurve vierter Ordnung, erster 
Species, welche drei Punkte mit dem Kegelschnitt k gemein hat, oder 
sie sind der Schnitt von ® mit zwei Hyperboloiden, welche durch drei 
feste Punkte von k gehen. Auf der Bildebene entspricht aber dem 
Kegelschnitt & eine Curve S von der dritten Ordnung, die ¢ zum 
Doppelpunkt, die a; zu einfachen Punkten hat. Man legt daher in 
dieser Ebene zwei Curven R von der sechsten Ordnung, welche die 
Punkte a; und ¢ zu Doppelpunkten haben und durch drei feste Punkte 
A,, 4,, 4, der Curve S hindurchgehen. Diese beiden Curven FR schnei- 













































Eindeutige Raumtransformationen. 577 


- den sich dann noch in neun Punkten b;, welche man mit c als ein- 
. fache Fundamentalpunkte der Abbildung von F' annehmen kann. 

. Ausserdem ergiebt die Betrachtung der zerfallenden ebenen Schnitte 
der Fliche F’, dass die 15 Punkte a;, b;, ¢ auf einer Curve vierter 
t Ordnung liegen, dass man ferner eine Curve fiinfter Ordnung legen 
° kann, welche drei der a; zu Doppelpunkten hat und durch die beiden 
iibrigen a;, die b; und ¢ geht, und dass man endlich eine Curve sechster 


e Ordnung legen kann, welche einen der Punkte a; zum dreifachen Punkte, 
r die iibrigen a; zu Doppelpunkten, die 6; und ¢ zu einfachen Punk- 
- ten hat. 

r Die Abbildung durch die Methode der eindeutigen Raumtransfor- 
e mationen liefert auf diese Weise direct die Schnittpunktsysteme, welche 


unter den Fundamentalpunkten der Abbildung im Allgemeinen auf- 
. treten werden. Um auch nachtriiglich einzusehen, dass das fiir die 


r Abbildung der Fliche F' angegebene Schnittpunktsystem eine dreifach 
. unendliche Schaar von Curven giebt, gebrauche ich das Abel’sche 
S Theorem (s. Clebsch, Crelle, Bd. 63), indem ich die vier endlichen 
7 Integrale einfiihre, welche sich auf eine der oben genannten Curven 
R beziehen. 

Diese Curve FR’ von der sechsten Ordnung hat die fiinf Punkte a; 
1 -und den Punkt ¢ zu Doppelpunkten und ist vom Geschlecht p = 4. 
D Die vier auf R’ sich beziehenden endlichen Integrale seien, wenn die 
- Coordinaten des Punktes w,; die obere Grenze derselben bilden, mit 
i ui (k = 1, 2,3, 4) bezeichnet; die Integrale in Bezug auf die beiden 
e in a; oder ¢ vereinigt liegenden Punkte zusammen mit Ai oder CG. 
1 Man habe dann fiir den Schnitt einer Curve r'* Ordnung mit BP: 

l i i=6r 


Sui=rj, (k=1,2,3,4). 
é‘=1 ° 


Hieraus folgt fiir den Schnitt der Curve R’ mit der oben bezeichneten 
Curve S, wenn man S noch durch einen beliebigen festen Punkt / 
von ff’ legt: 


‘a6 Ci ‘=3 . 
(1) ZA F2a+h+ Za, = Sir. 


all 


Die drei Punkte 4; sind durch diese vier Gleichungen (1) bestimmt 
als Schnitt von R’ mit einer Curve S von der dritten Ordnung, welche 
e zum Doppelpunkte, die a; und den Punkt / zu einfachen Punkten hat. 

Ferner folgt fiir den Schnitt von R’ mit einer weiteren Curve R” 
von der sechsten Ordnung, welche die a; und ¢ zu Doppelpunkten hat 
und durch die drei Punkte 4; von FR’ geht: 


eS FFF ODO ST Cl OCOet—“Ctié‘ |S 


éan6 Oi, ses , ‘i=9 . 
(2) 2 sie aa pA + ise b, = Gh. 


~~ 


Die neun Punkte 0; sind die Punkte, in denen sich die beiden Curven 
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F’ und R” ausser den a;, ¢ und A; noch schneiden. Wenn man noch 
fiinf der b; willkiirlich auf R’ annimmt, bestimmen die vier Gleichun- 
gen (2) die vier iibrigen };. 

Die zu bestimmenden Curven sind die Curven # von der sechsten 
Ordnung, welche in den a; Doppelpunkte besitzen und durch ¢ und 
die b; einfach gehen. Damit nun eine zweifach unendliche Schaar 
solecher Curven R, die mit RF’ nicht zusammenfallen, existirt, muss es 
mdglich sein, diese Curven R noch durch zwei ganz beliebige Punkte 
v; von FR’ zu legen, ohne dass FR mit FR’ zusammenfillt; d. h. aus den 
vier Gleichungen, welche dann fiir den Schnitt von R und & gelten: 


‘=5 i=9 , i=2 , i=3_ 
(3) 2A +a ZH Bet Tw, = 6 jr, 
miissen sich bei beliebigen Punkten v,, v, drei Punkte w,, w,, w, 
eindeutig ergeben. Nun folgt aus (1), (2), (3): 

¢=5_ . ‘=2 . i=s ., 
(4) =A 4. Ath+ 24, + 2m, =3h,; 
welche vier Gleichungen in der That eine eindeutige Lisung fiir die 
drei Punkte w; zulassen. Die Punkte w; sind nach (4) der Schnitt 
von Ff’ mit einer Curve dritter Ordnung, welche durch die fiinf Punkte 
a; und die beiden Punkte ¢ und /, sowie durch die beiden Punkte »,, 
v, hindurchzulegen ist. 

Durch eine Specialisirung der Lage der Punkte v,, v, erhilt man 
auch hier die oben angegebenen zerfallenden Curven der Schaar. 

Die hier gefundene zweifach unendliche Schaar von Curven R 
giebt, mit R’ verbunden, die dreifach unendliche Schaar von Curven, 
welche zur Abbildung dienen kénnen. 

Die Abbildung der Doppelcurve @ der Fliche F' wird eine hyper- 
elliptische Curve fiinfzehnter Ordnung, p = 11, welche die a; zu fiinf- 


fachen, ¢ und die 0; zu dreifachen, die drei Punkte 4; von S zu ein- 
fachen Punkten hat. 


§ 9. 


Transformationen, welche sich nicht auf solche der dritten 
Ordnung zuriickfiihren lassen. 


Den Bedingungen des § 1., welchen die Transformationsfliichen 
unterliegen, kann auf eine unendliche Mannigfaltigkeit von Arten ge- 
niigt werden, von denen ich nur noch eine hervorheben will. Ich be- 
trachte eine Schaar von Transformationsfliichen m'*t Ordnung g, die 
einen festen (x — 1) fachen Knotenpunkt P besitzen und von denen 
sich je zwei Flichen in einer beweglichen ebenen Curve n'* Ordnung 
mit (x — 1) fachem Punkte P schneiden. Diese Flaichen haben daher 
als feste Fundamentaleurve eine Curve von der »(m — 1)'" Ordnung, 
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die als Schnitt einer Fliche mit einer Fliche ® von der (nm — 1)!" 
Ordnung, welche den Punkt P zum (n — 2) fachen Knotenpunkt hat, 
erhalten wird. Die Gleichung der Flichenschaar ist somit von der 
Form: 

ap + AO=O0, 
wo A == 0 die Gleichung einer durch P gehenden Ebene ist. 

Diese Gleichungsform zeigt, dass die Flichenschaar eine dreifach 
whendliche ist. Ferner schneiden sich je drei der Flichen im Allge- 
meinen in nur einem beweglichen Punkte; denn eine solche Fliche 
wird yon zwei anderen in zwei ebenen durch P gehenden Schnitt- 
curven getroffen, und die Schnittlinie der Ebenen dieser beiden Cur- 
ven trifft die Fliche ausser P in nur einem Punkte. Daher wird die 
Transformation eine eindeutige. 

Um diese Transformation analytisch darzustellen, sei y, =y,—=y,—=0 
der Punkt P; mit 7, (y) sei eine in y,, ¥., y; homogene Function u' 
Ordnung bezeichnet. Man hat dann: 


ex, =, P(y), 
QL, = Y,% (y), 
9x, = YY)» 
ex,= 9), 
® (y) = y¥,Pn—2 (y) + Or_1(y), 
PY) = Ys Pn—1 (Y) + Pn (Y)- 
Die Umkehrung dieser Transformation ergiebt ein ‘hnliches System: 


wobei: 


‘ oy, = x, ¥ (x) 
6 yy = 2,¥ (2) 
oy, = 25¥ (2) 
oy, = ¥(2), 


¥ (@) = Pn—1 (%) — On —2(#) 

Y (%) = &,%,—1 (%) — Gn (). 
Die Fliichen des Raumes X haben den Punkt P (x, = 2, = x, = 0) 
zum Doppelpunkte, die Curve ¥ (x) = 0, wy (a) = 0 zur Fundamental- 
curve. 

Dabei entspricht dem Punkte P’ die Fliche (y) = 0. Der Curve 

Y (x) = 0, »(«) =0 entspricht der Kegel 2 (n — 1)'*" Ordnung, welchen 
man vom Punkte P aus iiber der Curve D(y) = 0, p(y) = 0 beschreiben 
kann und welcher die Gleichung hat: 


Pn—1 (Y) Pn—1 Y) — Pn (Y) Pn —2 (y) = 95 
und ebenso entspricht dem Punkte P die Fliiche ¥ (7) =O und der 


wobei: 
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Curve ® (y) = 0, p(y) = 0 der iiber ¥ (x) = 0, y (x) = 0 von P’ aus 
beschriebene Kegel: 
Pn—1(%) Pn—1 (%) — Pn (x) On —2 (x) = 0. 

Ein schon betrachteter specieller Fall dieser Transformation ist 
der in § 3. behandelte. Dagegen ist diese Transformation fiir n = 3 
giinzlich verschieden von der des § 2. und nur der besondere Fall fiir 
n=3, in dem die Fliche p(y) =O in ein Hyperboloid und eine 
Ebene, die beide durch P gehen, zerfallen, kann auf zwei successive 
Transformationen des § 2. zuriickgefiihrt werden; auch habe ich von 
diesem Falle schon Math. Ann. Bd. 3, pag. 199 Gebrauch gemacht. 


Mannheim, den 31. Dec. 1870. 
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Ueber die Entwickelung einer Function nach Quadraten 
und Produkten der Fourier-Bessel’schen Functionen.*) 


Von Cart Neumann in Lerezic. 


In meiner Schrift iiber die Bessel’schen Functionen **) ist neben 
den Bessel’schen Tvranscendenten J"(z) eine gewisse neue Function 
O”(z) in die Untersuchung eingefiihrt worden. Die Function J” (2) 
wird bekanntlich definirt durch die unendliche Reihe: 


2 zt 
Q) *@= 2 — sha tioeteepi—'): 
wo TIn = 1.2.3...m, und TIO = 1 ist. Andererseits ist unter 
0" (2) eine ganze rationale Function von ~ zu verstehen, welche, je 


nachdem » gerade oder ungerade ist, ihren Ausdruck findet durch 
eine der beiden (bei einem gewissen Gliede von selber abbrechenden) 
Formeln: 

n? (n? — 2 


(2) Oye t+ Fy POH yy MOH NO— OM +...) 





(gerades n) , 
On (= “(1 +255 +° a” + (n? — 1°) ee ‘) 
unaidiis ). 

Kine andere und einfachere Darstellungsart ergiebt sich (vgl. die 
citirte Schrift p. 15) fiir diese Functionen O" (2), wenn man die vor- 
stehenden Ausdriicke in wmgekehrter Weise (nach steigenden statt nach 
fallenden Potenzen von 2) ordnet. Man findet alsdann fiir jedes be- 
liebige n (gleichgiiltig, ob m gerade oder ungerade ist) die Formel; 


‘ - 2"TTn 2 2! 
ae (= a+ fant f0.an—3.an—-at" fin.) 


wo unter ¢, eine Zahl zu verstehen ist, welche den Werth 1 hat fiir 
n=0, den Werth 2 fiir » > 0. Indessen leidet diese Formel an der 





*) Wiederholt aus den Berichten der Kgl. Siichsischen Gesellschaft d. Wiss. 
Jahrgang 1869, Seite 221. 
**) Im Verlag von Teubner, Leipzig 1867. 
Mathematische Annalen. IIL. 
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Unbequemlichkeit, dass sie nicht von selber abbricht, des Abbruchs 
aber bedarf (was angedeutet sein soll durch das zugesetzte fin.). Die 
Function 0" (2) ist nimlich, zufolge ihrer urspriinglichen Definition (2), 
eine ganze rationale Function von ! , welche verschwindet fiir . == 0), 
Und die Glieder der Formel (3) sind nur so weit fortzusetzen, als es 
mit diesem Charakter der Function vertriglich. Das letzte in die Pa- 
renthese jener Formel noch aufzunehmende Glied lautet daher, je 
nachdem » gerade oder ungerade ist, entweder 

2” 

2.4...m.2n—2.2n—4...0 





(gerades 2) , 

oder: 

gt 
2.4...n—1,2n—2.2n—4...n41 

Mit Bezug auf diese Functionen sind von mir*) folgende Siitze auf- 

gestellt worden: 


I. Satz. Sind x, y complexe, der Bedingung mod « < mod y unter- 





(ungerades 2), 


; .: ; 
worfene Variable, so kann der Bruch = folgende Reihe entwickelt 
werden: 
(44) 


Diese Entwickelung niimlich wird jederzeit giiltig, d.%. convergent und 
gleichwerthig mit dem gegebenen Bruche sein, so lange mod « < mod y 
bleibt. 

Il. Satz. Jtepriisentirt R eine reelle Constante, und f (2) eine ge- 
gebene Function, welche eindeutig und stetig ist, so lange modz < fk 
bleibt, so wird jederzeit eine Entwickelung existiren: 


2s 
y— x 





=" a J5*(x) Or (y). 
n=0 


(4s) [() =" a J*(e), 


welche giiltig ist fiir jeden der Bedingung mod z < R entsprechenden 
Werth von 2. — Die constanten Coefficienten «a, dieser Entwickelung 
finden ihre Bestimmung durch die Formel: 
€ fe 
ten = 58: | f(2) Or (@) de, 
(r) 
die Integration positiv hinerstreckt liings irgend einer Kreislinie, deren 
Mittelpunkt bei z = 0 liegt, und deren Radius r kleiner als R ist. 
In diesen Séitzen ist unter &, eine Zahl zu verstehen, welche fiir 
n= 0 den Werth 1, hingegen fiir n > 0 den Werth 2 besitzt. 
Vor einiger Zeit ist von Lommel**) die Vermuthung ausge- 
*) 1. ce. pag. 32 und 34. 
**#) Studien iiber die Bessel’schen Functionen von Dr. E. Lommel. Verlag 
von Teubner. Leipzig 1868, Seite 50. 
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sprochen worden, dass fiir eine gerade Function f(¢) wohl auch eine 
Entwickelung nach den Quadraten der Bessel’schen Functionen mig- 
lich sein diirfte. Die so angeregte Frage gab Veranlassung zu der 
nachfolgenden Untersuchung, und wird durch diese Untersuchung dahin 
beantwortet werden, dass eine solche nach den Quadraten der Be ssel”*- 
schen Functionen fortschreitende Entwickelung 


f= = (IP 


jederzeit existiren muss, falls nur die zu entwickelnde Function / (2) 
innerhalb eines um den Punkt 2 0 beschriebenen Kreises den Be- 
dingungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit, und daneben der Bedin- 
gung f(2) =f (— 2) Geniige leistet. Zugleich auch wird die all- 
gemeine Methode dargelegt werden, nach welcher bei einer derartigen 
Entwickelung die Coefficienten x, zu bestimmen sind. 


§ 1. 
Die Entwickelung einer geraden Potenz. 


Ist von einer Function f(z) bekannt, dass sie auf der z-Ebene 
allenthalben eindeutig und stetig ist, und ferner bekannt, dass sie 
lings irgend einer (beliebig kurzen) Linie verschwindet, so folgt daraus 
bekanntlich, dass sie auf der z-Ebene allenthalben verschwindet. Den 
eben genannten Voraussetzungen wird aber entsprochen, wenn man 
fiir f(z) folgenden Ausdruck nimmt: 


a 
- f(z) = [J* (2)? — . fo (22 sin w)dq@. 
0 

Denn dass diese Function auf der z-Ebene allenthalben eindeutig und 
stetig ist, folgt aus den EKigenschaften der Bessel’schen Transcen- 
denten; und andererseits ist bekannt (vgl. meine schon citirte Schrift, 
S. 70), dass sie verschwindet fiir reelle Werthe von z, also verschwindet 
lings der reellen Achse. Somit ergiebt sich, dass diese Function auf 
der z-Ebene allenthalben verschwindet. Also: 

Ill. Satz. Fir jeden beliebigen Werth der complexen Variablen z 
findet die Formel statt: 


a 
(5) [Je (aye = + fo 22sinw)da. 
0 
Dabei ist indessen vorausgesetzt, dass n eine ganze Zahl ist. 
Unter Anwendung dieses Satzes wird es nun leicht sein, jede der 
Potenzen 
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nach den Quadraten der Bessel’schen Functionen zu entwickeln. Wir 
setzen zuvorderst: 


ma 
(6) or — CO. z Je z sin @)°? da, 
0 


und erhalten aisdann zur Bestimmung der Constanten C die Gleichung 
a 
1—c.+ fe sin @)2? da, 
0 


und hieraus durch Ausfiihrung der Integration: 
al es fp , Tp? 
mithin: o— Tp. Tp 
TT2p ’? 
wo (wie schon friiher) Tx —1.2.3...m”, und TT0 =1 sein soll. 
Somit geht die Formel (6) iiber in: 








(7) or — UP put x Jee sin w)°? da. 

Versteht man unter € eine complexe Variable, so wird ¢? eine Func- 
tion von € sein, welche auf der ¢-Ebene, mit Ausnahme der unendlich 
fernen Punkte, iiberall eindeutig und stetig ist, und welche also, zu- 
folge eines bereits erwihnten Satzes (4,), fiir jeden endlichen Werth 
von € darstellbar ist durch eine nach den Bessel’schen Functionen 
fortschreitende Entwickelung: 


gr "2 a J* (6). 


Addirt man die beiden Formeln, welche bei Anwendung dieser Ent- 
wickelung fiir (+ €)?” und (— §)?” sich ergeben, und beachtet man, 
dass die Bessel’sche Function J*(§) gerade oder ungerade ist, je 
nachdem ihr » gerade oder ungerade, so ergiebt sich: 


(8) gr = S aand** (0). 


Diese Entwickelung ist giiltig fiir jeden endlichen Werth von € Sie 
kann daher sofort in Anwendung gebracht werden auf den Werth 
€ = 22sin w, und liefert alsdann: 


z= 
(2z2sin@)??—= LY w,J*"*(2z2sin a). 
n=0 


Hierdurch aber gewinnt die Formel (7) folgende Gestalt: 


a 

op Tip. Tp 1 (=? ae Ge 

22 — “Nap a 12, a, J?" (22 sin @)} da, 
U 
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also mit Riicksicht auf (5) folgende: 

‘ Tip .1T 
(9) 2? = ae = tn [J* (2)]*. 
Aus (8) und (9) ergiebt sich daher folgendes Resultat: 

IV. Satz. Versteht man unter p eine der Zahlen 0,1, 2,3, .... 00, 
so kann die Potenz 2” in eine nach den Quadraten der Bessel’- 
schen Functionen fortschreitende Reihe entwickelt werden, welche giiltig 
bleibt fiir jeden endlichen Werth von z. 

Bezeichnet man die Entwickelung der Potenz 2” nach den Bessel’- 
schen Functionen selber mit 

2P = a,d)°(z) + a,Jg? (2) + a,JS*(e)+----- ; 
so wird ihre nach den Quadraten der Bessel’schen Functionen fort- 
laufende Entwickelung folgendermassen lauten: 
TTp . TT 
(10) 2? = PETE (a (FP + (I? OP + ey [JP + +--+): 
Die Coefficienten der letzteren Entwickelung sind also proportional mit 
denen der ersteren, niimlich von diesen nur verschieden durch den gemein- 


schaftlichen Factor ——~— . 


_ Die Entwickelungen von 2°, 2’, z*, 2°, .... nach den Bessel’- 
schen Transcendenten wurden bekanntlich schon von Schlémilch 
aufgestellt. Sie lauten (vgl. meine Schrift iiber die Bessel’schen 
Functionen Seite 39) folgendermassen : 

1 =J°(z) +2 2d*2(2), 
, 2244? J*1(z), 
224 ¢° (4g? — 2?) J*2 (2), 
224 q? (44? — 2) (4q?— 4°) J*2(z), 
o— 24g (Ag? — 2) (Ag — 4) (4g? — 6) J**6), 


Ih 


(10,) 


xn en BD 


6 


] 


wo die Summationen 2 Spcinaiaiieaions du iiber die Zahlen I= 1, 
2, 3,4, ... 00. Hieraus nun ergeben sich, mit Hiilfe des eben er- 
haltenen Satzes , augenblicklich die Entwickelangen dieser Potenzen 
nach den Quadraten der Bessel’schen Functionen. Man findet: 


1 =[J°(2)/ = 22 [J2 (z)]?, 
a 2544? [J2 (2)|’, 





(10) #t= 1 2D 4g? (4q°— 2) [Je(e) 
sh 23 2 dg? (4g? 2% (Ag? 4%) [Tr(@)f, 
8 1.2. of 2D4¢? (4q°— 2?) (4q°— 4°) (4q? — 6’) [J 7(2))*, 


or 
mr) 
a 
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wo wiederum q = 1, 2, 3, 4,.... © diejenigen Zahlen sind, iiber 
welche die Summationen 2 hinzuerstrecken sind. Alle diese Ent- 
wickelungen (10*.») sind giiltig fiir jeden endlichen Werth von 2, 
giiltig fiir siimmtliche Punkte der z- Ebene. 

* Eine Function f(z), welche innerhalb eines um den Pankt z = 0 
beschriebenen Kreises eindeutig, stetig und gerade bleibt, ist bekannt- 
lich innerhalb dieses Kreises darstellbar durch eine nach den geraden 
Potenzen von z fortschreitende Reihe. Zufolge des Satzes (10) wird 
nun jedes Glied dieser Reihe entwickelbar sein nach den [J*(z)]*; 
und in solcher Weise wird sich fiir die Function f(z) eine ebenfalls 
nach der |J*(z)|* fortschreitende Reihe ergeben. Im folgenden Para- 
graphen werden wir das Gebiet festzustellen suchen, innerhalb dessen 
eine solche Reihenentwickelung giiltig, d. i. convergent und gleich- 
werthig mit f(z) ist. 


§ 2. 
Die Entwickelung einer geraden Function. 


Auf der z-Ebene sei ein Kreis beschrieben um den Punkt 0 (d. i. 
2 =0), mit dem Radius R; und f(z) sei eine gegebene Function, 
welche fiir alle der Bedingung 
(11) modz< Rk 


entsprechenden Werthe von z eindeutig, stetig wnd gerade ist. Das 
Verhalten der Function in den Randpunkten der 
Kreisfliche (Jt), d. i. fiir mod ¢ = R wird also 


aa, he als unbekannt betrachtet. 
_ Unter den unendlich vielen der Bedingung 
4 mw (11) geniigenden Punkten z werde irgend ein 
B _ \ bestimmter Punkt ausgewahlt. Dieser mag mit 


/ x und sein Abstand vom Mittelpunkte mit a be- 
en } | zeichnet werden. Ferner mag dem Punkte x 
| entsprechend ein Hiilfskreis construirt werden, 
/ / der concentrisch ist mit dem gegebenen Kreise 
r y und dessen Radius b an den Punkt x, gebunden 
ist durch die Relation: 
(12) i a #te : 
Die auf der Peripherie des Hiilfskreises befindlichen Punkte mégen 
mit y bezeichnet werden; und diesen Bezeichnungen entsprechend mag 
gesetzt werden: 
(13) z=ae'* =acosa+iasna, 
y = be’? = bcos B+ ibsin B. 
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Zufolge eines bekannten Cauchy’schen Theorems kann der Werth 
der gegebenen Function f in dem betrachteten Punkte 2 dargestellt 
werden durch das Integral *) 


1 dy 
fe) anf foe, 
(0) 
die Integration positiv hinerstreckt lings der Peripherie des Hiilfs- 
kreises (b). Daa<b, d. » mod x - rite y, mithin 
s 

y— —_ 2 

ist, so kann die Formel (14) so sions werden: 


(8) f@— sy [EO + 4A +...) ay. 


y y* 
() 


Die Function f ist innerhalb des gegebenen Kreises gerade; daher hat 
f(y) an je zwei diametral entgegengesetzten Stellen der Kreislinie (b) 
einerlei Werth; folglich wird das lings jener Kreislinie (b) hinerstreckte 


Integral : 
“fy) dy 
J y” 


(6) 
fiir jedes gerade n verschwinden. Auf der rechten Seite der Formel 
(15) werden daher alle diejenigen Glieder verschwinden, deren Nenner 
mit geraden Potenzen von y behaftet sind. Somit ergiebt sich: 


02 4 
(16) f («) = wilG Eo 4 Sho 4 shy f(y) dy. Jay, 
(2) 
oder, was dasselbe ist: 
1 f(y) dy 


(17) fF@=—Q+O,0+ C0+--, Go=xy “pet 
@) 

Diese Reihe (16) oder (17) wird also fiir den betrachteten Punkt « 
giiltig, a. i. convergent und gleichwerthig mit f (x) sein. 

Wir gehen iiber zur Untersuchung der dieser Reihe zugehérigen 
Modulreihe. Zufolge (17) ist: 

a? (f(y) dy 
Cop 2? = = rae , 
(6) 

oder, wenn fiir x, y die Werthe (13) substituirt werden: 


*) Die tiber die gegebene Function f(z) zu Grunde gelegten Voraussetzungen 
beschriinken sich durchweg auf diejenigen Punkte z, fiir welche mod z < BR ist. 
Die Beschaffenheit derjenigen Werthe, welche f(z) fiir mod z= R besitzt, ist also 
véllig unbekannt. Eine Verlegung der in (14) vorhandenen Integrationscurve von 
der Peripherie des Hiilfskreises (b) zur Peripherie des gegebenen Kreises (2) wiirde 
daher unzuldssig sein, 
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2 . 
Onp at? = —*"__ ervie | f(y) e278 dB, 


20.0? fap 
6 
Da der Modul von ¢?‘* den Werth 1 besitzt, so ergiebt sich hieraus 
sofort: 
a’? 


mod (C2, #°?) = a" mod (fro ete ap) ; 
Mit Hiilfe des bekannten Satzes, dass der Modul einer Summe kleiner 
ist als die Summe der Moduln: 


mod (wu -+-v+w+----)<modu+modv+ modw+.--.-, 


ergiebt sich nun weiter: 


2p P : 
mod (Cy, #?”) < af mod (fy) —— snip) dp, 
i) 








oder, weil der Modul von e~?”‘? den Werth 1 hat: 


2 o 
mod (C2p 2”) < if moa f(y). dB. 
22b°? 6) 
Versteht man nun unter B eine gewisse, dem Hiilfskreise ()) zuge- 
hérige Constante, namlich den gréssten Werth, welchen mod f (y) 
lings der Peripherie dieses Kreises besitzt, so wird die rechte Seite 
der vorstehenden Formel, wenn man mod f(y) durch jene Constante 
B ersetzt, noch weiter vergréssert werden. Um so mehr also wird: 
2p ° 
mod (C2, a*”) << — “7, BaB, 


9 
“2 (b) 





oder , weil f Bag = 2B ist: 
() 
mod (Cy, 2%?) < B(S)”. 
Somit erhalten wir fiir p=—0O, 1, 2, ... die Formeln: 
mod (Cy) < B, 


mod (C,27) << B (¢), 
mod (C,z") < B(f), 


Hieraus aber ergiebt sich (weil zufolge der Construction des Hiilfs- 
kreises a < b ist) augenblicklich, dass die der Reihe (17) zugehdrige 
Modulreihe : 
(18) mod (C,) -++ mod (C,a”) + mod (C,2*)+.-.---- 
convergent ist. 

Da der Punkt « ein beliebiger war unter den unendlich vielen der 
Bedingung mod z < F entsprechenden Punkten z, so werden die in 








ia oa, ae 
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Betreff der Reihen (17) und (18) erhaltenen Resultate giiltig sein fiir 
alle jene Punkte. Sind x, x irgend zwei von jenen Punkten, und 
(b), (0) die denselben zugehdérigen Hiilfskreise, so ergeben sich auf 
dem hier eingeschlagenen Wege fiir f(x) und f(a’) Entwickelungen, 
deren Coefficienten scheinbar von einander verschieden sind. Denn 
nach (17) erhalten wir: 


; 7 1 b d 
fA Q+ OOM, Com aay fOOM, 
(6) 
und andererseits: 


. , , vo ri , 1 *f (y’) dy’ 
f(a’) = OC) + Cya? + Cyat+----, Crp = 5G geet 
(0) 
Aus den tiber die gegebene Function f(z) gemachten Voraussetzungen 
ergiebt sich aber leicht, dass der Werth des Integrales 


2 ioes 

222 geti 
cin und derselbe ist, gleichgiiltig, ob man die Integration iiber die 
Peripherie von (b), oder iiber die von (b’), oder auch iiber die Peri 
pherie irgend eines anderen um den Punkt z = 0 beschriebenen Krei- 
ses, dessen Radius kleiner als F ist, hinlaufen lisst. 

Die gegebene Function f{ (2) ist also darstellbar durth eine mit ge- 

wissen constanten Coefficienten C behaftete Reihenentwickelung: 


p=@ 
(19) f(e)= = Gye, 
= 


welche giiltig |d. i. convergent und gleichwerthig mit f (2)] ist fiir jeden 
der Bedingung mod z < R entsprechenden Werth von z. Und die dieser 
Reihe zugehirige Modulreihe 
(20) ; 2 mod (Crp 2*?) 

p= 
ist fiir jedes der genannten Bedingung entsprechende z ebenfalls con- 
vergent. 

Wir werden durchweg festhalten an der Voraussetzung: 

(21) modz< R. 
Wie klein die Differenz zwischen mod z und R aber auch sein mag, 
immer wird sich eine positive reelle Grésse ¢ angeben lassen von sol- 
cher Kleinheit, dass der mit j/1 + ¢ multiplicirte mod z ebenfalls noch 
kleiner als R ist, also eine Grosse ¢, welche der Bedingung geniigt: 


(22) mod (¢/1+ @) < R. 
Denkt man sich aber das ¢ in solcher Weise gewahlt, so wird die 


Reihe (20) convergent bleiben, wenn man in ihr ¢ mit z//1-+ « ver- 
tauscht. Mit anderen Worten: Die Reihe 
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‘= mod {C2,(eV1 + «)?”} 
p= 


wird convergent sein zufolge der iiber 2 und ¢ gemachten Voraus- 
setzungen (21) und (22). Auch liegt zu Tage, dass die Glieder dieser 
Reihe durchweg reell und positiv sind. Multiplicirt man aber die 
Glieder einer derartigen Reihe mit irgend welchen positiven reellen 
Gréssen, welche nicht ins Unendliche anwachsen, so wird bekanntlich 
die so entstehende neue Reihe wiederum convergent sein. Demzufolge 
wird die Reihe: 


#3 Az» - mod {Czy (V1 + €)**}, 


po 
d. i.: p=@ ae 
(23) a. mod {Azp C2» (21 + €)°”} 
convergent sein, sobald man unter 
Ay, Ay, A,, 2-4 Aap, +e0e¢ 


eine Reihe positiver reeller Gréssen versteht, welche durchweg endlich 
bleiben. 

Dieser Anforderung wird entsprochen, wenn man jene Grdssen 
durch die Formel bestimmt: 








2? Tp .TT 
2. > A — 2 . p.- Pp 
(24) Pp Abe? ep’ 
d. i. durch die Formeln: 
er PO CO CETTE) ) BES 1 
_ 2p 1.2.38...2p pe? 1.3.5...2p—1 ay pr’ 


oder, was dasselbe ist, durch die Formeln: 





4, 1+514+5 l+u5 
4, =1, “955 1+ée —_— =e 1+e ; 
Alsdann niamlich wird: 
A, =1, 
4, =, 
Ay = - Us, 1 +-— a 
Ag = U1 - Ms Us» wo: tn = 


Aap = My - Uy s+ ++ Uap—1, 


Dabei soll unter ¢ die friiher [bei (22)| eingefiihrte Grosse verstanden 
werden. 
Denkt man sich niimlich eine Zahl p gewihlt von solcher Hohe, 


dass der Bruch es noch kleiner als jenes ¢ ist, so wird die Reihe 


1 
M1, U3, Ms; 


oe + Uzp—1) +--+ 














he 


zu 
da 
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zu Anfang aus uniichten, aber von uz, —1 ab aus lauter dichten Briichen 
hestehen. Und demgemiiss werden die Gréssen 


eS ee 


zu Anfang wachsen, aber von dz, fortwihrend abnehmen; sie werden 
daher durchweg endlich bleiben. Die bei Einsetzung dieser Gréssen 
Az» (24) in die Formel (23) entstehende Reihe 


2?” Tp.Tp x» is. lke 

= Sal bp (2 
ons oe ae Con (V1 + &) j 

wird also conver. nee sein. Diese Reihe kann, weil (1 + ¢)? gegen 


(/1 + €)*” sich forthebt, einfacher so dargestellt werden: 
‘= mod {ae = C2, (2 zo} : 








TT2p 
Aus ihrer Canin ai folgt sofort, dass die Reihe 


Or =©* We: a 
@) yey tap” Cr ay 
ebenfalls convergent ist. Denn es ist ein bekannter Satz, dass eine 
gegebene Reihe jederzeit convergiren muss, wenn feststeht, dass die 
ihr entsprechende Modulreihe convergirt. — Da das ¢ in der Reihe 
(25) nicht mehr enthalten ist, so bestehen die zum Beweise ihrer Con- 
vergenz erforderlich gewesenen Voraussetzungen, abgesehen von der 
friiher festgestellten Bedeutung der Coefficienten C,,, lediglich darin, 
dass mod z < R ist, oder (was dasselbe ist) darin, dass mod (22) <2R 
ist. Setzt man also £ an Stelle von 22, so ergiebt sich, im Anschluss 
an die friiher in (19) und (20) notirten Ergebnisse, folgendes Resultat: 
Ist & eine complexe, der Bedingung mod  < 2 R unterworfene Va- 
riable, so wird die Reihe 





> Tip. Tp 
26 ‘> Crp GP 
( ) p=0 TT 2 Pp pf 
convergent, ihr Werth also eine stetige Function von & sein. — Diese 


Function mag hinfort mit  (g) bezeichnet werden. Aus ihrer Defini- 
tion durch die vorstehende Reihe erkennt man iibrigens sofort, dass sie 
nicht nur stetig, sondern auch eindeutig und gerade ist. 

Aus den eben genannten Eigenschaften der Function 





(27) (0) =e hsp Cnt? 


ergiebt sich nun [unter pee eines friiher in (4,) erwihuten 
Satzes] sofort, dass sie darstellbar ist durch eine nach den Bessel’- 
schen Functionen fortschreitende Reihe: 


(== KI*(), 
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und dass diese Reihe giiltig ist fiir simmtliche der Bedingung mod <2 R 
entsprechenden Werthe von €. Bildet man die zuletzt hingestellte For- 
mel successive fiir © (+ §) und ®(— &), und beachtet man, dass die 
Function ® gerade ist und dass andererseits die Function J” gerade 
oder ungerade ist, je nachdem ihr » gerade oder ungerade, so ergiebt 
sich durch Addition dieser beiden Formeln sofort: 


(275) (6) = = Kan d**(6). 
Der fiir ¢ genannten Bedingung 


modé<2R 


wird offenbar Geniige geschehen, wenn man = 2zsinw macht, 
vorausgesetzt, dass man unter einen reellen Winkel, andrerseits 
unter z die friiher betrachtete, der Bedingung 

modz< Rk 


unterworfene complexe Variable versteht. Somit ergeben sich aus 
(27,, ») die Formeln: 


(28,) (2esino)— 2 = TAT? ¢,, (22 sin @)}” 
(28,) ® (22 sin @) = “= Kz, J?” (22 sin ), 
n=0 


giiltig fiir jedes reelle m und fiir jedes der Bedingung mod z < FR ent- 
sprechende z. Hieraus ergeben sich, wenn man mit dw multiplicirt, 
und nach @ zwischen den Grenzen (....2 integrirt, die weiteren 
Formeln: 





p=0 


(29,) Jove sin @) doa = 2 a a Cryst? f (2 sin )?” dal , 
7 0 


p=0 


(29) Joc: sin @) do= = ti. foes sin @) dea} , 


wiederum giiltig fiir jedes der Bedingung mod z < R entsprechende z. 
Beachtet man nun, dass 


a 
1 . ‘ TT2p _ 
= 9s 2p inti 
= Je sin @)?? da = Tip - Tip? 
0 


und ferner, dass nach einem schon friiher benutzten Satz (5) 
a 
2 J J?" (22 sin @) do = [J*(2)}? 
0 


ist, so nehmen die Formeln (29,, ,) folgende Gestalt an: 











t 


or O O&O 


z 


n 
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(30,) 1 fo@e sino) do="E" Oya", 
0 aay 
(30s) a f (22 sino) da = 2S Ken [J*(2)). 
n=O 
0 


Hieraus folgt sofort die Gleichung: 
(31) "EZ Cape? == KanlJ*(0)P, 
p=—0 n=0 


und zwar die Giiltigkeit derselben fiir jedes der Bedingung mod z < R 
Geniige leistende z. Diese Gleichung aber endlich gewinnt bei Riick- 
blick auf (19) folgende Gestalt: 


(32) f(e) = ‘= Ken[JI*(2)}?. 


Bezeichnen wir schliesslich die Constanten K,, K,, K,,... Ken,.... 
einfacher mit x), %,, %), ... %n, ...., SO kénnen wir das durch die 
Formel (32) erhaltene Resultat folgendermassen ausdriicken: 

V. Satz. Reprisentirt R eine reelle Constante, und f(z) eine ge- 
gebene Function, welche eindeutig, stetig und gerade ist, so lange mod z 
<_R bleibt, so wird jederzeit eine Entwicklung existiren: 


(33) fie) =" 2m (JOH, 


welche giiltig ist fiir alle der Bedingung mod z < R entsprechenden 
Werthe von 2. 

Um eine allgemeine Methode zur Bestimmung der constanten Coef- 
ficienten x za erhalten, werden zuniichst einige vorbereitende Unter- 
suchungen erforderlich sein. 


§ 3. 
Die Darstellung gerader Functionen durch ein gewisses Integral. 
Auf der z-Ebene sei um den Punkt ¢ =O ein Kreis beschrieben 


mit dem Radius R. Ferner sei f(z) eine gegebene Function, welche 
eindeutig und stetig ist, solange 


mod << R 


bleibt. Das Verhalten der Function in den Randpunkten der Kreis- 
fliche, d. i. fiir mod 2 = R, wird also als unbekannt betrachtet. 

Ferner sei = c ein beliebig gewihlter fester Punkt innerhalb 
der Kreisfliche (R), genauer ausgedriickt ein Punkt, welcher der Be- 
dingung Geniige leistet: 


mod ¢c¢ < Rh. 
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Diesem Punkte ¢ entsprechend construiren wir eine zweite Kreisfliche, 
die mit der gegebenen concentrisch ist, und deren Radius » der Be- 
dingung unterworfen sein soll: 


mod c<r< R. 
Die gegebene Function (2) wird alsdann 
' eindeutig und stetig sein in sdimmtlichen 
zur Kreisfliche (7) gehérigen Punkten. 
Zugleich wird der feste Punkt ¢ inner- 
halb dieser Fliche sich befinden, und 
von ihrem Rande durch irgend welchen 
(wenn auch beliebig kleinen) Zwischen- 
raum getrennt sein. Nach einem be- 
kannten Cauchy’schen Satz wird sich 
daher der Werth der gegebenen Func- 
tion f im Puncete c folgendermassen dar- 
stellen lassen : 
: *f(2) dz | 
2nt #—c 
() 
Die Integration positiv erstreckt iiber die Peripherie der Kreisfliche (7). 
Eine Formel, die mit dieser in Bezug auf den Punkt ¢ aufgestellten 
analog ist, muss offenbar auch gelten fiir jeden andern innerhalb der 
Kreisfliche (7), nicht hart am Rande derselben befindlichen Punkt, 
muss also z. B. auch gelten fiir den Punkt —c. In der That wird: 
1 *f (2) dz 
i auth deal a“ , 
(7) 
Durch Addition dieser beiden Formeln folgt: 
) — 1 [‘f(2)edz 
(34) om wae) kt 
(r) 








{(¢) = 





Lasst man nun zu den iiber die Function f gemachten Voraussetzungen 
noch die hinzutreten, dass f eine gerade Function ist, so wird f(c)—=/(—¢), 
folglich die linke Seite der eben erhaltenen Formel identisch mit /(c). 
Somit ergiebt sich der Satz: 


VI. Satz. Lepriisentirt R eine reelle Constante, und reprdsentirt 
{(2) eine gegebene Function, welche eindeutig, stetig und gerade ist, so- 
lange mod z < K bleibt, so wird der Werth dieser Function fiir jedes 
der Bedingung mod c < R entsprechende Argument c dargestellt werden 
kinnen durch folgendes Integral: 

(35) f= sx; [ BA8, 
(7) 








wa - 2A mH 


a, —_ 





nh 
r 
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die Integration positiv hinerstreckt um irgend eine Kreisperipherie, deren 
Mittelpunkt in z =0 liegt, und deren Radius x der Bedingung Geniige 
leistet mod c<r < R. 

Es mag noch bemerkt werden, dass man zu der Formel (34) auch 
durch eine Untersuchung gelangen kann, os ausgeht von der Be- 
trachtung des Integrales 


Wahlit man ferner an Stelle dieses Integrales das allgemeinere In- 
tegral 
F(z) dz 


zg? — co" ? 


so erhialt man an Stelle der Formel (34) eine allgemeinere Formel, 
welche sich auf die » Eckpunkte eines reguliren Polygones bezieht, 
und das arithmetische Mittel derjenigen » Werthe angiebt, welche eine 
gegebene Function in diesen » Punkten besitzt. 

Was nun den eben erhaltenen Satz (35) anbelangt, so wird unsere 
Aufgabe, eine gerade Function nach den Quadraten der Bessel’schen 
Functionen zu entwickeln, durch diesen Satz reducirt auf die Auffin- 
dung einer derartigen Entwickelung fiir den Bruch — . Und diese 
letzte Aufgabe wird den Gegenstand des folgenden Paragraphen aus- 
machen. 


§ 4, 
Die Entwickelung des Ausdruckes (y? — 2?)-°. 


Es seién x und y zwei beliebige complexe Gréssen; und zwar mag 
y als fest, hingegen x als verdnderlich betrachtet werden. Der Aus- 
druck 


(36) 


y? —2? 
reprisentirt alsdann eine Function von x, welche eindeutig, stetig und 
gerade ist, solange x der Bedingung 
(37) mod # < mod y 
unterworfen bleibt, und fiir welche also [zufolge des Satzes (33)] eine 
Entwickelung existiren muss: 
(38) goan 2 al @P, 
the giiltig ist fiir jedes beliebige der Bedingung (37) entsprechende x. 
Offenbar werden die Coefficienten x, dieser Entwicklung abhingig sein 
von y; sie mégen demgemiiss bezeichnet werden durch «,2"(y), wo 
unter é, [ebenso wie friiher in (3)] eine Zah] verstanden werden soll, 
welche fiir » = 0 den Werth 1, fiir » > 0 den Werth 2 besitzt. Bei 
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Anwendung dieser Bezeichnung nimmt die Entwicklung (38) folgende 
Gestalt an: 


(39) am 2 aL OOF, 


y? — x 

oder (was dasselbe ist) folgende Gestalt: 

8%) gt p= LWT + 2"E" QlIeapp, 
= 


Nachdem in solcher Weise die Existenz und Giiltigkeit der Entwick- 
lung (38) oder (39,,,) fiir irgend zwei der Bedingung (37) entspre- 
chende Gréssen x, y constatirt ist, handelt es sich nunmehr um die 
Untersuchung und Bestimmung der in dieser Entwicklung auftretenden 
unbekannten Functionen 2" (y). 

Wir bemerken zuvérderst, dass in Folge der festgesetzten Be- 
dingung (37) die Gleichung stattfindet: 


1 


1 a, a x 
(40) J-aWatatatet’: 
und ferner, dass [zufolge (10,)] fiir z°, x, a, x, .... folgende Ent- 
wicklungen benutzt werden kénnen: 


1 = [J%@)P +2 °E [Tw 


; 1,’ " 

e- 7 2'2" 4e[(@p, 
41 1- 
PY tun = a? 2 = AP er — 2)(F*@)P, 

um 22 2 "3 4q2(4q? — 2) (4g? — 4°) [J2(a), 

@=1 
Multiplicirt man diese Formeln (41) der Reihe nach mit —, > ’ Mf , 
i y y 

= i Scviaehe » und = so erhailt man linker Hand den Ausdruck (40), 


d. i. den Bruch — ~ —T und rechter Hand eine nach den Bessel’- 


schen Functionen fortlaufende Entwicklung. Die in dieser Entwick- 
lung als Coefficienten von [J°(«)|? und [J2(«)|? auftretenden Ausdriicke 
sind also die gesuchten Functionen, niamlich diejenigen Functionen, 
welche in (39,, ») mit Q°(y) und 2Q% (y) bezeichnet worden sind. Dabei 
ist unter q jede Zahl der Reihe 1, 2,3, 4, ....00, nicht aber die 
Zahl 0 zu verstehen. Somit finden wir: 


(42) Q°(y) = a ; — und andrerseits fiir g = 1, 2, 3, ...00 


Aq 4g? (4g? — 2? 2(4 q2 — 22 a 
(43) Q7 (y) = 143 oh. q ert 24 oer 2*) (4q' a 


yt 3-4 4-5-6 y® 








(44) 


(45) 





bi 
tic 
tic 


mi 
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(4 











a 
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Hieraus ergeben sich, um einige Beispiele anzufiihren, folgende For- 
meln (wir vertauschen dabei den Buchstaben y mit 2): 


1 1 
Q°(2) = 3 ’ ao 

1 1 4 1 2 
LM@)=AzAtega =s+a» 
‘ 1 1 16 1-2 16-12 1 8 32 
Veewmitesatia ee? =atata 


i 1 36 , 1-2 36-32 , 1-2-3 36-32-20 192 1162 
PO—3 + <3 ti +i wa etet ae 


; ; ‘ , . 1 
Die Functionen Q”(z) sind also ganze rationale Functionen von = - 


Auch bemerkt man, dass die Formel (42) als specieller Fall schon 
mitenthalten ist in der Formel (43), dass also die Functionen 2” (z), 
alle ohne Ausnahme, ihren Ausdruck finden durch die eine Formel*): 
Qn (2) a a+ ; +h —— Spee | 4 pe 
wo mithin unter » jede beliebige Zahl der Reihe 0, 1, 2, 3, ... 00 
zu verstehen ist. Wir gelangen daher zu folgendem Resultat: 

VII. Satz. Der aus irgend zwei complexen Grissen x und y ge- 





; i 
bildete Bruch aa kann, unter Anwendung der Besselschen Fune- 


tionen J” und unter gleichzeitiger Anwendung gewisser anderer Func- 
tionen Q", die thren Ausdruck finden durch die Formeln (44), (45), in 
folgende Rethe entwickelt werden: 
(46) pe ge 2 eo QX(y)[I*)P 

aj - i n=0 : 
Diese Entwicklung ist giiltig fiir jedes der Bedinguny mod « < mod y 
entsprechende Werthsystem von «, y. Dabei ist unter &, eine Zahl zu 
verstehen, welche fiir n=O den Werth 1, fiir n >0 den Werth 2 
besitzt. . 


$ 5. 
Allgemeine Methode der Coefficienten- Bestimmung. 


Auf der z-Ebene sei um den Punkt z = 0 ein Kreis beschrieben 
mit dem Radius AR. Ferner sei f(z) eine gegebene Function, welche 
eindeutig, stetig und gerade ist, solange 


(47) mod z< R 


*) Das niichstfolgende Glied dieser Formel lautet: 
+ 1-2-3-4 4n®(4n® — 2?) (4m? -- 4) (4n? — 6?) 
5-6-7-8 giv 
Mathematische Annalen. III. 
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bleibt. Endlich sei ¢ irgend ein specieller Werth von z, der ebenfalls 
der Bedingung Geniige leistet: 

(48) mod ¢< Rk. 

Geometrisch ausgedriickt wird also ¢ ein Punkt sein, der innerhalb 
der Kreisfliche (R) liegt, und von ihrem Rande durch irgend welchen 
(wenn auch beliebig kleinen) Zwischenraum getrennt ist. Diesem 
Punkte c entsprechend mag ein zweiter Kreis construirt werden , welcher 
mit dem gegebenen concentrisch ist, und dessen Radius + der Be- 
dingung geniigt: 

(49) mode<r< R. 

Zufolge eines friiheren Satzes (35) wird alsdann der Werth der ge- 
gebenen Function im Punkte ¢ darstellbar sein durch folgendes In- 
tegral : 


1 *f(2)-2d 
(50) © — if fo -s0 ? 
(7) 


die Integration positiv hinerstreckt lings der Kreislinie (/). 


Der hier unter dem Integral auftretende Bruch . oa kann nun 


aber, weil z einen Randpunkt der Kreisfliiche (7) repriisentirt, folg- 
lich mod-z = 1, und also [nach (49)| mod ¢ < mod ¢ ist, in folgende 
Reihe entwickelt werden: 


. 1 “—e " 
(51) a—a = =, eald*(OF 2°(), 
wie solches aus dem zuletzt gefundenen Satze (46) unmittelbar her- 
vorgeht. 

Substituirt man nun die durch (51) dargebotene Entwicklung in 
die Formel (50), so erhiilt man: 


(52) fo = 2 xn[J*(c)]?, 

wo die Coefficienten x, folgende Werthe haben: 
en s la 

(53) ty = ai | fe) (2) edz, 


(r) 

die Integration positiv erstreckt um die Kreisfliiche (7). 

Dass die Entwicklung (51) unter den hier gemachten Voraus- 
setzungen jederzeit giiltig ist, folgt aus unsern friiheren Untersuchungen 
[Satz (46)]; und dass die Giiltigkeit jener Entwicklung (51) diejenige 
von (52) mit Nothwendigkeit nach sich zieht, unterliegt keinem Zweifel. 

Es mag schliesslich noch bemerkt werden, dass die Integrations- 
curve (vr) des zur Bestimmung von x, dienenden Integrales (53) einer 
gewissen Deformation fihig ist, ohne dass der Werth des Integrales 
dabei eine Aenderung erleidet. Aus den iiber /(2) gemachten Voraus- 





Is 


a 


= 


fh 
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setzungen, und aus der Natur der Functionen Q"(z), [vgl. die Formeln 
(44), (45)] folgt niimlich sofort, dass das Product f(z) Q"(2) stetig und 
eindeutig ist, solange z der Bedingung entspricht: 

0< modz < R. 


Der Werth jenes Integrales (53) wird daher keinerlei Aenderung er- 
leiden, wenn man seine Integrationscurve (7) einer beliebigen Defor- 
mation unterwirft, bei welcher ihre Punkte weder mit den Randpunkten 
der gegebenen Kreisfliiche (#) noch mit dem Mittelpunkt dieser Fliche 
in unmittelbare Beriihrung gelangen. Der Werth des Integrales wird 
also z. B. keine Aenderung erfahren, wenn man seine Integrations- 
curve von der Kreislinie (7) nach irgend einer andern concentrischen 
Kreislinie verlegt, deren Radius kleiner als £ ist. 

Somit kénnen die durch (52) und (53) erhaltenen Resultate 
schliesslich in folgender Weise zusammengefasst werden (der Buch- 
stabe ¢ wird dabei vertauscht werden mit 2): 

VIII. Satz. epriisentirt R eine reelle Constante, und f(z) eine 
gegebene Function, welche eindeutig, stetig und gérade ist, solange 
mod z < R bleibt, so wird jederzeit eine Entwicklung existiren: 


(54) fle) = 2 em [MOY 


welche giiltig ist fiir jeden der Bedingung mod z < R entsprechenden 
Werth von 2. — Die constanten Coefficienten x, dieser Entwicklung finden 
ihre Bestimmung durch die Formel: 


Lt, = = fre Q"(z) edz, 
- (r) 
die Integration positiv hinerstreckt lings irgend einer Kreislinie (r), deren 
Mittelpunkt bei 2 = 0 liegt, und deren Radius r kleiner als R ist. 
Dabei ist unter &, cine Zahl zu verstehen, welche fiir n = 0 den Werth 
1, fir n > 0 den Werth 2 hat. 

In analoger Weise wird sich offenbar auch eine Function /(z) 
behandeln lassen, welche eindeutig, stetig und gerade ist auf einer 
ringformigen Flache, die begrenzt ist von zwei concentrischen um den 
Punkt z= 0 beschriebenen Kreisen. Man gelangt dabei, wie leicht 
zu tibersehen ist, zu folgendem Kesultat: 

IX. Satz. Sind R° < R zwei reelle Constante, und reprisentirt 
f(2) eine gegebene Function, welche eindeutig, stetig und gerade ist, 
solange 


R <modz< Rk 


bleibt, so wird jederzeit eine Entwicklung existiren 


(55) fl) =" Em [Ie + = AQ), 


39* 
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welche giiltig ist fiir jeden der Bedingung 

R<modze<Rk 
entsprechenden Werth von z.— Die constanten Coefficienten x, und A, 
dieser Entwicklung finden thre Bestimmung durch die Formeln: 


2, = -*, fro Qr(z)edz, 


(r) 


= 32; {feolIr@Prede, 
) 
die Integration positiv hinerstreckt lings irgend einer Kreislinie (r), 
deren Mittelpunkt in 2 =0 liegt, und deren Radius r der Bedingung 
entspricht: R° <r < R. Das hier auftretende &, ist eine Zahl, welche 
fiir n =0 den Werth 1, fiir n > 0 den Werth 2 besitzt. 


§ 6. 
Relationen fiir die Quadrate der Bessel’schen Functionen. 


Die Bessel’schen Functionen J"(z) besitzen bekanntlich folgende 


Kigenschaften : 
dS%(2) 


LJ ; 
TPH FO, 2G Pare I+, 


2 J*(2)—= I*- (2) + I*+1(2), 
wo m eine der Zahlen 1, 2, 3, ...0o repriisentirt (vergl. meine 
Schrift iiber die Bessel’schen Functionen Seite 20 und 22). Aus 
diesen Formeln ergiebt sich durch Multiplication, wie schon Lommel 
bemerkt hat, die merkwiirdige Relation: 
(56) an POD — [ge—1(@p — [Hep 


Zz dz 





welche, wenn zur Abkiirzung Q" an Stelle von |J”(z)|? gesetzt wird, 
auch so dargestellt werden kann: 
2n ¢ 

(61) 7s 
Um eine analoge Formel fiir den hier ausgeschlossenen Fall n = 0 
zu ermitteln, bemerken wir, dass die erste der in (10,) erhaltenen 
Entwicklungen, bei Anwendung der eben eingefiihrien Abkiirzung, 
sich so darstellt: 


- = G-! odin Qe +1, 


T= QFIF 2EF WDA. ---- 
Hieraus folgt durch Differentiation nach ¢: 
1d@_—«=_—s 2dQ@ = 2d@ 2dQ@ 2 dQ 
a) ae ee | Ul les se el 


und hieraus durch Benutzung der Relation (57): 














em 
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d= (SC -M+5C-—MO4+5(S-—H+-- 
+5(@—-QO+F@—-O+5C-—O) +>: 


Diese Gleichung (58), deren rechte Seite leicht etwas besser geordnet 
werden kann, wird offenbar als diejenige zu betrachten sein, Welche 
im Falle » = 0 an die Stelle der Gleichung (57) tritt. 

Fiir die zur Abkiirzung mit Q” bezeichneten Functionen |J”(z)|* 
gelten also folgende Formeln: 


(58) * 


1 d@ ' 2 2 i dae 

Fae OF Ot Ot eet: 
(59) Os S # S Sia 

—-7 +, 97°+ oF +a + ssc ’ 
(59) 2* 2@" get gets, 
wo im der letztern Formel n eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, ....00 re- 
prdsentirt. , 
§ 7. 
Weitere Untersuchung iiber die Entwicklung des Ausdruckes 
(yt — at), 


Es ist nachgewiesen worden, dass die fiir diesen Ausdruck ge- 
fundene Entwicklung (46) jederzeit giiltig ist, falls nur mod « < mod y 
bleibt. Gegenwiirtig soll gezeigt. werden, dass jene Entwicklung, un- 
beschadet ihrer Giiltigkeit, beliebig oft nach « und y differenzirt werden 
kann. Um zu diesem Ziele zu gelangen, wird es aber erforderlich 
sein, die in jener Entwicklung auftretenden Functionen 

[J*(z)|* und Q”(z) 
zunichst einer niiheren Betrachtung zu unterwerfen. 

Die Functionen Q"(z) besitzen eine gewisse Aehnlichkeit mit den 
Functionen O?"(z). Setzt man nimlich in der Formel (2) die Zahl 
2n an Stelle von », so ergiebt sich: 








> 4n? , 4n?(4n®? — 2%) , 4n?(4n® — 2?) (4n? — 42) 
(«) 20% (2) = 1+ AF 4 ew : nee 
und andererseits orgicht sich aus (45): 
4n? 4n®(4n A — 2?) 4n?(4n? — 2°) (4n? — 4?) 


(B) 2 Q"(2) = % +, +4, 


wo zur augenblicklichen senate O2, gesetzt ist zur Bezeichnung 
der Grosse: 
2 ty Ss “p (TT p)? 
ye a aa” 
pti-pt+e2- ai 2p Tl2p 
Der Ausdruck fiir 2*Q"(z) unterscheidet sich also von dem fiir ¢0?"(z) 
nur durch die zu den einzelnen Gliedern, d. i. zu den einzelnen Po- 


tenzen von 2 hinzugetretenen Gréssen @. 





EB  peceeeees 
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Nun kann aber der Ausdruck (@), wie aus (3) hervorgeht, durch 
eine Umkehrung in der Anordnung seiner Glieder in folgende Form 
(a’) versetzt werden: 





’ 2?"TT2 zt . 
(@’) sz) = = rs ~j (i+; rac a es =e fin). 


Eine analoge ol (8’) wird daher auch existiren fiir den Ausdruck 

(8). Diese Form (#’) kann augenblicklich angegeben werden. Da 

namlich (@) in (8) iibergeht, sobald man den einzelnen Potenzen 2-2? 

die Factoren #2, beigesellt, so wird durch dieselbe Operation auch (a’) 

iibergehen miissen in (f’). Somit wird die Form (f’) lauten: 

9?” Pon | Pena" 92, 4°2 

(6) #2") (+5 “Eeats 4- <r. Tena tin): 
In (a) sowohl wie in (f’) sind [vergl. die Bemerkungen bei (3)| die 
Glieder in der Parenthese nicht ins Unendliche, sondern nur bis zu 
einer gewissen Stelle hin fortzusetzen. Und zwar ist, bei (a’), wie 
bei (6’), das letzte in die Parenthese noch autmsdenande Glied das- 
jenige, welches mit der Potenz 2" behaftet ist. 

Da die Zahl &,, der ihr beigelegten Bedeutung zufolge, jederzeit 
identisch ist mit ¢,, so kann die Formel (6’) folgendermassen darge- 
stellt werden: 





Pon—4 zt 








"TT2n- B2n G2, 2 2 Zz . ) 
£.2%(2) = gute (14 35- i-@a—i +7 2*8,,, 1- 2-on—1-an—at fn): 


Beachtet man daher, dass das letzte Glied innerhalb der Parenthese 
dasjenige ist, welches mit der Potenz 2°" behaftet ist, und beachtet 











. TTa ‘ . ‘ , 
man ferner, dass #, = (in) ist, 80 ergiebt sich schliesslich: 
? Tia? 
(60) En Q" (2) = 
(2° TT)" 1+ A ee.  - = Serre > — O2nz” ce 
are 1-2n—1 ' 1-2-2n—1-2n—2 1-2---m-2n—1-2n—2---n}? 
wo die Coefficienten 0,, 0,, 0,,... . Ov» folgende Bedeutungen haben: 
ra) = ae —*) ' ee — 1 2u-2n—1 
a #8, 8 F\ Ths Tl2n — 22 ee 
ia P2n-4 __ Aste —s3 . _Th2n — | 2u-2n—1-2n —2-2n—38 
i Tin Tl2n—4  2¢ (n-n — 1)? , 
@, — 2-6 _ 1 (Mu—3)* Ten __ 1 2m-2n—1-2n--2-2m—3-2N—4-2n—5 
o #8, \ Tis Tl2n—6 26 (n-n—1-n—2)? 


und also einfacher auch so dargestellt werden kénnen: 


’ 








(6 


[J(z)] 


( 





fin) 


a —5 
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2n—1 
0, = Qn ? 
2n—1-2n—3 
Y=  2n-Q2n—2 ? 
(60,) Q. — 2%—1-2n—3-2n—5 
6 2n-2n—2-2Qn—4?’ 
r=) _ 2m—1-2n —3-2n—5.----- 3-1 
an” non —2-2n—4----- 4-2 


Hieraus geht sofort hervor, dass die Gréssen © durchweg éichte Briiche 
sind, 
1 , 
Die ganzen rationalen Functionen von =, welche mit Q(z) be- 


zeichnet, und durch (45) definirt worden sind, nehmen also, wenn man 
sie nach steigenden, statt nach fallenden Potenzen von z ordnet, die in 
(60) angegebene Gestalt an, wo unter ©,, O,, Oy, ... On die in (60,) 
angegebenen dichten Briiche zu verstehen sind, und unter é, eine Zahl, 
welche fiir n =O den Werth 1, fiir n > 0 den Werth 2 besitet. 

Was andererseits die a [J"(z)|? anbelangt, so ist nach (5): 


[J"(z)]? = fmes sin o) da. 


Substituirt man hier fiir J 22 sin @) die aus (1) sich ergebende un- 
endliche Reihe: 
a (22 sin )*” (22 sin @)? (22 sin w)* 
J?"(2¢ sin @) = oe (1 ~~ 2-4n +2 sar 2-4-4n+2-4n+4 
so lisst sich die Integration nach @ mit Leichtigkeit ausfiihren. Setzt 
man niimlich zur Abktirzung. 


a 








1 . ‘ Tl2% 
+ fe sin @)?? da = tp? = T,, 
Uv 
so ergiebt sich: 
2 zt 


2n 
ee ee _ niki eae. ae 
J")? = setten (ns, Ten+25 ana + +49 Gan peinfd 
Hieraus aber folgt nach einfachen Reductionen: 








gn T,2' 
(61) [J*(2)? = (2" ttn)? (i— math 2: ees 
wo T,, Ty, Ty, --.. die Werthe besitzen: 
T _ 2n+1 
2° 2n +2? 


—_ 2n+1-2n+3 
_ re 2n+2- . 2n+4 ? 
Qn+1-2n+3-2n+5 
Te sat: 
Qn+2-2n+4- ae t6? 


(61,) 








¥ 
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Zwischen der vorhin fiir Q"(z) erhaltenen Formel (60), und zwischen 
der hier fiir {|J*(z)|? sich ergebenden Formel (61) findet, obwohl die 
erstere einen geschlossenen Ausdruck, die letztere aber eine unendliche 
Reihe darbietet, doch der dusseren Gestaltung nach eine gewisse Aehn- 
lichkeit statt. Ebenso iibrigens, wie bei jener Formel 0,, 0,, 94, ..--, 
ebenso sind auch bei dieser die Coefficienten T,, Ty, Tg, .... lauter 
dichte Briiche. 

Sind x und y zwei beliebig gegebene complexe Grissen, also 
(geometrisch ausgedriickt) irgend zwei Punkte in der z-Ebene, so 
haben die fiir diese Gréssen gebildeten Functionen [J"(x)|*? und Q"(y), 
nach (60) und (61), folgende Werthe: 


aca a* T,x? Tx ° fp 
[J (=) = 9 (1— + gant ae paint), 


N? ©, 4? O,y'! 
én Q"(y) = seri(t + 7-30-12 + 4S ESS = eae +++ fin.) , 


wo N = 2"TIn ist. Hieraus ergiebt sich, weil der Modul einer Summe 
kleiner als die Summe der Moduln ist: 








2n T.a? T,a' —" 
mod [J* (x)? < (1 +r30s1+ st “tna t s+ ints), 
a wy ©,b2 ©,b! . 
mia Se) < peat? (1+ ‘es eae on oe ee aie fin.) ? 


wo @ = mod « und } = mod y sein soll. Die rechten Seiten dieser 
Formeln werden, wenn man die in den einzelnen Gliedern vorhandenen 
Nenner verkleinert, und zugleich die dchten Briiche T,, T,, ..., 9, 
0,, ... fortliisst, noch weiter vergrissert werden. Um so mehr also 
wird: 


mod [J*(x)? <9 (1+S4 ," ti oft), 
mod 62°) < sega (1+ 4 +2 st 7 a" 


In der zweiten Formel endlich wird gegenwirtig der Ausdruck rechts 
noch weiter vergréssert werden, wenn man seine Glieder nicht ab- 
brechen, sondern ins Unendliche fortlaufen lisst. Somit ergiebt sich: 

mod [J"(x)|? ™ es, 


N? 
n (y) < pent? eP, 


(62) 


mod ¢, Q 


Setzt man nun fest, dass die Variabeln x, y der Bedingung a < b 
d. i. mod  < mod y unterworfen sein sollen, so lisst sich mit Hiilfe 
dieser Formeln (62) leicht nachweisen [was die nihere Methode dieses 
Nachweises anbelangt, so verweise ich auf meine Schrift iiber die 
Bessel’schen Functionen Seite 27—-32], dass die heiden Reihen 















-_ in so 


— 
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(63) = en [I*@P QW), 
(64) "S 2, Zitat ee") 
—_ ow dy! 


convergent, ihre Werthe also stetige Functionen von x, y sind. Hieraus 
folgt dann weiter, dass die letztere dieser beiden stetigen Functionen 
aus der erstern abgeleitet werden durch (p + q)malige Differentiation. 
Die Reihe (63) ist aber, nach (46), identisch mit 
1 
y — at? 


folglich muss die Reihe (64) identisch sein mit 


qeta (; 1 ) 
aay Fe) 


Somit gelangen wir nun zu folgendem Resultat: 
X. Satz. Ebenso wie die in (46) gefundene Entwicklung 


(65) 1! "> «, [J*(a)}? Q*(y) 
n—0 


y? — a? 








giiltig ist fiir jedes beliebige der Bedingung mod x < mod y entsprechende 
Werthsystem von x, y; ebenso gilt Gleiches auch von allen denjenigen 
Entwicklungen, die aus dieser hervorgehen durch (beliebig oft wieder- 
holtes) Differenziren nach « wnd y. 

Hieraus folgt sofort, dass die in (54) und (55) erhaltenen Ent- 
wicklungen, ohne Beeintriichtigung thres Giiltigkeit -Gebietes, beliebig oft 
nach 2 differenzirt werden kinnen. 

Setzt man zur Abkiirzung 
(66) [J*(~)P=—Q, Wy) = 2, 
so lisst sich die Entwicklung (65) folgendermassen darstellen : 

67) AH MIM F.2D! + 2M’ 4 24... 
Hieraus folgt durch Differentiation nach z: 
2 2 dQ? 221 dQ! 222 dg 223 dQ 


gow" sat z ie z eo a+ aie ee . 
oder, wenn man die hier auftretenden ee mit Hiilfe der Formeln 
(59,,») durch die @ selber ausdriickt: 

—_— a ’ ) 2 ‘ 2 2 ; 

GF— ane & (-- ? + 0 +550 +c T Ft" **** ) 


+2 (-104 7, C+ (EO teg@to +) 
Q— 3 @— Y' 5 Q@'— Q@ 
+ Q' ; + Q' 3 “fb Qs + 5 + wan 


(68) 


ne ee o @ 
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Andererseits ergiebt sich aus (67) durch Differentiation nach y: 
? 2 Qd® 2Q'dQ 2gQrd@ 2Q3d2 

(©) aay dy y dy y dy y dy 
Aus (68) und (69) aber ergeben sich, weil die in die einzelnen @ 
multiplicirten Ausdriicke in beiden Formeln dieselben sein miissen, 
folgende Relationen: 

AQ 








1 
“a 
> a 
y dy 2 2? 
2 on ee 
y dy 3 1 1-3? 
— & 4% Se _ Se 
y dy 4 2 2-4? 
= ee oe eee ae 
y dy n+1 nm—1 m—1-n+1° 


Diese Relationen kénnen, wie man sieht, mit Ausnahme der beiden 
ersten, welche isolirt dastehen, zusammengefasst werden durch eine 
einzige Formel. Substituirt man statt y den Buchstaben z, so ergiebt 
sich also, dass fiir die Functionen Q"(z) folgende Formeln gelten: 








2 dQ ¢ 
— = 49 = 291) — 29), 
2 dQ*(z) Q(z) —— Nz) 
(70) eee ae ee 
2 dQ%(z2)_— the) B—*Mz) , 2M) 
~ 6 a npl  n—t § H+iI@—t’ 


wo in der letzten Formel n eine der Zahlen 2, 3, 4, 5, ... 00 repré- 
sentirt. 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass das in (54) iiber die 
Entwickelbarbeit einer gegebenen Function f(z) nach den [J*(z)]* er- 
haltene Resultat, durch Benutzung des zuletzt gefundenen Satzes (66), 
bedeutend verallgemeinert werden kann. Denn mit Hiilfe dieses Satzes 
lasst sich offenbar nachweissen, dass jede gerade Function f(z) in dem- 


- ae, 2 den Vl"? 
selben Umfange, wie nach den [J*(z)|*, auch nach den —— ent- 
a 


wickelbar ist, wo p eine beliebig gegebene gerade Zahl sein kann; 
und dass ferner Gleiches auch gilt von jeder wngeraden Function f(z), 
nur mit dem Unterschiede, dass in diesem Fall unter p eine beliebig 
gegebene ungerade Zahl zu verstehen ist. 

Denkt man sich, um auf den Specialfall » — 1 etwas niher ein- 
gugehen, um den Punkt ¢ = 0 einen Kreis beschrieben mit dem 
Radius R, und eine Function f(z) gegeben, welche eindeutig, stetig 
und ungerade ist, solange mod z < RF bleibt, so wird die Function 











-_ 


Thom wa™ = ds =o 


= 
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(a) o(2) = Tle ae 


(die Integrationseurve beschriinkt gedacht auf das Innere des genannten 
Kreises) eindeutig, stetig und gerade sein, solange mod z < Ft bleibt, 
und folglich entwickelbar sein in eine nach den [J"(z)|* fortschreitende 
Reihe 

(72) P(2) = Hy [J°? + my, [FP + H [F?P +--+: 

Und zwar wird diese Reihe, in welcher zur Abkiirzung J” statt J"(z) 
gesetzt ist, giiltig sein fiir jeden der Bedingung mod ¢ < R entspre- 
chenden Werth von z. Diese Entwicklung (72) kann [zufolge des 
Satzes (66)], unbeschadet ihres Giiltigkeit-Gebietes, nach z differenzirt 
werden. Somit erhalten wir die Formel: 


(73) 491) _ 2x, Pd 4 2x, ne ate eee + ee 


welche wiederum giiltig ist fiir jedes der Bedingung mod z < R ent- 
sprechende z. Nach (71) ist aber 9) _ fe), und andrerseits ist 


nach bekannten Kigenschaften der Bessel’schen Functionen: 
(3) Gr=—J, 


LJ” ge-s grt c 
(Th) Feet’, (@=1, 2,8....00). 


Somit nimmt die Entwicklung (73) folgende Gestalt an: 

(74) f(2) = — 2a T°! $y I'(T9 — J2) $ my IUI3 — 8) fevers, 
oder (was dasselbe ist) folgende: 

(75) f(2) = (4 — 2 mq) S°T? (a, — Hy) T'S? + (4g — Hy) P?TP 
Wir gelangen daher zu folgendem Resultat: 

XI. Satz. Versteht man unter f(z) eine beliebig gegebene Function, 
welche eindeutig, stetig und ungerade ist, solange mod z < R bleibt, 
so wird dieselbe immer darstellbar sein durch eine nach den Producten 
(76) J%(@)I'(2), JI'(e)I*(2), JI2(e) S*(2),...... 
fortschreitende Entwicklung; und zwar wird diese Entwicklung giiltig 
sein fiir jeden der Bedingung mod z < R entsprechenden Werth von z 

Soleche nach den Producten (76) fortschreitende Entwicklungen 
kénnen z. B. leicht erhalten werden fiir die wngeraden Potenzen: 

Bg By Fy Fy Ha <0 58's : 
und zwar wird man zu denselben am einfachsten dadurch gelangen, 
dass man die in (10,) fiir gerade Potenzen gefundenen Entwicklungen 
nach ¢ differenzirt. Diese Entwicklungen der ungeraden Potenzen 
sollen sogleich [in (78)] niiher angegeben werden. 
























(78) 
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§ 8. 
Die Entwickelung ungerader Functionen. 


Um die zuletzt besprochenen Entwickelungen in méglichst iiber- 
sichtlicher Gestaltung zu erhalten, mag [mit Riicksicht auf die Rela- 
tionen (73,)| gesetzt werden: 


(1) Tr) = SOF © u(y (ge-1@) — Te+1@), 


Aus den Formeln (10,) folgt alsdann durch Differentiation nach z und 
mit Riicksicht auf (73,) sofort: 


0 =— Je) IJ*() + BM (e), 


2g = + =4 qt (2), 

<= 1! S4q' (4g? — 2) T12(2), 

+ a= pee 247 4R—2%) (4-4) T7(e), 
Sg beg 24 (4G —2%) (4g? —4 (47 — 6) (), 
‘is ie eeatnen Sabie sind fiber mons 2,3, . Oo. 


Sind nun «, y zwei beliebig gegebene, der Bedingung mod x ‘< wed y 

unterworfene complexe Variable, so - identisch: 
x at 
Po a a+ = = 3 +5 par t's oe ele 
Substituirt man hier auf der rechten Seite fiir die Potenzen 2, x’, x’, 
x’, .... die aus (78), bei Umiinderung von z in 2, sich ergebenden 
Entwickelungen, so erhilt man augenblicklich: 
x =" 

(79) 7—-a™ J 2 P2(y) TT (2), 
wo P%(y) folgende ganze rationale Function von y—? repriisentirt: 


1 4¢q* 1.2 4q?(4q?— 2? 1.2.3 4q7(4q?— 2*) (4q°—4* 
(80) Pr(y)=>5 7 3.4 or 4 Les F rt : = go £ b+. de ies 


Mit Riicksicht auf die Bedeutung von TT? (77) kann die Entwickelung 
(79) angesehen werden als eine nach den Produkten 

J° (x) J' (x), JI'(x) JI? (x), J? (x) JF3(a),..... 
fortschreitende Entwickelung. WHieraus aber folgt [Satz (76)] sofort, 
dass diese Entwickelung giiltig ist fiir stimmtliche Werthsysteme von 
x, y, welche der Bedingung mod x < mod y Geniige leisten. 
In (35) war fiir eine gerade Function f(z) die Formel gefunden: 








ry 


nn fe 
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(81) fo= 1 *f (2). edz 


21t e2e—ce ? 
die Integration positiv hinerstreckt tiber eine um den Punkt z= 0 
beschriebene und den Punkt 2 = ce umschliessende Kreisperipherie, 
Kine aihnliche Formel lisst sich mit Leichtigkeit herleiten fiir 
eine wngerade Function f(z), vorausgesetzt, dass dieselbe im Uebrigen 
denselben Bedingungen Geniige leistet, welche zur Giiltigkeit der For- 
mel (81) erforderlich sind. Man findet nimlich fiir eine solche Func- 
tion die Formel: 
‘ ya | (fe).cde 
(82) f= +, ffa.s4 
die Integration wiederum positiv hinerstreckt iiber eine um den Punkt 
z==0 beschriebene und den Punkt zc umschliessende Kreisperi- 
pherie. Nun ist nach (79): 
(83) ¢ "3 2P2(e) Te(c). 
qe= 1 


° a 
2? — ¢ 





Somit folgt aus (82): 

(84) f= 24m, 
wo die Coefficienten 4, die Werthe besitzen: 
(85) 4, = 2 | / (2) P1(2) de, 


die Integration wiederum positiv hinerstreckt iiber die genannte Kreis- 
peripherie. 

Durch diese und iihnliche Betrachtungen ergiebt sich, dass eine 
Function, welche auf einer Kreisfliiche eindeutig, stetig und wngerade 
bleibt, immer entwickelbar ist in eine nach den Functionen TT fort- 
schreitende Reihe, und dass andererseits eine Function, welche ein- 
deutig, stetig und wngerade bleibt auf einer von zwei concentrischen 
Kreisen begrenzten ringfirmigen Fliéche, immer entwickelbar ist in 
eine nach den TT? und P2 fortschreitende Doppelreihe. Dabei wird 
immer vorausgesetzt, dass die Mittelpunkte der genannten Kreise in 
2 = 0 liegen. 

Kurz, es ergeben sich fiir eine wngerade Function zwei Siatze, 
welche vollkommen analog sind mit denjenigen, die friiher [in (54) 
und (55)] fiir eine gerade Function gefunden sind. Und gleichzeitig 
ergeben sich auch analoge allgemeine Methoden zur Bestimmung der 
in diesen Entwickelungen einer wngeraden Function auftretenden con- 
stanten Coefficienten. 


Vor etwa einem Jahre hat bekanntlich Heine eine Untersuchung 
iiber die Bessel’schen Functionen J” verdtfentlicht (Borchardt’s 
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Journal, Bd. 69, S. 128), welche schon deswegen im héchsten Grade 
werthvoll ist, weil erst durch sie der zwischen den J” und zwischen 
den Kugelfunctionen P" stattfindende Zusammenhang in deutlicher und 
volistindiger Weise aufgedeckt wurde. Bei dieser Gelegenheit bemerkt 
Heine mit vollem Recht, dass die Functionen J* nicht als Bes- 
sel’sche, sondern als Fourier-Bessel’sche Functionen, oder auch 
wohl kiirzer als Cylinderfunctionen zu bezeichnen sind. Mit Riicksicht 
hierauf ist die Ueberschrift des vorliegenden Aufsatzes gewihlt. Im 
Texte selber aber habe ich mir erlaubt, an meiner friiheren Bezeich- 
nungsweise festzuhalten, um nicht durch Gebrauch des Namens Fou- 
rier-Bessel’sche Functionen eine beschwerliche Weitliufigkeit, oder 
durch Gebrauch des Namens Cylinderfunctionen eine unangenehme 
Discontinuitét mit meinen friiheren Arbeiten hervorzurufen. 


Leipzig, November 1869. 

















Notiz tiber die elliptischen und hyperelliptischen Integrale. 
Von Cart Neumann in Lerpzia. 


Zur Untersuchung sei zuniichst vorgelegt das trigonometrische In- 
tegral 





(1) W = J Qdz, 
wo : 
(2) a. 


Ve—p) @—@)’ 
und wo p, q und 2, gegebene complexe Constanten bezeichnen. Jede 
dieser Constanten werde dargestellt durch einen festen Punkt in der 
Ebene, und ebenso z als ein beweglicher Punkt in derselben. Ferner 
werde gesetzt: 


(3) s—p=De", & —q=D'e,, i=V— 1 
so dass also D’, A’ die Polarcoordinaten von ¢ in Bezug auf p, und 


D”, 4” diejenigen von z in Bezug auf q repriisentiren. Alsdann er- 
giebt sich fiir Q der Ausdruck: 





1 —4(s'44")i 
(4) Q= vp’ ° abilities 
Setzt man, um Reelles und Imaginiires zu sondern: 
e=a+tty, 
(5) Q=—=O + i¥, 
W=U-+ i), 


wo alsdann ®, Y die Bedeutungen haben: 
1 
— D” 


ie 'D” sin (— ate ), 


so nimmt die aus (1) folgende Differentialgleichung 
(7) dW =Qdz 

die Gestalt an: 

(8) dU + idV = (® + i¥) (dx + idy). 


1¢ 








(6) 
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Hieraus folgt: 
9 dU = Odz — ¥dy, 
) dV =Vdx+ Ody. 
Die z Ebene mag aufgefasst werden als eine um den Anfangspunkt 


(¢ = 0) mit fusserst grossem Kadius beschriebene Kreisfliiche 3. In - 


dieser Fiche werde eine Curve gezogen von » iiber q nach irgend 
einer Stelle p* ihres sehr fernen Randes. Die beiden Strecken 


pq und gp*, 
aus denen die Curve besteht, mégen benannt werden mit 
a und £6; 

und die ganze Curve (« + 8) mag, um ihre Seiten oder Ufer in be- 
quemer Weise unterscheiden zu kénnen, aufgefasst werden als ein von 
p tiber g nach p* hinfliessender Strom. Endlich mag 3’ diejenige Fliche 
genannt werden, in welche die Kreisfliiche 3 sich verwandelt durch einen 
lings jener Curve (@ + £8) ausgefiihrten Schnitt. 

Um die in Q, nimlich in (2), (4), (6), dem Wurzelzeichen an- 
haftende Unbestimmtheit zu beseitigen, setzen wir fest, es solle die 
Function Q innerhalb 3 eindeutig und stetig sein, und es solle ihr 


“ee ° 1 . . . 
Werth fiir z= co convergiren gegen — —- Diese Function Q wird 


alsdann entgegengesetzte Werthe besitzen zu beiden Ufern der Strecke 
a, gleiche Werthe aber haben zu beiden Ufern von £, und fiir weit 
entfernte Punkte z darstellbar sein durch eine Reihe von der Form: 
(10) ee ee eed —*5 — se eee ‘ 
wo f’, f’, 7”, .... Constante sind*). 

Um ferner die in dem Integrale W, (1), enthaltene Unbestimmt- 
heit zu beseitigen, setzen wir fest, die Integrationscurve 2, .... 2 
solle in ihrer Bewegung beschrinkt sein auf die (einfach zusammen- 
hiingende) Fliche 3’. Alsdann wird W innerhalb dieser Fliche 3’ ein- 
deutig und stetig sein, und fiir weit entfernte Punkte derselben dar- 
stellbar sein durch die Reihe: 


(11) Wea U*+ivt—log it +k4+ 54040 4...., 


wo zu den friiheren Coustanten [’, [”, [” noch eine weitere Con- 
stante K hinzugetreten ist. Setzt man z= re'%, so ergiebt sich hier- 
aus sofort die Formel: 


*) Durch den in (10) dem Q beigefiigten Stern (*) soll angedeutet sein, dass 
diese Entwicklung nur fiir weit entfernte Punkte ¢ giiltig ist; wie Aehnliches auch 
weiterhin geschehen wird. Uebrigens wird, wie man sofort erkennt, zur Giiltig- 
keit jener Entwicklung nur erforderlich sein, dass der Punkt z vom Anfangspunkt 
weiter entfernt ist als die gegebenen festen Punkte p und q. 
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2 A,, cos n@ + B, _—) 
? 


(12) Ut log 4+ (4 4"E" ¥ 


wo die A, A,, B,, reelle Constanten bezeichnen. 

Die Werthe von 2, W in einem gegebenen Punkt z mégen be- 
zeichnet werden mit Q(z), W(z). Liegt z auf dem Strome (a +- £), 
so bedarf es emer genaueren Bezeichnung; es mégen in solchem Falle 
die in ¢ am linken Ufer vorhandenen Werthe durch Q'(2), W*(z), die 
am rechten Ufer vorhandenen durch Q¢(2), We(z) angedeutet werden. 

Bezeichnet die Constante E den Werth von W im Punkte p, 


(13) W(p) =E, 


und ist ferner z irgend ein Punkt auf @, so wird 


W2(2) = E+ [e@ae, 
(14) . 


We(z) =E — fa wae, 


die Integration hinerstreckt lings « Denn es ist zu beachten, dass 
lings a die Werthe von Q’(z) und Q¢(¢) entgegengesetzt sind. Hieraus 
folgt : 

(15) W2(z) + We(z) =2E. 

Liisst man nun den Punkt z lings a@ bis g fortriicken, so nehmen die 
Formeln (14) die Gestalt an: 


Wi) =E+A, 


(16) Weg) =m E—A, woh= J Qe) de. 


Lisst man endlich den Punkt z noch wie fortriicken nach irgend 
einer auf der Strecke 6 befindlichen Stelle, so erhailt man: 


W(2) =E+A +/e%@ dz, 
(17) ; 


We(z) =E—A +$f%@ dz; 


denn es ist zu beachten, dass liings 6 die Werthe Q4(z) und Q¢(z) 
einander gleich sind. Hieraus folgt: 
(18) W?(2) — We(z) = 2A. 

Aus (15) und (18) ersehen wir, dass die Swnme der beiden Grossen 
W? und We lings « constant, nimlich = 2E ist, und andrerseits, dass 
die Differenz jener Gréssen constant ist lings B, nimlich = 2A. Solches 


mag angedeutet werden durch die Formeln: 
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(19) a). W*+ We=2E, B). W*—We=2A. 

Die Constante 2A liisst sich leicht bestimmen. Denn bildet man z. B. 
die Differenz W* — We fiir den Endpunkt von £, d. i. fiir den am 
fernen Kreisrande befindlichen Punkt p*, so findet man dieselbe, durch 
Anwendung der Entwickelung (11), gleich 227. Folglich ist 2A = 227i; 
jene Formeln lauten mithin: 

(20) a). W*+We=—2E, 8B). W*—We=2zi. 

Setzt man nun, um Reelles und Imaginiires zu sondern, die complexe 
Constante E = E° + iE", so erhiilt man: 


, U? + Ue— 2", fh Wwe, 
21) ®). ya ye —9EW, 6). ya Vem On. 


Fiir irgend einen auf dem Strome (a + £) befindlichen Punkt ¢ re- 
priisentire 6 die Stromrichtung, und vy die auf dem linken Ufer errichtete 
Normale; so dass also 6 zu v ebenso liegt, wie die z-Achse zur y-Achse. 
Dann ist nach allgemeinem Satz: 

ou ov ou ov 
(22) a =e =, — - — ~~ . 

cG cv ov 0G 
Mit Riicksicht hierauf ergiebt sich aus den Formeln (21) durch Differen- 
tiation nach 6 sofort: 


ou* , aue | au*  aue 





P de 06 asian da ~_o* 
RE peseiglted hese 
<—— + —— = 0) = A So 
Ov Ov ? Ov Ov . 


Um nun zu einer niiheren Einsicht in die Beschaffenheit der Fune- 
tion U zu gelangen, betrachten wir zuniichst die Curven U = Const. 
oder dU = 0. Diese Curven dU = 0 sind, nach (9), darstellbar durch 

Odz — ¥Vdy = 0, 
also nach (6) darstellbar durch 
gft® . a + sin > sd -dy=0 


cos —5 
. . A+" - A-+A” .. ‘ ae ; 
Folglich sind cos ks = t und sin + die Cosinus derjenigen Winkel, 


unter denen die im Punkte 2 oder (x + iy) auf der Curve U = Const. 
errichtete Normale geneigt ist gegen die x-Achse und y-Achse. Con- 
struirt man also die friiher eingefiihrten Radien pz = D’ und qz = D” 
mit ihren Azimuten A’ und A”, so erkennt man sofort, dass jene im Punkte 
z errichtete Normale identisch ist mit der Halbirungslinie des von D’ 
und D” gebildeten Winkels. Die Curven U = Const. sind daher con- 
focale Ellipsen mit den Brennpunkten p, q. 

Fortan mag nun supponirt werden, dass zur Curve « die Brenn- 
linie pq gewdhit worden ist. Alsdann wird U lings des linken Ufers 











ee le — 4 


Th 
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von @ constant, etwa = C, und liings des rechten Ufers von @ eben- 
falls constant, etwa = C’ sein. Diese Constanten C und C’ miissen 
aber unter einander identisch sein, weil U im Anfangspunkt p der 
Linie @ nur einen Werth hat. Also C=C’. Ausserdem aber ist nach 
(21): C+ C’ =2E°. Folglich muss C= C’ = E° sein. Die Formeln 
(21), (23) gewinnen daher folgende Gestaltung: 


U* = Ue= E°, U? = Ue, 
(24) @). aut gue B). gu*_ aue. 
ov t—“‘(ié‘ MD? ov =e 


Die Function U ist innerhalb der Fliche 3’ iiberall eindeutig und 
stetig. Daraus folgt, dass ihr Werth in irgend einem innerhalb 3 be- 
findlichen Punkt z, dargestellt werden kann durch das Integral 
(25) Ue) = A f(w% — £30) ae, 

3 
die Integration hinerstreckt iiber alle zum Rande von 3 gehérigen 
Linienelemente do. Fiir jedes Element do repriisentirt N die innere 
Normale der Fliiche 3’; andererseits’ repriisentirt den Logarithmus 
der reciproken Entfernung des Elementes dé vom Punkte z,; so dass 


1 ° . : . ° 
also L = log G) = — log & ist, falls jene Entfernung selber mit 
Jt bezeichnet wird. — Entsprechend den Ufern von «, denen von B 


und dem Kyeisrande x der Fliiche 3’, zerfillt das Integral (25) in drei 
Integrale : 
(26) U(z,) = Ja + J; -|- my ° 


Das erste dieser Integrale lautet: 
1 (([ 772 ek "ioe ae ") 
LJ ({u oh + Ue oh]. (+3 do, 


wo N, N’ entgegengesetzte Richtungen haben, niimlich N gelegen ist 
auf dem linken, N’ auf dem rechten Ufer von «, wo also N identisch 
ist mit der friiher eingefiihrten Normale v, und N’ entgegengesetzt zu 
v. Somit folgt: 


7 i ool arr 
J. = 2 J({v sii Ue] ha —L BS ~- oe) do; 
27 ov Cv Cv 
und hieraus ergiebt sich mit Riicksicht auf die Relationen (24): 
(27) Ja= 5 J (— L.2 = ) do. 


In tihnlicher Weise erhiilt man, ebenfalls mit Benutzung der KRela- 
tionen (24): 
(28) Jp = 0. 


Jg= 


40* 
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Was endlich das dritte Integral J, betrifft, so ist es néthig zuriick- 
zugehen auf die fiir die Punkte der Peripherie x giiltige, in (12) an- 
gegebene Entwicklung: 
n=o A a B. si 
U*=lg i 4 (A+ 5 ms cont hs aia ; 


e=1 Tr 





und zu Hiilfe zu nehmen die bekannte Entwicklung von LZ; es ist 
nimlich 








L = — log R= — log Yr? +r? — 2rr, cos (®— 4), 
a log z +s" 7," cos ” (@ — #;) . 
’ n=1 nr” 


wo r, @ die Polarcoordinaten eines auf do gelegenen Punktes z, und 
r,, %, die Polarcoordinaten des Punktes 2, bezeichnen. Mit Hiilfe 
dieser Formeln fiir U* und Z findet man sofort: 

(29) Jy = A ; 

wo A die in der Entwicklung von U * auftretende Constante bezeichnet. 
Aus (26), (27), (28), (29) folgt: 


(30) Us) =A +f FLds=—A—f Flog Ras, 
falls man nimlich mit F' den Ausdruck bezeichnet: 

, 1 au+ 

(31) Pe 


Diese Formel (30) zeigt, dass U(2,), abgesehen von der additiven 
Constanten A, angesehen werden kann als das Logarithmische Poten- 
tial*) der Brennlinie « auf den Punkt z,, jene Linie mit einer Masse 
belegt gedacht, deren Dichtigkeitt = F ist. Gleichzeitig ergiebt sich 
aus jener Formel fiir den Werth von W = U-+ iV im Punkte 2, 
folgende Darstellung: 


(32) W(e,) = (A+ iB) _fF log (6 — #,) de, 


wo B eine neu hinzutretende Constante bezeichnet, und wo in log(z —z,) 
unter z ein zum Elemente do gehériger Punkt, unter z, der gegebene 
Punkt zu verstehen ist. 

Um eine deutlichere Vorstellung von der Dichtigkeit F' zu erhalten, 
sei zunichst bemerkt, dass die Formel (31) so dargestellt werden kann: 


*) Unter dem Logarithmischen Potential eines Massensystems auf einen Punkt 
soll nimlich verstanden werden die Summe siimmtlicher Massenelemente, jedes 
multiplicirt mit dem Logarithmus seiner reciproken Entfernung von dem gegebenen 
Punkt. 
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P 1 au* 1 av" 
(33) = - a”) he 2 
1 Ou oy 
=—+7(" +03 D 


[verg]. (22) und (9)|]. Nun findet lings « die Gleichung statt dU = 0 
0 0 : . 
oder a —Y¥ 5 = 0), [vergl. (9)]. Hieraus folgt: 
OF i ae Se Se 
06° Yory yw’ a6 Yor py 
Somit ergiebt sich: 


(34) F=— oO? + ¥, 
oder nach (6): 

35 Psi: <caaiahiie 

(89) eel VD'D"’ 


wo ¢ noch unbestimmt, namlich — + 1 ist. 
Um « zu bestimmen, betrachten wir die durch / F'do dargestellte 


‘ 


Gesammimasse der Linie « Aus (33) folgt: 
Py % wl 
(36) |Pac= < {= do= + (vq) ne (»)). 
Nun war die Constante A [vergl. (16)] definirt worden durch 
A= [Qds. 


Demnach ist 


A= W*(q) — W*(p), 
= (U*(g) + iV4(q)) — (Up) + iV*(0)), 

oder, weil U liings « constant ist: 

A=iv*(q) — iV*(p). 
Fiir A war aber der Werth 2/ gefunden worden, [vergl. (19), (20)]. 
Ks ist daher: 

mi = iV*(q) — iV*(p); 
und hierdurch geht die Formel (36) iiber in: 


(37) J Fdo= +1. 


Hieraus folgt, dass die Gesammtmasse der Linie « gleich + 1 ist, und 
ferner, dass jenes in F enthaltene é positiv ist, dass mithin die Dich- 
tigkeit F’ den Werth besitat: 

1 
38 F=4+-—S5 
( ) + = VD’ Dp” ? 


vorausgesetet, dass man YD’ D” als positive Grisse betrachtet. 
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Es repriisentirt also F' die Dichtigkeit einer iiber die Linie @ ver- 
theilten Masse 1; das Potential dieser. Masse auf irgend einen Punkt 
z ist U(2) — A, (30), und ist also lings der Linie @ von constantem 
Werth. Hieraus folgt, dass die durch jene Dichtigkeit /’ determinirte 
materielle Vertheilung identisch ist mit derjenigen Gleichgewichtslage, 
welche ein auf der Linie @ befindliches und lings « (wie in einem zu 
beiden Enden geschlossenen Canal) bewegliches Fluidum von der 
Masse 1 annehmen wird unter der gegenseitigen Einwirkung seiner 
Theilchen. Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Denkt man sich ein Fluidum*) von der Masse 1 beweglich liings 
einer beliebig gegebenen begrenzten geraden Linie a, so wird nach Ein- 
tritt des Gleichgewichtszustandes in jedem Punkt der Linie eine Dichtig- 
keit F' vorhanden sein, deren Quadrat wmgekehrt proportional ist mit 
dem Product der beiden Segmente D’, D”, welche durch den Punkt auf 
der Linie markirt sind. Erstarrt dieses Fluidum in seiner Gleichge- 
wichtslage, so wird das von ihm auf einen beliebigen Punkt z ausgeiibte 

_ Potential, abgesehen von einer additiven Constanten, dargestellt sein 
durch den reellen Theil des. Integrales 


i dz 
JVe—p)(@—@’ 


(39) 


vorausgesetzt, dass p und q die beiden Endpunkte der Linie a bezeich- 
nen. Grleichzeitig werden die Niveaucurven dieses Potentiales confocale 
Ellipsen sein mit den Brennpunkten p und 4q. 

Die Betrachtung, welche zur Darstellung von U als Potential 
fiihrt, kann iibrigens noch ein wenig anders eingerichtet werden. — 
Es sei e@ irgend eine unter jenen confocalen Ellipsen; ferner p’ der- 
jenige Theil von £, welcher von e@ binfiihrt zum Kreisrande x der 
Fliche 3’; und endlich sei { derjenige Theil, welcher von der Fliche 
3° noch iibrig bleibt nach Absonderung der von ec’ umschlossenen 
Ellipsenfliiche. Alsdann kann, vorausgesetzt dass der Punkt ¢, inner- 
halb der Fliche T liegt, statt der Formel (25) auch folgende benutzt 
werden : 


1 ((,aL au 
(40) Uel—t (use —1%) ao, 
= 


welche von jener nur dadurch sich unterscheidet, dass die Integration 
nicht iiber den Rand von 3’, sondern iiber den von & hinerstreckt ist. 
Auch kann man in dieser Formel statt der Function U die Function 

*) Es ist wohl nicht néthig hinzuzufiigen, dass hier von cinem fingirten Flui- 
dum die Rede ist, bei dem die Anziehung oder Abstossung zwischen zwei Theilchen 
umgekehrt proportional ist mit der Entfernung selber. 
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U — K nehmen, unter K eine beliebige Constante verstanden. Als- 
dann ergiebt sich: 


(41) U@)—-K=% [(U- KE) H— eU) as, 


=de+tdyt+d:z. 
Wahit man fiir K denjenigen constanten Werth, welchen U lings 
der Ellipse «’ besitzt, so ergeben sich fiir diese Integrale J leicht 


folgende Werthe: 
Ja = ace L oe) do, 


Jx =0, 

J, =A—K, 
wo v die auf «’ errichtete Normale, und zwar die innere Normale der 
Fliche { reprisentirt. Folglich wird: 


(4s 1 [| eU 
(42) Ua)-K=A-K+ 3 f(—1 9) ao 
d. i. Ho 

(43) Ue) = A+ } fLde, 

wo f die Bedeutung hat: p 

a. ey ee 

(44) ies 2% dv = «hx Oe 


Dabei repriisentirt v die eben genannte Richtung; wahrend o zu v 
ebenso liegt, wie die x-Achse zur y-Achse. Demnach ist 6 die positive 
Richtung der Curve «’, dieselbe angesehen als Randcurve der Fliche T. 


Hieraus folgt: ‘ . 
: 1 
J fae =i fay, 


das Integral rechter Hand hinerstreckt in der eben genannten positiven 
Richtung von e«’. Mit Riicksicht auf (21) ergiebt sich daher: 


(45) | ee 7 


Ferner lisst sich f selber in tihnlicher Weise, wie friiher F, ermitteln. 
Man findet: 
1 


(46) Fee 2xnVD'D"- 


Die Formeln (43) und (45), (46), in gehériger Weise interpretirt, 
fiihren zu folgendem Resultat: 

Denkt man sich ein Fluidum von der Masse 1 beweglich lings 
einer beliebig gegebenen Ellipse «’, so wird nach Eintritt des Gleichge- 
wichtszustandes in jedem Punkt der Ellipse eine Dichtigkeit vorhanden 
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sein, deren Quadrat umgekehrt proportional ist mit dem Product der 
beiden (nach dem Punkt hinlaufenden) Brennstrahlen D’ und D’. Er- 
starrt das Fluidum in seiner Gleichgewichtslage, so wird das von ihm 
auf irgend einen Punkt 2 ausgeiibte Potential, abgesehen von einer 
additiven Constante, wiederum identisch sein mit dem reellen Theil des 
Integrales (39), vorausgesetzt, dass in diesem Integrale fiir p und q die 
Brennpunkte der gegebenen Ellipse genommen werden. Auch werden die 
Niveaucurven des Potentiales wiederum dargestellt sein durch das System 
der confocalen Ellipsen*). 


Aehnliche Betrachtungen lassen sich nun auch durechfiihren mit 
Bezug auf die hyperelliptischen Integrale. Es sei 


*) Das Gesetz fiir die Gleichgewichtsvertheilung eines Fluidums (Anzichungs- 
gesetz: ), welches beweglich ist, lings einer gegebenen Ellipse, liisst sich nicht 


nur in dieser, sondern im Ganzen in drei verschiedenen Formen aussprechen. 
Nimlich: 

I. Nach Eintritt des Gleichgewichtes ist die Dichtigkeit in jedem Punkt pro- 
portional mit dem Abstande des Punktes von einer zweiten Ellipse, welche der 
gegebenen dhnlich, und von derselben unendlich wenig verschieden ist. 

Il. Die Dichtigkeit ist in jedem Punkte umgekehrt proportional mit der Liinge 
desjenigen Durchmessers der Ellipse, welcher parallel liuft zu der in dem Punkte 
coustruirten Tangente. 

Ill. Die hier gefundene Form: Das Quadrat der Dichtigkeit ist umgekehrt 
proportional mit dem Product der beiden Brennstrahlen. 


Das Gesetz fiir die Vertheilung des elektrischen Flwidums (Anzichungsgesetz: *) 


auf einer Ellipsoidoberfliche kann, wie hier beiliufig bemerkt sein mag, ebenfalls 
in verschiedenen Formen dargestellt werden, die zum Theil mit den Formen des 
die Ellipse betreffenden Gesetzes in Analogie stehen. Nimlich: 

I. Nach Eintritt des Gleichgewichtes ist die Dichtigkeit in jedem Punkt der 
Ellipsoidfliche proportional mit dem Abstande des Punktes von einer zweiten 
Ellipsoidfliiche, welche der gegebenen dhnlich, und von derselben unendlich wenig 
verschieden ist. 

Il. Jene Dichtigkeit ist in jedem Punkt umgekehrt proportional mit dem 
Quadratinhalt desjenigen Diametralschnittes, welcher parallel liuft zu der im 
Punkte construirten Tangentialebene. (Auf diese Form des Gesetzes ist bereits 
vor langer Zeit von mir aufmerksam gemacht worden, in Poggendorf’s Annalen, 
Band 113.) 

Ill. Bei einem gestreckten Rotationsellipsoid ist das Quadrat der Dichtigkeit 
an jeder Stelle umgekehrt proportional mit dem Product der beiden Brennstrahlen. 
Bei einem abgeplatteten Rotationsellipsoid ist das Quadrat der Dichtigkeit in jedem 
Punkt umgekehrt proportional mit dem Product des lingsten und kiirzesten Brenn- 
strahles; wobei vorausgesetzt wird, dass in diesem Falle unter dem Namen Brenn- 
strahlen siimmtliche Linien verstanden sind, welche von dem betrachteten Punkte 
hinlaufen nach der Peripherie der (kreisférmigen) Brennebene. 











—_—- 
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(1) W=|Qds, 
wo . 


(2) Q G (¢ — H,) (@ — H,)-- -- (2 — H,_,) 





~ VE=P) =) @— M4) C= G4)” 

und wo 2, G, ebenso wie die H, p, q gegebene complexe Constante 
sind. Jede der Constanten H, p, q mag dargestellt sein als ein fester 
Punkt in der Ebene, und ¢ selber als ein beweglicher Punkt. Fiihrt 
man mit Bezug auf jeden festen Punkt ¢ die Bezeichnung ein 

ze—ce = D(o). #40, i=y—l, 


so dass also D(c), A(c) die Polarcoordinaten des beweglichen Punktes 
2 in Bezug auf den festen Punkt ¢ darstellen; setzt man ferner zur 
Abkiirzung : 
D(f,) . D(A,).... D(A,-1) = D4, 
A (H,) + O(H,)....+A(H-1) = 4%, 
D(m) . D(q).-+-.- D(p.41) - D(q41) =D”, 
A(m) + A(q)----. +A (pets) + O(qe41) = O°, 
und setzt man ausserdem 
‘ G = ge'r; 


so erhilt man fiir Q folgende Darstellung: 


(3) Q — gD" oily + A” — 4a”), 
VDP? 
Setzt man also 
“ a= a+ ty, 
W=U+ iV), 
so wird 
gD" és i 
is cos (y + AY — JAr), 
6) ype 
f - gD" pee ee 
‘2a — $A”); 
und gleichzeitig erhilt man alsdann, aus 
(6) dW = Qdz 
die Formeln: 
dU = Odx — Wdy, 
(7) 


dV = Wdx-+ Ody, 
In der z Ebene mége nun, ebenso wie bei der friiheren Betrach- 
tung, um den Anfangspunkt (¢ = 0) eine Kreisfliiche 3 beschrieben 
gedacht werden mit fiusserst grossem Radius; und in dieser Fliche 
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werde eine Curve gezogen, welche in p, beginnt, simmtliche Punkte 
Gy Poy Io» + +++ Potty Ys+1 der Reihe nach beriihrt, und schliesslich 
ihr Ende erreicht in irgend einem Punkte p* des kreisférmigen Randes. 
Die einzelnen Strecken dieser Curve: 


PrMis WPrr Poder ++ +++ UsPsty Dst+19s+1) Ys+ip* 
mégen benannt werden mit 
a, B;, Gay ce eees Bs, Os4it, Bs41 - 


Endlich heisse 3’ diejenige Fliche, in welche 3 sich verwandelt durch 
einen liings der ganzen Curve von p, bis p* fortlaufenden Schnitt. 

Die Function Q setzen wir in solcher Weise fest, dass sie inner- 
halb 3’ iiberall eindeutig und stetig ist. Sie wird alsdann zu beiden 
Ufern einer jeden Strecke « entgegengesetzte Werthe, zu beiden Ufern 
einer jeden Strecke 6 aber gleiche Werthe besitzen, und fiir sehr weit 
entfernte Punkte z darstellbar sein durch die Reihe: 


? iM 2r” 3r” 
(8) 2° = —5— 


2 a) ’ 
wo f’, f”, fF” .... complexe Constanten sind. 

Mit Bezug auf das Integral W, (1), setzen wir ferner fest, dass 
die Integrationscurve z,....2 in ihrer Bewegung auf die Fliiche 3 
beschriinkt sein soll, und verwandeln solcher Art W in eine Function 
von z, welche innerhalb 3’ iiberall eindeutig und stetig ist, und deren 
Werthe fiir weit entfernte Punkte z darstellbar sind durch 
9) We=Ut+iV*=K4+5454+54-°5, 
wo K eine complexe Constante bezeichnet. Hieraus folgt, wenn 2 =re‘? 
gesetzt wird, sofort: 
(10) Ut At ey A, cosnt-+ B, sin n@ ; 

a1 r 
wo A, A,, B, reelle Constante sind. 

Bezeichnet man das lings der Strecke @, von p, nach q, hiner- 
streckte Integral {Q'dz mit A,, andererseits dasselbe Integral, lings 
B, von qn bis pr41 erstreckt gedacht, mit B,, und bezeichnet man 
ferner den Werth von W im Punkte p, mit E, so lassen sich die 
Werthe von W in simmtlichen Punkten p, ¢ folgendermassen ausdriicken : 

W(p,) =E, 
Wy.) =E+A, 
W(p,) =E+A,+8B,, 
(11) Wa) =E+A,+B,+A,, 


n 


W(p.+1) = E+A,+B, +A,----+.B,, 
W(qs4+1) =E+A,+B, +A,----+B,+As41, 








(12) 


(13) 


























, (12) 
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wo die obern oder untern Zeichen zu nehmen sind, je nachdem man 
die Werthe am linken oder rechten Ufer haben will. Dabei mag, was 
diese Uferbezeichnung betrifft, die Curve (a, + 6, + a,....+ B,41) 
wiederum angesehen werden als ein von p, nach p* hinfliessender 
Strom. — Leicht iibersieht man nun, dass die Summe W*-+ We 
constant ist liings jeder Strecke a, dass andererseits die Differenz 
W?* — We constant ist lings einer jeden Strecke B, und dass diese 
constanten Werthe in einfacher Weise sich ausdriicken lassen durch 
die E, A, B. Man gelangt so zu den Formeln: 


@,). W*+ We=2E, 
Gy). W?+ We=2E-+ 2B,, 
a). Wi Wr 5858, ORs 


ts). Wi We=2E +28, + 2B, eee + 2B,-1, 

G41). Wt+ We=2E+2B,+2B,...... + 2B,_:+28B,, 
und andererseits zu folgenden Formeln: 

B,). W*— We=2A,, 

B,). W?— We=2A,+ 2A,, 

B;). W*— We=2A,+ 2A, T3M, 


B). Wee We=2A, 421, “LOA, a + 2A,, 
Bii-1). Wi— Wee 2A, +2A,+2A,...... + 2A, + 2A.41, 


Aus (9) folgt, dass W zu beiden Ufern der Strecke B,4; gleiche 
Werthe hat, dass also W*— We lings dieser Strecke = 0 ist. Somit 
zeigt sich aus der letzten der Formeln (13), dass zwischen den Con- 
stanten A folgende Relation stattfinden muss: 


(14) Ay + Ag+ Ass ss At Ay = 0. 

Die bisherigen Grundlagen der Untersuchung moégen nun ein 
wenig geiindert werden. Wihrend niimlich die in dem hyperellip- 
tischen Integral W enthaltenen (2s + 2) complexen Constanten p, 4 
nach wie vor als vdllig beliebig gegeben betrachtet werden sollen, 
moégen die daselbst vorhandenen s complexen Constanten G, H fortan 
in solcher Weise berechnet gedacht werden, dass A,, Ay, Ag, -.-~+ As 
vorgeschriebene rein imaginire Werthe erhalten; wobei alsdann die Con- 
stante A,, [zufolge (14)] ebenfalls einen rein imaginiiren Werth er- 
halten wird. Solches festgesetzt, haben wir: 


(15) A, = Mat, A,= M,xi,...... A, = Mri, Asai = My, 
wo die M reelle, der Relation 


(16) M,+M,+M,....+M,+ Mai=0 
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unterworfene Constanten sind, von denen die s ersten belicbig ge- 
geben sind. 

Bezeichnet man also die Formeln (12) und (13) im Allgemei- 
nen mit 


(17) «@,). W*+ We=2P,, . B.). W*— We=2A,,. 

so wird [, eine complexe Constante, =f, + if, hingegen A, eine 
rein imaginiire Constante, = iA\ sein. Somit ergiebt sich bei Son- 
derung des Reellen und Imaginiren: 


U* + Ue=2P U*— Ue=0 
a «) °T ’ Bx). - 
V2+ Ve=27Py, Vi— Ve=2A?. 


Hieraus folgt durch Differentiation nach der Stromrichtung 6: 


au* , aue au* aue 

“at =e =*: wee? 
(19) @,). F ae Bn). 2 P 

aU" 4§ me ania au" __ au® _g 

Ov =~: 2 ov ov? 


wo v die Normale des Stromes repriisentirt, und wo sogleich fest- 
gesetzt werden mag, dass 6 zu v ebenso liegen solle, wie die «-Achse 
zur y-Achse. 

Liings jeder Strecke 6 ist nach (18): U*=— Ue. Mithin ist U 
einwerthig lings einer jeden Strecke 6, und also auch cinwerthig in 
den Endpunkten einer solchen Strecke, also einwerthig in jedem der 
Punkte p, q. Oder anders ausgedriickt: die Function U besitzt im 
Punkte p, zwei Werthe P,, P,, welche einander gleich sind, und im 
Punkte q, ebenfalls zwei einander gleiche Werthe Q,, Q,. Zufolge 
(18) ist nun U? + Ue lings der von p, nach g, gehenden Strecke «, 
constant, =2f°. Bringt man diese Gleichung in Anwendung auf 
den Anfangspunkt und Endpunkt der Strecke «,, so erhailt man: 


P, + P, = 2th, Qn. + Q. = 2M, 
folglich : 
P,, — Vn = _ 


Die Function U besitzt also gleiche Werthe in p, und q,, ebenso in 
p, und q,, u. s. w., endlich gleiche Werthe in p,i1 und g,41. Denkt 
man sich daher die Curven U==Const. construirt, so wird eine dieser Cur- 
ven von p, nach qg, gehen, eine andere derselben von p, nach q,, u. s. w. 
Die in solcher Weise durch die Beschaffenheit der Function U_ vor- 
gezeichneten Curven p,q, Pode, «++ Poti ds+1 mogen nun festgehalten 
werden; und die vorhin in willkiirlicher Weise construirten Stromstrecken 
Oy, Oy, -.. &s44 mogen fortan hinlaufend gedacht werden lings dieser 
Curven. Alsdann wird die Function U constant sein liings jeder 
Strecke «,, und zu beiden Ufern derselben gleiche Werthe haben; 
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sodass die Formeln (18) und (19), insoweit sie auf U sich beziehen, 
folgende speciellere Gestaltung erhalten: 


UF ais Ot in 8, Ut = Ue, 
th op om Bn) aut aut. 
i oa ov? Ov.~—Sow 


Innerhalb der durch die beiden Ufer des Stromes 
(a, + By + @& +-+++ Bs+1) 
und durch eine sehr ferne Kreislinie x begrenzten Fliche 3 ist die 
Function U iiberall eindeutig und stetig. Demgemiiss wird sich der 
‘Werth von U in irgend einem innerhalb 3’ befindlichen Punkt 2, 
darstellen lassen durch ein Integral 


(21) U (2,) = vx f (U on Lin) de, 
}. 


welches (durch eine Behandlung, die der auf Seite 615 ausgefiihrten 
vollig analog ist) schliesslich zu dem Ausdruck fihrt: 


(22) U(@)=A+3/(FLdo=A— zfF. log R. do, 


wo F' die Bedeutung hat: 

, 1 au? 1 av? 
2 —— — =. oy eS 
(23) - m Ov + m 06 
In (22) ist durch 2 eine Summe von (s + 1) Integralen angedeutet, 
jedes hinerstreckt iiber die Linienelemente do einer Strecke a; ferner 





ist L = log ; , und F& die Entfernung des Elementes do vom Punkte 


2,3; endlich ist A eine reelle Constante, identisch mit derjenigen, welche 
auftritt in der KEntwickelung (10). Die Richtungen 6 und v, nach 
denen in (23) differenzirt ist, haben die schon genannten Bedeutun- 
gen; es repriisentirt niimlich 6 die Stromrichtung, und liegt zu v ebenso 
wie die z-Achse zur y-Achse. 

Die Formel (22) zeigt, dass U (2,), abgeschen von der additiven 
Constanten A, aufgefasst werden kann als das Potential der Curven a 
auf den Punkt z,, jene Curven mit einer Masse belegt gedacht, deren 
Dichtigheit = F ist. Gleichzeitig ergiebt sich aus jener Formel fiir 
den Werth von W = U+ iV im Punkte z, der Ausdruck: 


(24) W (2,) = (A+ tiB) — zfF. log (¢ — z,). do, 


wo B eine neu hinzutretende Constante, und z den Ort des Linien- 
elementes do bezeichnet. Dabei ist unter Y wiederum eine Summe 
von (s+ 1) Integralen zu verstehen, von denen jedes hinliuft iiber 
eine der Strecken a. 
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Es bleibt noch iibrig, die Curven @, oder iiberhaupt die Curven 
U = Const., und andererseits die Dichtigkeit F’ niiher zu untersuchen. 

Eine Curve U = Const. oder dU =0 kann nach (7) dargestellt 
werden durch: 

Odz— V¥dy=0, 

also nach (5) durch: 
(25) cos (4 A?¢ — A¥ — y). dx + sin (§ AP? — A” — y) .dy=0. 
Somit bestimmt sich also die Richtung der Normale der Curve U = Const. 
in irgend einem Punkte 2 nach einem einfachen Gesetz aus denjenigen 
Winkeln A(p), 4(q), S(H), unter welchen die Strahlen pz, qz, Hz 
gegen die x-Axe geneigt sind. Und dasselbe Gesetz gilt natiirlich auch 
fiir die Curven «. 

Die Dichtigkeit /’ einer jeden Curve @ ist nach (23) ausgedriickt 
durch 


1 av? 
a a oo 


Folglich wird die ganze Masse einer solehen Curve @ dargestellt sein 
durch das lings « hinerstreckte Integral: 


: ne | r 

| Fac = : fe jean — fare, 
: a.) 06 um, 
«a a a 


Hieraus folgt, falls man den Anfangspunkt der betrachteten Curve « 
mit p, ihren Endpunkt mit q bezeichnet (wo dann «, p, q als Ab- 
kiirzungen anzusehen sind fiir @, pr, Qn): 


(26) ak * (V?@ — V(p)). 
Nach der Definition von A (d. i. A,) ist aber: 
A = | 2*(2) de 


(vergl. Seite 622). Hieraus folgt: 
A= W*(q) — W*(p), 
oder weil U* lings @ constant ist: 
A=iV4(qg) —iv*(), 
oder weil A = Mai (niimlich A, = M,27) gemacht worden war 
(Seite 623): 
Ma = V*(q) — V*(p). 
Somit folgt aus (26): 
(27) J Fdo = M, 


mithin mit Riicksicht auf (16): 









“= 
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(28) Bf Fac = ZIM=0, 
a 


die Summation Z wieder ausgedehnt gedacht iiber siimmtliche (s + 1) 
Curven @. 
Ferner ergiebt sich aus (23) mit Riicksicht auf (7): 


—— << ae ba oy). 
eon —i(v%+0% 


a 0G 
2s . mT 0x 04 +4) 
Liings « ist aber nach (7): ® = ¥ ne =(), mithin: 


as... ULF ee 
06 ~ Vor+ ye ’ 0G ~ Vor ye 
Somit folgt: 
F= V+, 

d. i. mit Riicksicht auf (5): 
(29) Pa 
a V pri 
wo eé=-+1. Die auf ciner Curve a in jedem Punkte 2 vorhandene 
Dichtigkeit I’ bestimmt sich also, wie diese Formel zeigt, nach einem 
einfachen Gesetz aus den Liingen D(p), D(q), D(A) derjenigen Strah- 
len, welche von den festen Punkten p, q, H aus nach 2 hinlaufen. 

Blicken wir zuriick auf die Formeln (20), so sehen wir, dass U 
lings jeder Curve « constant ist, und dass ferner der Differential- 


° ou ° ‘ 
quotient ay atl beiden Ufern einer solchen Curve entgegengesetzte 


Werthe hat. Dabei ist unter v die auf dem linken Ufer von «@ er- 
richtete Normale zu verstehen. Construiren wir ausser v noch die 
entgegengesctzte Richtung, niimlich die auf dem rechten Ufer liegende 
Normale v’, so lassen sich jene Formeln (20) mit Bezug auf irgend 
eine Curve « so darstellen: 


(30) a) U*= Ue = Const., 
(31) «) ou* _ ue, 


ov ov 
Denkt man sich also die Function U geometrisch dargestellt durch 
auf der z-Ebene errichtete Perpendikel, so wird die von den End- 
punkten dieser Perpendikel gebildete krumme F'liche iiber jeder Curve 
a einen Grat von constanter Hohe besitzen, welcher [zufolge (31)| 
nach beiden Seiten einen gleich starken Abfall darbietet. 

Fasst man nach dieser augenblicklichen Abschweifung nun U 
wiederum auf als ein von den Curven a, @,... 4: auf den be- 
weglichen Punkt z ausgeiibtes Potential, so sind die auf jenen Curven 
anzunehmenden Massen [nach (27)] ausgedriickt durch die reellen Con- 
stanten M,, M,,...M,4,. Denkt man sich diese Massen als Fluida, 


oe 
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die lings der Curven « (wie in Caniilen) frei beweglich sind, so wird 
die durch die Dichtigkeitsfunction F' (29) indicirte Vertheilung dieser 
Fluida denjenigen Gleichgewichtszustand repriisentiren, in welchem die 
Flaida unter gegenseitiger Einwirkung ihrer einzelnen Theilchen in 
jenen Curven (oder Caniilen) schliesslich zur Ruhe gelangen; wie sol- 
ches augenblicklich folgt aus den Relationen (30). — Denkt man sich 
ferner die wit den Fluidis beladenen Curven @ mit unendlicher Leich- 
tigkeit biegsam und dehnbar, iiberhaupt ihrer ganzen Form nach, ab- 
gesehen von den festen Endpunkten p, q, vollstiindig frei beweglich, 
so wird die hier in Betracht gezogene Foryn dieser Curven wiederum 
diejenige sein, welche dem Zustande des Gleichgewichts entspricht; 
wie solches hervorgeht aus den Relationen (31). Ob das Gleichgewicht 
labil oder stabil ist, bleibt dabei allerdings véllig dahingestellt. 
Schliesslich noch eine Bemerkung. Aus (7) und (5) folgt: 





aU Dp” 

4 = Oo= war cos ({ Ava — AY — y), 
aU gD* . « ~ . 
dy ie . — sin ($ Ara — A# — ). 


Diese Differentialquotienten repriisentiren (abgesehen vom Vorzeichen) 
die rechtwinkligen Componenten der von den materiellen Curven @ auf 
einen beweglichen Punkt z oder x + iy ausgeiibten Kraft. Bezeichnet 
man die Kraft selber also mit R, so wird: 

2 DE D* 

Dri 

Folglich kann diese Kraft nur fiir solehe Punkte z verschwinden, in 
denen D” verschwindet, oder in denen D?¢ unendlich wird. Im End- 
lichen der z-Ebene giebt es also nur (s — 1) Punkte, in denen die Kraft 
verschwindet, niimlich die Punkte H,, H,, ... H,—1. 

Als Resultat der angestellten Untersuchungen diirfte etwa Fol- 
gendes hervorzuheben sein: 

Sind in der Ebene (s + 1) Curven a gegeben, jede versehen mit 
zwei festen Endpunkten p, q, sonst aber unbeschrinkt verdnder- 
lich ihrer Lage und Form nach, ferner jede beladen mit einer 
belielng gegebenen (reellen) Quantitit M des fingirten Fluidums, so wird, 
falls die Summe dieser Quantititen M gleich Null ist, nach Eintritt 
des Gleichgewichtszustandes ein Potential vorhanden sein, welches, abge- 
sehen von einer additiven Constanten, identisch ist mit dem reellen Theile 
ees gewissen hyperelliptischen Integrales. 

Um dieses Integral niiher angeben zu kinnen, ist zu bemerken, 
dass bei der eintretenden Gleichgewichtslage jedesmal (s — 1) im End- 
lichen liegende indifferente Orte vorhanden sein werden, niimlich 
(s — 1) Orte, in denen ein beweglicher Massenpunkt unter der Einwir- 


(32) R=g 
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kung jener materiellen Curven in Ruhe bleiben wiirde. Denkt man sich 
diese Orte aufgesucht, bezeichnet mit H,, H,, ...H,—1; wnd denkt man 
sich ferner die gegebenen Endpunkte p, q der (s + 1) materiellen Curven 
der Reihe nach bezeichnet mit p,, 9;, Poy Yor +++ Ds+1y Ys+1; 80 lautet 
jenes hyperelliptische Integral: 
G (2 — H,) (@ — H,) .... (@— H,_;) dz 
Vis —p,) (@—q).-.- (2 — Ps41) (@—4%41)° 

wo G eine passend zu wiihlende (complexe) Constante bedeutet. Der 
reelle Theil dieses Integrales wird also, abgeschen von einer additiven 
Constanten, dasjenige Potential repriisentiren, welches von jenen mate- 
riellen Curven a, nach KEintritt des Gleichgewichtszustandes, ausgeiibt 
wird auf einen beliebigen Punkt 2. 








Fiir die Gestalt der Niveaucurven, zu denen auch die Gleichgewichts- 
formen der Curven a gehiren, und fiir die im Zustande des *Gleich- 
gewichts auf den Curven a vorhandene Dichtigkeit F’ ergeben sich ein- 
fache geometrische Gesetze, welche ausgedriickt sind durch die Formeln 
(25) und (29). 

Nimmt man fiir die willkiirlich zu wihlenden, jedoch der Relation 
‘ M,+ M,+----+ M+ Mei =0 
unterworfenen reellen Constanten M der Reihe nach folgende s Werth- 
systeme: 


M, M, ie. «++ Mess 

Ho 2 © ©... © oe, 

So +t Oi. eh 
1 


3) 0 0 e —%, 





eS © © 8 x««« } 
so ergeben sich der Reihe nach s hyperelliptische Integrale, alle mit 
denselben Punkten p, g. Diese s Integrale sind identisch mit denjenigen, 
welche von Riemann (seine allgemeineren Untersuchungen auf hyper- 
elliptische Integrale iibertragen gedacht) beim Umkehrproblem behan- 
delt worden sind. 


In aihnlicher Weise wie vorhin bei dem trigonometrischen Integral 
(Seite 618—620), lassen sich auch hier,bei dem hyperelliptischen Integral 
die Niveaucurven, d. i. die Curven U = Const., in Untersuchung 
ziehen; wodurch man zu Resultaten gelangt, die ihrem allgemeinen 
Charakter nach aus den schon durchgefiihrten Untersuchungen bereits 
hinlinglich erkennbar sind. Besonders einfach gestalten sich diese Re- 
sultate fiir den Fall s=1, d. i. fiir den Fall des elliptischen Inte- 
grales: 


Mathematische Annalen III. 41 
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= A a—x# 2) , 


P : dz 
Wal +P mip ’ 


Nimmt man den Modul « reell an, so gelangt man, was die Form 
der Niveaucurven U = Const. betrifft, zu einem bereits von Siebeck 
(Borchardt’s Journal, Bd. 57, Seite 368) angegebenen Satz. Gleich- 
zeitig aber ergiebt sich auch ein einfaches Gesetz fiir die Dichtigkeit, 
welche ein liings jener Curve frei bewegliches Fluidum nach Eintritt 
des Gleichgewichtszustandes an jeder Stelle der Curve besitzen wird, 
ein Gesetz, welches in voller Analogie steht zu dem friiher (Seite 618) 
mit Bezug auf die Ellipse erhaltenen Resultat. 


Leipzig, Februar 1870. 
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Ueber Curven dritter Ordnung mit zwei Doppelpunkten. 


Von P. Gorpan in GIESSEN. 


Hat eine Curve dritter Ordnung zwei Doppelpunkte, dann zerfiallt 
sie in eine gerade Linie und in einen Kegelschnitt. Durch die Unter- 
suchungen des Herrn Aronhold im 55. Bd. des Crelle’schen Jour- 
nals ist, man im Stande, sowohl die Relationen anzugeben, welche 
zwischen den Coefficienten stattfinden, wenn f zwei Doppelpunkte be- 
sitzt, als auch die Gleichungen der Geraden und des Kegelschnitts zu 
finden, in welche die Curve in diesem Falle zerfillt. 

Fiihrt man die folgenden Bezeichnungen ein, welche sich von den 
Aronhold’schen nur um numerische Factoren unterscheiden: 

f= (a,x, + 4,2, + 4,2, =a,> =—bJi =c3.... 

S; = (abc) (abu) (acu) (be) 

(abc)? dzbreze = A = a¢,3 (Hesse’sche Curve) 

(abc) (abd) (acd) (bed) =S8S 

(aba) (abu) (anu) (bau) = T; 

(abc) (aba) (aca) (bea) = T 

(abu)? (edu)? (acu) (bdu) =, (GI. in Liniencoordinaten.) 
bezeichnet man ferner die Gleichungen der Geraden und des Kegel- 
schnittes, in welche f zerfillt durch r,7, + 7,7, + ry”, = r, und 
(8, %, + 8.2%, -++ $505)” = sz? = s',? = 8”, (wobei, was erlaubt ist, die 
Proportionalitatsfactoren der Gréssen + und s so bestimmt werden 
sollen, dass die Determinante des Kegelschnittes 

(ss‘s")? = 1 

ist), dann erhalt man / und seine Covarianten und Invarianten mittelst 
folgender Relationen durch die simultanen Covarianten und Invarianten 
der Formen r, und s,” ausgedriickt: 


f = a,' = r, 8," 


— 3 (rsu)?. (rs‘s”) (s‘s”w) (Product aus den — - eae und dem Pol 


S; 
A 


ee _— 
a? of. (rss). 


41* 
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Die letzte Formel zeigt, dass alle Wendepunkte von / auf r liegen; 
ich will die Invariante: 
(rss)? =i 
durch ¢ bezeichnen; dann wird: 


4 
4= 3 


2 
=> — 4 
S a7 * 


n— if 


T= — a i(rsu)? . (rs‘s’) (s‘s”u 


T=— 5% 
® = — 12(rsu)*. (rs'u)?. (s"s’’u)* (Quadrat des Productes beider Schnitt- 

punkte multiplicirt in die Gleichung des Kegelschnittes in Liniencoordinaten.) 
Durch Combination dieser Ausdriicke findet man die Gleichung 

ST, — TS; =0 

als Bedingung dafiir, dass f zwei Doppelpunkte besitzt, eine Relation, 
welche man iibrigens aus den von Herrn Aronhold gegebenen Formeln 
unmittelbar schliessen kann. Zur Bestimmung der Gleichung der 
Geraden » = 0 kann man‘sich der Formel bedienen: 


—Tf+Sd=?r. 


Durch Division von r in f erhalt man schliesslich die Gleichung des 
Kegelschnittes s. 


Giessen, im Januar 1871. 


Verbesserungen. 


Seite 129, Zeile 5 v. oben fiir s setze s, (vicrmal). 
fA - oe 2% » «wo COP F 
e e w 20v. 9 2 seotze J, 2, 
* e » 21 v.unten,, S, setze S,, 
» ” wn 10. » wy % Setze G. 
Seite 150, Zeile 7 v. ,, statt LJ/ liess: L XX. 
» 159, ,, 10 v. oben statt 


om 2 1 > 1 
pee 7 e- wa a ma 
J e** sin Ox. x dx liess: ] e—** gin 0 x, x” 
s. 


0 0 
Seite 496, Zeile 2 v. oben statt ,,.Doppelpaaren“ liess: ,,Doppelgeraden“, 

















